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摘要:【目的】研究非光滑半无限优化问题在极限次微分下的最优性必要条件。【方法】通过约束品性和择一定理,研究带

有抽象集约束的非光滑半无限优化问题的Kuhn-Tucker型必要条件。【结果】首先,举例说明已有文献中关于非光滑半无

限优化问题的必要性条件的错误,并给出合理的修正。随后,针对半无限优化问题,给出一类约束品性。并通过择一定理

得到了带有抽象集约束的非光滑半无限优化问题的Kuhn-Tucker型必要条件。【结论】所得结果丰富了半无限优化理论。
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半无限优化问题是指决策变量有限且约束函数个数无限的优化问题,它在控制系统设计、分散系统中的资

源分配、竞争决策、多目标优化等问题中有着广泛的应用[1-2]。近些年来,关于半无限优化的理论研究得到了学

者们的广泛关注,主要包括:最优性条件的研究[4-9]、对偶理论的研究[10-11]等。在最优性条件的研究中,文献[7-9]
主要基于Clarke次微分研究了半无限优化问题的最优性条件。文献[4,6]利用 Mordukhovich(极限)次微分研

究了半无限优化问题的最优性条件。特别地,Mishra等人[4]利用极限次微分得到了半无限优化问题的 Kuhn-
Tucker型最优性条件。随后,文献[5-6]指出文献[4]中不合理的地方,但他们没有给出合理的修正。因此,本文

举例说明文献[4]中半无限优化问题必要性条件的错误,并进行合理的修正。其次,为研究半无限优化问题的

Kuhn-Tucker型必要条件,基于文献[10]中的一类约束品性,本文得到了带有抽象集约束的非光滑半无限优化

问题的必要性条件。

1预备知识

本文考虑如下的非光滑半无限优化问题:
(SIP)minf(x),

s.t.gi(x)≤0,i∈I,

x∈Rn。
其中:f是Rn 上的局部Lipschitz函数,gi:Rn→R,i∈I,I为无限指标集。

设S为(SIP)问题的可行解,即S={x∈Rn|gi(x)≤0,∀i∈I}。对给定x∈S,I(x)为(SIP)问题在x处起作

用的约束指标集,即I(x)={i∈I|gi(x)=0}。
设非空集合A⊆Rn,clA,convA 和coneA 分别表示为A 的闭集、凸包和凸锥(包含原点)。任取x∈clA,

A 在点x处的切锥、法锥和可行方向锥分别定义为:

T(A,x)={d∈Rn:∃{λj},λj↓0,∃{dj},dj→d(j→∞),s.t.x+λjdj∈A},

N(A,x)={y∈Rn:<y,d>≤0,d∈T(A,x)},
Dx={d∈Rn\{0}:∃δ>0,s.t.x+λd∈A,∀λ∈(0,δ)}。

当A 是凸集时,A 在点x处的法锥定义为N(A,x)={y∈Rn:<y,x-x>≤0,∀x∈A}。
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xT 表示向量x的转置,<x,y>和xTy都表示 Rn 中的向量x=(x1,x2,…,xn)T 与y=(y1,y2,…,yn)T 的内

积,即 <x,y>=xTy=∑
n

i=1
xiyi。

在下面的定理和引理中,假设A⊆Rn 是非空集合,φ:A→R的函数。
定义1[12] 若对任意的x∈A,存在常数K>0和x的邻域U(x)使得 φ(x)-φ(y)≤K x-y ,∀x,y∈U(x),

则称φ(x)在A 上是局部Lipschitz函数。
定义2[12] 设φ在A 上是局部Lipschitz函数,x∈A,v∈Rn,φ在x处沿方向v 的Clarke方向导数定义为

φ°(x;v)=limsup
y→x
t↓0

φ(y+tv)-φ(y)
t

。φ在x处的Clarke次微分定义为∂φ(x)={ξ∈Rn|φ°(x;v)≥ξTv,∀v∈Rn}。

定义3[3] 设y∈Rn,y在A 上的投影定义为ProjA(y)={x∈A:y-x ≤ y-x ,∀x∈A}。A 在x处的

Proximal法锥定义为NP
A(x)={ξ∈Rn:∃(λ≥0,y∈Rn),s.t.x∈ProjA(y),ξ=λ(y-x)}。利用Proximal法锥,

φ在点x∈A 处的Proximal次微分定义为∂Pφ(x)={ξ∈Rn:(ξ,-1)∈NP
epiφ(x,φ(x))}。其中:epiφ={(x,α)∈Rn×

R:φ(x)≤α}。
注1 设x∈clA,当A 是凸集时,NP

A(x)=N(A,x)。当A是非凸集时,等号不一定成立,但NP
A(x)⊂N(A,x),

见例1。

例1 设A={(x,y)T∈R2:y≥ x,x≥0,y≥ -x,x<0},取(x,y)T=(0,0)T,则:

T(A,(x,y))={y≥0,x=0},N(A,(x,y))={y≤0,x∈R},NP
A(x,y)={y<0,x∈R}。

从而有NP
A(x,y)⊂N(A,(x,y))。

定义4[3] 若存在两个序列{ξi},{xi}⊆Rn 使得ξi∈∂Pφ(xi),ξi→ζ,xi→x,φ(xi)→φ(x),则向量ζ∈Rn 是φ
在点x处的极限次微分。φ在点x处的所有极限次微分的集合用∂Lφ(x)表示。

注2 设x∈clA,由定义可知,∂Pφ(x)⊂∂Lφ(x)⊂∂Cφ(x)。
例2 考虑函数φ(x)=-|x|,取x=0,则∂Pφ(x)=∅,∂Lφ(x)={-1,1},∂Cφ(x)=[-1,1]。从而有:

∂Pφ(x)⊂∂Lφ(x)⊂∂Cφ(x),
且为真包含。

引理1[3] 设φ为x∈A 处的局部Lipschitz函数,则∂Lφ(x)是闭凸集。
引理2[15] 设φ是局部Lipschitz函数,映射∂Lφ(x)是外半连续的,即limsup

x→x
∂Lφ(x)⊂∂Lφ(x),∀x∈Rn。

引理3[15] 设φ是一个包含在[x,y]的开集上的局部Lipschitz函数,则对c∈[x,y],ξ∈∂Lφ(c),有:

φ(y)-φ(x)≤<ξ,y-x>。
引理4[3] 设A为闭凸集且y∉A,则存在非零向量p∈Rn 和常数α使得对任意的x∈A,有pTy>α,pTx≤α。
定义5[3] 设x∈S,(SIP)问题的目标函数f在点x处的下降方向定义为:

Fx={d∈Rn:∃δ>0,s.t.f(x+λd)<f(x),∀λ∈(0,δ)}。

2(SIP)问题的最优性必要条件

本节针对文献[4]中(SIP)问题的Kuhn-Tucker型必要条件的错误进行修正。首先,文献[4]针对(SIP)问题

给出了如下最优性必要条件。
引理5[4] 设x∈S,f(x)和gi(x),i∈I(x)在点x处是局部Lipschitz的且gi(x),i∉I(x)在点x处连续。若x

是(SIP)问题的最优解,则存在λ=λi,i∈I,其中λi≥0,λi≠0有限个i∈I使得:

0∈∂Lf(x)+∑
i∈I(x)

λi∂Lgi(x), (1)

λigi(x)=0,i∈I。
引理5的证明主要引用了文献[3]中给出的如下结果。
引理6[3] 设x∈S,f(x)和gi(x),i∈I(x)在点x处是局部Lipschitz的且gj(x),j∉I(x)在点x处连续。若

d∈Rn 满足ηTd<0,∀η∈ ∪
j∈I(x)

∂Lgj(x),则d∈Dx。

上面两个引理存在以下两个问题:

1)当I是无限指标集时,文献[6]通过例子说明引理6的证明中δ可能为0,其中:
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δ=min{δ″,min{δj},min{δ′j}},δ″>0,δj>0,j∈I(x),δ′j>0,j∉I(x),
从而导致引理6的证明错误。但该文献并未对该错误进行修正。

2)文献[5-6]指出当I是有限指标集时,在没有任何条件下,引理5的Kuhn-Tucker型必要条件不一定成

立。本研究还发现导致引理5不一定成立的原因是在引理5的证明中,对任意的η∈∂Lf(x)和η∈ ∪
j∈I(x)

∂Lgj(x)

可能有η∉B,B={b∈Rn:∃λ=λi,i∈I,其中λi≥0,有限个i∈I,λi≠0,存在(d,di,i∈I(x)),s.t.d∈∂Lf(x),

di∈∂Lgi(x)且b=d+∑
i∈I(x)

λidi}。

针对I是无限的情况,举例说明引理5的Kuhn-Tucker型必要条件也不一定成立。
例3 考虑如下函数:

minf(x)=x+2|x|,     
s.t.g0(x)=x3,

gk(x)=x3-1k
,k=1,2,3,…

易知:S={x∈R:x≤0},x=0,I(x)={0},g0(x)=0,gk(x)=-1k
,∂Lf(x)=-1,∂Lg0(x)=0。

要使λ0g0(x)+λkgk(x)=0,k=1,2,…,则λ0>0,λk=0,从而∂Lf(x)+λ0∂Lg0(x)={-1},即不存在λ0 满足

(1)式。
为了修正引理5的错误,建立(SIP)问题正确的最优性必要条件。首先,将引理6中的可行方向锥Dx改为切

锥T(S,x),得到如下结果。
定理1 设x∈S,gj(x),j∈I(x)在点x处是局部Lipschitz的且gj(x),j∉I(x)在点x处连续,若d∈Rn 满足

ηTd<0,∀η∈ ∪
j∈I(x)

∂Lgj(x),则d∈T(S,x)。

证明 任取d∈Rn 满足ηTd<0,∀η∈ ∪
j∈I(x)

∂Lgj(x),则由文献[3]中定理3.1证明可知,当j∈I(x)时,存在

δj>0使得gj(x+λjd)<gj(x)=0,∀λj∈(0,δj)。
当j∉I(x)时,由gj(x)在点x处连续且gj(x)<0,则存在δ′j>0使得gj(x+λjd)<0,∀λj∈(0,δ′j)。令λj=

δj

2
,j∈I(x)

δ′j
2
,j∉I(x

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

,则有gj(x+λjd)<0。由gj(x),j∈I在点x处连续,则对任意序列{dj}⊆Rn 使得dj→d(j→∞)有

gj(x+λjdj)<0。这表明存在趋于零的数列 λj{ }j
,满足x+λj

jdj∈S,从而d∈T(S,x)。 证毕

下面举例说明定理1成立,但引理6不成立。
例4 考虑如下函数:

minf(x)=x,

s.t.gn(x)=e-nx-1,n=1,2,…
易知S={x∈R:x≥0},x=0,I(x)={1,2,…},∪

n∈I(x)
∂Lgn(x)={-1,-2,…}。

对任意η∈ ∪
n∈I(x)

∂Lgn(x),有ηTd<0,这表明d>0。从而对任意d>0,存在δn=1n>0
有x+λnd∈S,∀λn∈

(0,δn),且δ=infδn=0,即不存在λ∈(0,δ)使得d∉Dx。但可找到序列{dn},dn→d(n→∞),当λn=
δn

2
时,有

λn↓0,x+λndn∈S,则d∈T(S,x)。
由文献[14]中定理3.2.1的证明可得到以下结论。
定理2 设x是(SIP)问题的最优解,则Fx∩T(S,x)=∅。
推论1 设x是(SIP)问题的最优解和D={d∈Rn:ηTd<0,∀η∈ ∪

j∈I(x)
∂Lgj(x)},则Fx∩D=∅。

文献[5]举例说明了引理5的FritzJohn型必要条件不成立,但本文发现该举例存在计算错误。事实上,对
于(SIP)问题的FritzJohn型必要条件是成立的,见如下结果。

定理3 设x∈S,gi(x),i∈I(x)在点x处是局部Lipschitz函数且gi(x),i∉I(x)在点x处连续。若x是(SIP)
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问题的最优解,则存在不全为0的非负数α,λi,i∈I且λi 中只有有限多个非零数使得:

0∈α∂Lf(x)+ ∑
i∈I(x)

λi∂Lgi(x);λigi(x)=0,i∈I。

证明 令Fx
0={d∈Rn:ηTd<0,∀η∈∂Lf(x)},Dx

0={d∈Rn:ηTd<0,∀η∈ ∪
i∈I(x)

∂Lgi(x)}。因为x是(SIP)

问题的最优解,由定理2可知Fx∩T(S,x)=∅。再由推论1知Fx
0∩Dx

0=∅。
不妨令B={b∈Rn:存在不全为0的非负数α,λi,i∈I,且λi 中只有有限多个非零数,(b0,bi,i∈I(x)),s.t.

b0∈∂Lf(x),bi∈∂Lgi(x)且b=b0+∑
i∈I(x)

λibi},由引理1可知集合B 是闭凸集。令λi≥0,i∈I(x),λi=0,i∉

I(x),则λigi(x)=0,i∈I。假设0∉B,由引理4知,存在一个非零向量p∈Rn 和常数α,使得pT(0)>α且pTb≤
α,∀b∈B,从而pTb≤0,∀b∈B。

若对任意的η∈∂Lf(x)和η∈ ∪
i∈I(x)
∂Lgi(x)有η∈B,从而pTη<0。因此p∈Fx

0∩Dx
0。这与Fx

0∩Dx
0=∅矛

盾,故0∈B。 证毕

虽然例3中(SIP)问题的Kuhn-Tucker型必要条件不成立,但当α=0,λ0>0,λk=0,k=1,2,…时,显然有

0∈α∂Lf(x)+λ0∂Lg0(x),这表明(SIP)问题的Fritz-John型必要条件成立。

3带有抽象集约束的半无限优化问题的必要条件

本节在(SIP)问题基础上加一个抽象集约束,即S={x∈X:gi(x)≤0,i∈I},其中X⊆Rn 是非空凸集。
首先在文献[12]中给出的广义Abadie约束品性的基础上,针对带有抽象集约束的半无限优化问题引进约

束品性。
定义6 若(Z(x)∩riX)-{x}⊂T(S,x),则称函数g在x∈S 处满足广义Abadie约束品性,其中Z(x)=

{x∈Rn:<ξi,x-x>≤0,∀ξi∈∂Lgi(x),i∈I(x)},riX 表示X 的相对内部,即:

riX={x∈affX:∃ε>0,(x+εB)∩(affX)⊂X},
B 是Rn 中的闭单位球。

下面给出满足广义Abadie约束品性的带有抽象集约束的半无限优化问题。
例5 考虑如下函数:

minf(x)=x,

s.t.gk(x)=log1kx,k=2,3,…

x∈X=[1,+∞)。
易知S=X,x=1,I(x)={2,3,4,…},从而Z(x)=[1,+∞),riX=(1,+∞),T(S,x)=[1,+∞),且

(Z(x)∩riX)-{x}⊂T(S,x)。这表明该函数在x处满足广义的Abadie约束品性。
下面在广义Abadie约束品性条件下给出带有抽象集约束的半无限优化问题的Kuhn-Tucker型必要条件,

首先针对文献[13]中给出的择一定理进行推广,得到如下结果。
定理4 设J1,J2 为任意指标集,其中J1≠∅,X⊆Rn 是非空凸集,x∈X,{x*

i }i∈J1∪J2是Rn 中一簇序列,则
下面的i)和ii)有且仅有一个成立:

i)0∈conv{x*
i ,i∈J1}+cone{x*

j ,j∈J2}+N(X,x);

ii)存在x∈riX 使得对任意的x*∈N(X,x)和λi≥0,∑
i∈J1

λi=1有
<∑
i∈J1

λix*
i +x*,x>>0,∀i∈J1

<x*
j ,x>≥0,∀j∈J

ì

î

í

ïï

ïï
2

。

证明 假设i)成立有0∈conv{x*
i ,i∈J1}+cone{x*

j ,j∈J2}+N(X,x),则存在x*∈N(X,x),λi≥0,

∑
i∈J1

λi=1,uj≥0,i∈J1,j∈J2,有∑
i∈J1

λix*
i +ujx*

j +x* =0。

对任意x∈X 有 <∑
i∈J1

λix*
i +ujx*

j +x*,x>=0,即:

<∑
i∈J1

λix*
i +x*,x>+uj<x*

j ,x>=0,∀x∈X。 (2)

下面证明ii)不成立。假设ii)成立,则存在x∈riX 使得对上面的x*∈N(X,x)和λi≥0,∑
i∈J1

λi=1,uj≥0
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有
<∑
i∈J1

λix*
i +x*,x>>0,∀i∈J1

<x*
j ,x>≥0,∀j∈J

ì

î

í

ïï

ïï
2

,从而有 <∑
i∈J1

λix*
i +x*,x>+uj<x*

j ,x>>0。这与(2)式矛盾,因此ii)无

解。
下面证明ii)成立时,i)不成立。

假设ii)成立,则存在x∈riX 使得对任意的x*∈N(X,x)和λi≥0,∑
i∈J1

λi=1有:

<∑
i∈J1

λix*
i +x*,x>>0,∀i∈J1

<x*
j ,x>≥0,∀j∈J

ì

î

í

ïï

ïï
2

。

从而对任意的uj≥0,j∈J2,有 <∑
i∈J1

λix*
i +ujx*

j +x*,x>>0,∀i∈J1,j∈J2。

这表明对上面的x∈riX,0∉conv{x*
i ,i∈J1}+cone{x*

j ,j∈J2}+N(X,x),故i)不成立。 证毕

定理5 设X⊆Rn 是非空凸集,x∈S是(SIP)问题的最优解,gi(x),i∈I(x)在点x处满足广义的Abadie约

束品性且Z(x)∩riX≠∅,则存在λi≥0,i∈I(x),使得:

0∈∂Lf(x)+ ∑
i∈I(x)

λi∂Lgi(x)+N(X,x);λigi(x)=0,i∈I(x)。

证明 首先证明系统:
<η,x-x><0,∀η∈∂Lf(x)
<ξi,x-x>≤0,∀ξi∈∂Lgi(x),i∈I(x{ )

在x∈riX 无解。反证,假设系统有解,则存在x∈riX 使得:
<η,x-x><0,∀η∈∂Lf(x)
<ξi,x-x>≤0,∀ξi∈∂Lgi(x),i∈I(x{ )

。

由Z(x)={x∈Rn:<ξi,x-x>≤0,∀ξi∈∂Lgi(x),i∈I(x)}可知,存在x∈Z(x)∩riX 使得:
<η,x-x><0,∀η∈∂Lf(x)。

由gi(x),i∈I(x)在点x处满足广义的Abadie约束品性,即(Z(x)∩riX)-{x}⊂T(S,x)。故对上面的x,有

x-x∈T(S,x)使得<η,x-x><0,∀η∈∂Lf(x)。
由x-x∈T(S,x)和T(S,x)定义知,存在{tk},tk↓0,存在{xk},xk-x→x-x,k∈N,使得:

x+tk(xk-x)∈S。
再由引理3可知,对任意的k∈N,存在uk∈(x,x+tk(xk-x)),ηk∈∂Lf(uk),使得:

f(x+tk(xk-x))-f(x)≤tk<ηk,xk-x>。
又因f(x)在点x处是局部Lipschitz函数,则序列{ηk}有界,从而序列{ηk}存在收敛子列。不妨设{ηk}收敛,有

ηk→η0。根据引理2知,η0∈∂Lf(x)。因此对于tk>0,由<η0,x-x><0得出:

lim
k→∞
[f(x+tk(xk-x))-f(x)]≤lim

k→∞
[tk<ηk,xk-x>]=<η0,x-x><0,

当k充分大时,有f(x+tk(xk-x))<f(x)。
这与x∈S是(SIP)问题的最优解矛盾,故系统

<η,x-x><0,∀η∈∂Lf(x)
<ξi,x-x>≤0,∀ξi∈∂Lgi(x),i∈I(x{ )

(3)

在x∈riX 无解。从而系统

<η+d,x-x><0,∀η∈∂Lf(x),d∈N(X,x)
<ξi,x-x>≤0,∀ξi∈∂Lgi(x),i∈I(x{ )

(4)

在x∈riX 无解。假设系统(4)有解,则存在x∈riX 使得:
<η+d,x-x><0,∀η∈∂Lf(x),d∈N(X,x)
<ξi,x-x>≤0,∀ξi∈∂Lgi(x),i∈I(x{ )

。

取d=0时,则存在x∈riX 使得:
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<η,x-x><0,∀η∈∂Lf(x)
<ξi,x-x>≤0,∀ξi∈∂Lgi(x),i∈I(x{ )

。

这与系统(3)矛盾,故系统(4)无解。根据定理4知,存在λi≥0,i∈I(x)使得:

0∈∂Lf(x)+ ∑
i∈I(x)

λi∂Lgi(x)+N(X,x);λigi(x)=0,i∈I(x)。 证毕

例3说明(SIP)问题的Fritz-John型必要条件成立,但Kuhn-Tucker型必要条件不成立的原因是该例子不

满足广义的Abadie约束品性。
例6 由例3可知,S=(-∞,0],x=0,I(x)={0},取λ0=1,∂Lf(x)+λ0∂Lg0(x)={-1},当 X=R时,

Z(x)=R,riX=R,T(S,x)=(-∞,0],则g0(x)不满足广义的Abadie约束品性。
下面举例说明带有抽象集约束的半无限优化问题的Kuhn-Tucker型必要条件成立。

例7 由例5知,该函数满足广义的 Abadie约束品性且x=1,则∂Lf(x)=1,∂Lgk(x)=- 1
lnk

,k=2,3,

4,…,N(X,x)=(-∞,0],有0∈∂Lf(x)+ ∑
k∈I(x)

λk∂Lgk(x)+N(X,x)。
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NecessaryConditionsofNonsmoothSemi-InfiniteProgramming

XUMaoyang,GAOYing
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Tostudythenecessaryoptimalityconditionsofnonsmoothsemi-infiniteoptimizationproblemunderlimiting
subdifferential.[Methods]TheKuhn-Tucker-typenecessaryconditionfornonsmoothsemi-infiniteoptimizationproblemswith
abstractsetconstraintisstudiedbyusingconstraintqualificationconditionandalternativetheorem.[Findings]First,examplesare

giventoillustratetheerrorsinthenecessaryconditionsofnonsmoothsemi-infiniteoptimizationproblemintheexistingliterature,

andreasonablecorrectionsaregiven.Then,aimingatthesemi-infiniteoptimizationproblem,aclassofconstraintqualification
conditionisgiven.TheKuhn-Tuckertypenecessaryconditionfornonsmoothsemi-infiniteoptimizationproblemswithabstractset
constraintisobtainedbyusinganalternativetheorem.[Conclusions]Theresultsobtainedareofgreatsignificancetothesemi-infinite
optimizationtheory.
Keywords:semi-infiniteprogramming;limitingsubdifferential;constraintqualificationcondition;necessaryoptimalitycondition
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