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摘要:【目的】基于光滑中心路径的等价变换,提出一种新的求解Fisher市场均衡问题的线性权互补(Weightedlinear
complementarityproblem,WLCP)模型的全牛顿步可行内点算法。【方法】扰动 WLCP,构造光滑中心路径的新代数等价

形式,运用牛顿法得到新搜索方向,从而提出求解Fisher市场均衡问题的全牛顿步可行内点算法。【结果】算法采用全牛

顿步避免线搜索,提高计算效率,且具有可行性和多项式复杂度。【结论】初步数值结果表明算法有效。
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权互补问题[1](Weightedcomplementarityproblem,WCP)是指在一个流形和一个锥的交集中找到一个向

量对,使得它们在某一代数中的乘积等于给定的权向量。当权向量等于零向量时,WCP退化为互补问题[2]

(Complementarityproblem,CP)。经济学、动力学和大气化学等领域的许多优化问题均可转化为 WCP。如

Potra[1]证得Fisher市场均衡问题[3]可简化为斜对称的线性权互补问题(Weightedlinearcomplementarity
problem,WLCP)。此外,他将 Anstreicher[4]提出的线性规划和权中心(Linearprogrammingandweighted
centering,LPWC)问题的概念推广到二次规划和权中心(Quadraticprogrammingandweightedcentering,

QPWC)问题,证明了QPWC及它的对偶问题可表述为一个特殊的单调 WLCP。值得注意的是,当这些优化问

题既可建立互补模型又可建立权互补模型时,后者可能导致更高效的算法求解问题。如Potra[1]提出的求解

Fisher市场均衡问题的 WLCP模型的两种内点算法,都比建立非线性互补模型求解Fisher市场均衡问题有效。
然而与CP相比,WCP因存在非零权向量而更加复杂,由此引起的研究难度增加使得目前关于 WCP的文献尚不

多见[5-8]。
全牛顿步内点算法是求解优化问题的一种有效算法[9-10],它无需经过线搜索更新迭代,节省计算工作量和时

间,且具有多项式迭代复杂度。如 Mansouri等人[11]提出了具有多项式复杂度的全牛顿步不可行内点算法求解

单调线性互补问题(Linearcomplementarityproblem,LCP)。Asadi等人[12]运用Darvay[13]的中心路径代数等

价变换,提出了求解具有P*(κ)的水平LCP的全牛顿步可行内点算法。Lesaja等人[14]给出了一种求解充分水平

LCP的全牛顿步不可行内点算法,并证得该算法生成的迭代序列具有超线性收敛速度。
本文将全牛顿步可行内点算法推广应用求解Fisher市场均衡问题的 WLCP。通过扰动 WLCP,定义光滑中

心路径的新代数等价形式,得到新牛顿搜索方向,提出全牛顿步可行内点算法求解Fisher市场均衡问题的线性

权互补模型,并证明全牛顿步可行内点算法求解 WLCP具有多项式复杂度。最后数值算例验证算法的有效性。

1预备知识

Fisher市场均衡问题中的参与者可分为两类:消费者和生产者。消费者i用持有的预算ωi 购买生产者j的
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产品以达到个人效用ui 最大化;而生产者j则通过售出产品获得金钱。价格均衡是指对商品进行适当定价可使

消费者购得最多商品的同时达到市场出清,即市场中所有的钱都花完,所有的商品都卖完。令uij表示消费者i

从生产者j手中购买商品所获得的效用系数,xij表示消费者i在生产者j处购买的商品数量,ui=∑
np

j=1
uijxij 表示

消费者i的个人效用函数。Eisenberg和Gale[15]证得Fisher市场均衡问题在一定假设条件下可建立为如下凸优

化模型:

max
ui,xij
∑
nc

i=1
ωilogui,

s.t.∑
nc

i=1
xij =1,j=1,2,…,np,

ui-∑
np

j=1
uijxij =0,i=1,2,…,nc,

ui≥0,xij ≥0,i=1,2,…,nc,j=1,2,…,np。

(1)

其中:nc,np 分别表示消费者人数和生产者人数。通过求解模型的前np 个等式约束的最优拉格朗日乘子可得市

场出清价格。该凸优化模型(1)可简写为:

max
x
 ∑

n

i=1
ωilogxi

s.t.Ax=b,
x≥0。

(2)

其中:b=(e;0)∈Rm,e=(1 1 … 1)∈Rnp,A=

0 0 … 0 eT1 eT1 … eT1
0 0 … 0 eT2 eT2 … eT2
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … 0 eTnp eT
np

… eTnp
1 0 … 0 a1 0 … 0
0 1 … 0 0 a2 … 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … 1 0 0 … an
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÷÷

c

∈Rm×n为具有特殊形

式的行满秩矩阵且ei=(1 1 … 1)∈Rnp,ai=-(ui1 ui2 … uinp
)∈Rnp,i=1,2,…,nc。

本文考虑Fisher市场均衡问题的一般形式,即A∈Rm×n为任意行满秩矩阵的情形。一般Fisher市场均衡问

题可转化为 WLCP模型[1,3]:

Ax=b,x≥0
s-ATy=0,s≥0
xs=

ì

î

í

ïï

ïï ω
。 (3)

其中:ω∈Rn
+为给定的权向量,b∈Rm。定义 WLCP模型(3)所有严格可行点构成的集合为:

F0={(x,s,y)∈Rn
++×Rn

++×Rm Ax=b,s-ATy=0}。

2Fisher市场均衡问题的 WLCP模型的全牛顿步可行内点算法

下面通过构造光滑中心路径新的等价形式,运用牛顿法得到新搜索方向,从而提出一种新的求解Fisher市

场均衡问题的全牛顿步可行内点算法。

2.1光滑中心路径

令ω>0,下给出 WLCP模型(3)的光滑中心路径。首先,选取一个严格可行初始点(x0,s0,y0)∈F0。令

ω(t)=(1-t)ω+tx0s0,t∈(0,t0],t0=1。 (4)
定义 WLCP模型(3)的光滑中心路径为满足
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Ax=b,x≥0
s-ATy=0,s≥0
xs=ω(t

ì

î

í

ïï

ïï )
(5)

的所有点集{(x,s,y;t)t∈(0,1]}。显然,(x0,s0,y0;t0)属于中心路径,且当t→0时中心路径收敛到(3)式的解。

2.2搜索方向

设当前迭代点为(x,s,y),求解方程组:
AΔx=0
Δs-ATΔy=0
sΔx+xΔs=ω(t)-

ì

î

í

ïï

ïï xs
, (6)

得牛顿搜索方向(Δx,Δs,Δy)。因为A是行满秩矩阵,当x>0,s>0时方程组(6)的系数矩阵非奇异,因此搜索

方向(Δx,Δs,Δy)存在且唯一。经过一次全牛顿步后得新迭代点(x+,s+,y+)=(x+Δx,s+Δs,y+Δy)。令:

v=xs,d= xs-1,dx=d-1Δx,ds=dΔs,A=Adiag(d), (7)
则有:

sΔx+xΔs=xsΔxx +Δsæ

è
ç

ö

ø
÷

s =v(dx+ds)=v
ω(t)
v
-æ

è
ç

ö

ø
÷v , (8)

ΔxΔs=dxds。 (9)
故方程组(6)转化为:

Adx=0

ds-ATΔy=0

dx+ds=ω(t)
v
-

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï v

。 (10)

定义邻近测度:

δ(v;t)∶=δ(x,s;t)=12 dx+ds =12
ω(t)
v
-v , (11)

度量当前迭代点(x,s,y)到中心路径的距离。显然,δ(v;t)=0⇔ω(t)
v
=v⇔xs=ω(t)。此时,x,s亦满足Ax=b,

s-ATy=0。故当t→0时得 WLCP模型(3)的解。

引理1[16] 若向量p,q∈Rn 且pTq=0,则 pq ∞≤14 p+q 2,pq ≤ 24 p+q 2。

根据方程组(10)的前两个式子易知dT
xds=0,故结合引理1和(11)式得:

dxds ∞≤14 dx+ds
2=δ2(v;t), (12)

dxds ≤ 24 dx+ds
2= 2δ2(v;t)。 (13)

2.3Fisher市场均衡问题的新全牛顿步可行内点算法

下面给出一种新的全牛顿步可行内点算法求解Fisher市场均衡问题的 WLCP模型(3)。
给定精度参数ε>0,令t=1,选取严格可行初始点(x,s,y)∈F0。若(x,s,y)满足停止条件 xs-ω ≤ε,则算

法终止,该初始点即为 WLCP模型(3)的解;否则由(7),(10)式求得牛顿搜索方向(Δx,Δs,Δy),经全牛顿步得到

新迭代点x+=x+Δx,s+=s+Δs,y+=y+Δy。选取适当的更新参数θ∈(0,1),更新t+=(1-θ)t,使得x+>0,

s+>0且δ(x+,s+;t+)≤ γ
2t+

。算法继续迭代直至产生的新迭代点(x+,s+,y+)满足停止条件,此时(x+,s+,y+)

即为 WLCP模型(3)的ε-近似解。
算法1 Fisher市场均衡问题的新全牛顿步可行内点算法

步骤0:给定精度参数ε>0,权向量ω>0。选取严格可行初始点(x0,s0,y0)∈F0。令t0=1,ω(t0)=x0s0。
置k∶=0;

步骤1:当 xksk-ω ≤ε时算法停止,得到 WLCP模型(3)的ε-近似解;否则转步骤2;
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步骤2:求解方程组(10),并由(7)式得牛顿搜索方向(Δxk,Δsk,Δyk)。令新迭代点为:

xk+1∶=xk+Δxk,sk+1∶=sk+Δsk,yk+1∶=yk+Δyk。
步骤3:选取适当的参数θk∈(0,1),更新tk+1=(1-θk)tk。令ω(tk+1)=(1-tk+1)ω+tk+1x0s0。置k∶=k+1。

转步骤1。

3算法可行性

本节分析算法1的可行性。
令严格可行初始点(x0,s0,y0)∈F0,γ=min{ω,x0s0}。设经过一次全牛顿步后得到的新迭代点为(x+,s+,y+)。

下面给出(x+,s+,y+)严格可行的充分条件。

引理2 若δ(v;t)< γ,则x+>0,s+>0。
证明 当t∈(0,1]时,由(4)式知:

minω(t)=min[(1-t)ω+tx0s0]=min{ω,x0s0}=γ。 (14)
对∀α∈[0,1],定义x(α)=x+αΔx,s(α)=s+αΔs。故由(7)~(9),(12)和(14)式得:

x(α)s(α)=xs+α(xΔs+sΔx)+α2ΔxΔs=v+αv
ω(t)
v
-æ

è
ç

ö

ø
÷v +α2dxds=

(1-α)v+αω(t)+α2dxds≥(1-α)v+αmin(ω(t)- dxds ∞e)e≥(1-α)v+α(γ-δ2(v;t))e。 (15)

故若δ(v;t)< γ,则x(α)s(α)>0。
因为x(α)和s(α)线性依赖于α,且x(0)=x0>0,s(0)=s0>0,所以对∀α∈[0,1],有x(α)>0,s(α)>0。从

而x+=x(1)>0,s+=s(1)>0。 证毕

令v+∶=x+s+。下面讨论t更新前邻近测度δ(v+;t)的上界。

引理3 若δ(v;t)< γ,则min v+ ≥ γ-δ2(v;t)。
证明 在(15)式中令α=1得:

v+=x+s+=ω(t)+dxds≥min(ω(t)- dxds ∞e)e≥(γ-δ2(v;t))e, (16)

故min v+ ≥ γ-δ2(v;t)。 证毕

引理4 若δ(v;t)< γ,则δ(v+;t)≤ 2δ2(v;t)
2 γ-δ2(v;t)

。

证明 由(11),(13)和(16)式及引理3得:

δ(v+;t)=12
ω(t)
v+
- v+ =12

ω(t)-ω(t)-dxds

v+ ≤ dxds

2min v+
≤ 2δ2(v;t)
2 γ-δ2(v;t)

。 证毕

令t+∶=(1-θ)t,κ∶= ω-x0s0 。下面给出t更新后邻近测度δ(v+;t+)的上界。

引理5 若δ(v;t)< γ,则δ(v+;t+)≤θκt+ 2δ
2(v;t)

2 γ-δ2(v;t)
。

证明 因为t+=(1-θ)t,则由(4)式得:

ω(t+)=[1-(1-θ)t]ω+(1-θ)tx0s0=ω(t)+θ(ω-x0s0)t。 (17)
故根据(11),(17)式,引理3及引理4得:

δ(v+;t+)=12
ω(t+)

v+
- v+ ≤12

ω(t+)
v+

-ω(t)
v+ +

ω(t)
v+
- væ

è
ç

ö

ø
÷

+ =

1
2

θ(ω-x0s0)t
v+ +δ(v+;t)≤ θκt

2min v+
+δ(v+;t)≤θκt+ 2δ

2(v;t)
2 γ-δ2(v;t)

。 证毕

引理6 令θ≤γ
(2(2-t2)-t)
2(κ+γ 2-t2)

。若δ(v;t)≤ γ
2t
,则δ(v+;t+)≤ γ

2t+
。

证明 当δ(v;t)≤ γ
2t

时,由引理5得:δ(v+;t+)≤θκt+ 2δ
2(v;t)

2 γ-δ2(v;t)
≤

θκt+ 22γt
2

2 γ-12γt
2

= 2θκt+γt2

2 γ(2-t2)
。
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因此要使δ(v+;t+)≤ γ
2t+,不妨设 2θκt+γt2

2 γ(2-t2)
≤ γ

2t+。将t+=(1-θ)t代入并整理得若δ(v;t)≤

γ
2t
,当0<θ≤γ

(2(2-t2)-t)
2(κ+γ 2-t2)

时,δ(v+;t+)≤ γ
2t+

成立。 证毕

4多项式复杂度

当t∈(0,1]时,取:

θ=γ
(2(2-t2)-t)
2(κ+γ 2-t2)

, (18)

其中:γ=min{ω,x0s0},κ= ω-x0s0 。

显然当t0=1时,由(4)式知ω(t0)=x0s0,则δ(v0;t0)=0≤ γ
2t0

。更新t+=(1-θ)t。由引理2和引理6

知算法1生成的新迭代点(x+,s+,y+)∈F0,且满足δ(v+;t+)≤ γ
2t+

。

下面分析算法1的多项式迭代复杂度。

引理7 若δ(v;t)≤ γ
2t
,则 x+s+-ω ≤ x0s0-ω + 2γt

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
t。

证明 若δ(v;t)≤ γ
2t
,则由(4),(13)和(16)式得:

x+s+-ω = ω(t)+dxds-ω ≤ ω(t)-ω + dxds ≤

x0s0-ωt+ 2δ2(v;t)≤ x0s0-ω + 2γt
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
t。 证毕

定理1 若 WLCP模型(3)的初始点(x0,s0,y0)∈F0 且更新参数θ,由(18)式定义,则算法1至多经过

2(κ+γ)
(2-1)γ

log
x0s0-ω + 2γ2

ε

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

 

+1

次迭代可得到 WLCP模型(3)的ε-近似解。

证明 对∀k≥2有θk-2=
γ(2(2-t2k-2)-tk-2)
2(κ+γ 2-t2k-2)

≥θmin=
(2-1)γ
2(κ+γ)

。又t0=1,tk-1=(1-θk-2)tk-2,则由引

理7得:xksk-ω ≤ x0s0-ω + 2γtk-1æ

è
ç

ö

ø
÷

2
tk-1≤ x0s0-ω + 2γ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(1-θmin)k-1t0。

要使 xksk-ω ≤ε,不妨设算法1在第k次迭代后满足 x0s0-ω + 2γ
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(1-θmin)k-1≤ε,即:

(k-1)log(1-θmin)≤logε-log x0s0-ω + 2γ
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
。

又因为对θmin∈(0,1)有-log(1-θmin)≥θmin,故算法1至多经过 2(κ+γ)
(2-1)γ

log
x0s0-ω + 2γ2

ε

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

 

+1次迭

代可得到 WLCP模型(3)的ε-近似解。 证毕

5数值算例

本节运用 MatlabR2018a编程,在CPU为Intel(R)Xeon(R)E3-1226v3@3.30GHz、内存为4.00GB、

Windows10专业版64位操作系统的计算机上进行算法1的数值实验。
首先,随机生成行满秩矩阵A∈Rm×n,向量b∈Rm 和权向量ω∈Rn

++。再根据Ye[3]的方法得到严格可行初
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始点(x0,s0,y0),并由(18)式确定更新参数θ。记:κ= ω-x0s0 ,G= xksk-ω ,δ=12
ω(t)
v
-v 。令ε=

10-5,算法终止条件为 xs-ω ≤ε。
表1为算法1在不同κ值情况下求解不同维数Fisher市场均衡问题20次结果的平均值,其中t表示算法迭

代所需平均时间(单位:s),i表示算法所需平均迭代次数。当问题维数m 和n 一定时,随着κ取值的增大,算法1
求解 WLCP模型(3)所需的运行时间和迭代次数越多。同时,当κ的取值一定时,算法迭代次数和迭代时间受问

题维数影响,两者均随着问题维数的增大而有所增加。由表1知,算法1可有效求解Fisher市场均衡问题。

表1 算法1在不同κ值下求解Fisher市场均衡问题的数值结果

Tab.1 Numericalresultsofalgorithm1forsolvingtheFishermarketequilibriumproblemswithdifferentκ

m n
κ≤5 κ≤10 κ≤20

t/s i/次 t/s i/次 t/s i/次

4  6 0.00446 66 0.00698 119 0.00944 167

8 20 0.00748 69 0.01348 125 0.02656 184

10 30 0.01105 73 0.02395 134 0.06085 192

20 110 0.05886 80 0.23338 167 0.37648 220

30 240 0.54193 86 1.74946 189 5.09344 253

40 420 3.78465 93 7.11412 198 14.38353 296

例1 求解R4×6上的一个Fisher市场均衡问题,其中:

A=

10 2 -7 6 3 -5
2 -1 6 2 0 4
2 -4 4 6 1 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

3 -2 7 0 -3 12

,b ( )= 23 11 42 -21 T,ω=(5 5 5 5 5 5)T。

取严格可行初始点x0=(4 1 2 1 2 3)T,s0=(2 3 7 3 5 1)T,y0=(1 2 2 -2)T。运行算法1
求得该Fisher市场均衡问题的ε-近似解为:

x*=(3.1277 2.2861 1.7625 2.4168 1.3380 3.4054)T,

s*=(1.5985 2.1870 2.8368 2.0688 3.7367 1.4682)T,

y*=(1.0323 0.4769 2.3200 -1.4398)T。

图1 求解例1过程中的G和δ值

Fig.1 ThevaluesofGandδinAlgorithm1forexample1

算法所需运行时间为0.00239s,迭代次数为49次。由

图1可知在求解例1过程中,随着t→0,G 和δ值最终均

趋向于0,从而验证了算法1的有效性。

6总结

本文提出了一种新的全牛顿步可行内点算法求解

Fisher市场均衡问题的 WLCP。证明了算法在适当参

数条件下的可行性,并得到了求解Fisher市场均衡问题

的 WLCP的多项式复杂度。数值算例结果表明算法可

有效求解Fisher市场均衡问题。将本文提出的内点算

法应用于求解其他实际问题的 WCP模型,以及如何设

计出更高效的算法求解相关实际均衡问题值得进一步研究。
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Abstract:[Purposes]Basedontheequivalenttransformationofsmoothcentralpath,anewfull-Newtonstepfeasibleinterior-point
algorithmispresentedtosolvetheweightedlinearcomplementaritymodeloftheFishermarketequilibriumproblem.[Methods]By
perturbingWLCP,thenewalgebraicequivalenttransformationofsmoothcentralpathisconstructed,andanewsearchdirectionby
Newton’smethodisobtained.Thenafull-Newtonstepfeasibleinterior-pointalgorithmforsolvingtheFishermarketequilibrium
problemisproposed.[Findings]Thealgorithmusesthefull-Newtonstepstoavoidlinearsearchandimprovecomputational
efficiency.Itshowsthefeasibilityandpolynomialcomplexityofthealgorithm.[Conclusions]Preliminarynumericalresultsindicate
thatthealgorithmiseffective.
Keywords:Fishermarketequilibrium problem;weightedlinearcomplementarity;interior-pointalgorithm;centralpath;full-
Newtonstep
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