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芬斯勒流形上的Bochner不等式及热方程整体解的构造
*

程新跃,卿春燕,谭 聪

(重庆师范大学 数学科学学院,重庆401331)

摘要:【目的】研究芬斯勒几何中的Bochner公式及与Laplacian算子相关的问题。【方法】利用偏微分方程及Sobolev空间

的相关理论展开讨论。【结果】利用L2-梯度估计证明了一个重要的Bochner不等式,讨论了芬斯勒流形上热方程整体解

的应用并构造了热方程的若干整体解。【结论】给出了一类Bochner公式成立的充分条件并构造了热方程的若干整体解。
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在黎曼几何中,Bochner公式是联系流形上的几何与拓扑的桥梁。具体地,对任意的光滑函数f,有:

1
2Δ

Ñf 2= Hessf 2+<Ñ(Δf),Ñf>+Ric(Ñf,Ñf),

其中:Hessf表示f 的Hessian,Δf表示f 的Laplacian(相关定义见后)。
在芬斯勒几何中,Ohta等人[1]给出了芬斯勒流形上的Bochner-Weitzenbock公式以及改进的Bochner不等

式,并对给定的u∈C∞(M)及N∈(-∞,0)∪[n,∞),证明了芬斯勒流形上的Bochner-Weitzenbock公式:

ΔÑu F2(Ñu)é

ë
êê

ù

û
úú2 -d(Δu)(Ñu)=Ric∞(Ñu)+ Ñ2u 2

HS(Ñu),

ΔÑu F2(Ñu)é

ë
êê

ù

û
úú2 -d(Δu)(Ñu)≥RicN(Ñu)+

(Ñu)2
N

。 (1)

在Mu∶={x∈M du≠0}上都成立,其中:· HS(Ñu)表示关于度量gÑu的 Hilbert-Schmidt范数,Ñu表示u 的梯

度向量场,Δu表示u 的Laplacian,RicN,Ric∞表示芬斯勒流形上的加权Ricci曲率(相关定义见后)。特别地,如
果RicN≥K,由(1)式知Bochner不等式

ΔÑu F2(Ñu)é

ë
êê

ù

û
úú2 -d(Δu)(Ñu)≥KF2(Ñu)+

(Δu)2
N

在Mu 上都成立。
芬斯勒流形上的Bochner-Weitzenbock公式以及改进的Bochner不等式在流形上的分析与几何问题的研究

中具有重要的应用价值。如Ohta等人[1]结合Bochner不等式,利用线性热半群的相关理论证明了L2-梯度估计

和Li-Yau梯度估计。此外,Ohta[2]利用Bochner不等式证明了对数Sobolev不等式和Sobolev不等式。夏超等

人[3]利用Bochner不等式给出了芬斯勒流形上Laplace算子第一非零Neumann特征值的下界。夏巧玲[4]则利

用Bochner不等式得到了第一特征值下界的一个优化估计。本文首先将利用L2-梯度估计,结合线性热半群的

相关理论,证明一个重要的Bochner不等式。具体地,有以下定理。
定理1 设(M,F,m)是一个测度为m 的紧致芬斯勒流形。对每个K∈R,若L2-梯度估计

F2(Ñut)≤e-2K(t-s)PÑu
s,t(F2(Ñus)),0≤s<t<∞

对满足u0∈C2(M)的热方程的全部整体解(ut)t≥0均成立,则对任意的u∈C∞(M),Bochner不等式

ΔÑu F2(Ñu)é

ë
êê

ù

û
úú2 -d(Δu)(Ñu)≥KF2(Ñu)
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在Mu 上成立,其中Mu∶={x∈M du≠0},PÑu
s,t表示L2(M)上的算子,称为芬斯勒流形上的线性化热半群(相关

定义见后)。
芬斯勒流形上的热方程以及热方程的局部解和整体解由Ohta等人[5]引进,他们还证明了热方程的局部解

和整体解的存在性。近些年来,人们利用热方程的整体解对芬斯勒几何中的若干整体问题开展了深入研究,并
且取得了一些重要的进展。一个自然而重要的问题是:如何寻找并构造热方程的整体解并运用于相关问题的研

究呢? 这是研究芬斯勒流形上的整体几何与分析问题的一个重要基础。本文着重研究了热方程整体解的构造

问题并得到了热方程的若干整体解。详情请见第3节。

1预备知识

设M 是n 维光滑流形,F 是流形M 上的芬斯勒度量。F 的测地系数Gi 定义为Gi∶=14g
il{[F2]xkylyk-

[F2]xl}。F 的黎曼曲率张量Ry∶=Ri
k
∂
∂xi췍dxk 由测地系数Gi 完全确定。在局部坐标系下,定义曲率张量Ri

k=

2∂G
i

∂xk-
∂2Gi

∂xj∂ykyj+2Gj ∂2Gi

∂yj∂yk-
∂Gi

∂yj
∂Gj

∂yk。称R={Ry:TxM→TxM y∈TxM\{0},x∈M}为芬斯勒流形(M,F)

的黎曼曲率。
给定切向量v,w∈TxM\{0},芬斯勒度量F 的旗曲率定义为:

K(v,w)∶= gv(Rv(w),v)
gv(v,v)gv(w,w)-[gv(v,w)]2

,

其中:v=vi ∂
∂xi,w=wi ∂

∂xi。进一步,黎曼曲率的迹称为度量F 的Ricci曲率,记为Ric(x,y)∶=trace(Ry)[6]。

给定芬斯勒度量F 的Busemaun-Hausdorff体积形式dV=σ(x)dx1∧…∧dxn。任取TxM 上的一组基

{bi}ni=1及T*
xM 上的对偶基{θi}ni=1,体积系数σ(x)定义为σ(x)= V(Bn(1))

V{y∈Rn|F(x,yibi)<1}
,其中:V 表示欧氏体

积,Bn(1)表示Rn 上的标准单位球。

对切向量y∈TxM\{0},芬斯勒流形(M,F,dV)的畸变定义为τ(y)∶=ln
det(gij(x,y))

σ(x)
,其中gij(x,y)∶=

1
2
[F2]yiyj(x,y)。进一步,对切向量y∈TxM\{0},芬斯勒度量F的S-曲率定义为S(y)∶=ddt

[τ(c(t),̇c(t))]t=0,

这里c(t)表示满足c(0)=x且ċ(0)=y的测地线。

Ohta在文献[7]中定义了芬斯勒流形上的加权Ricci曲率。具体地,给定一个测度为m 的n 维芬斯勒流形

(M,F,m)和切向量v∈TxM\{0},令η:(-ε,ε)→M 是满足η̇(0)=v的测地线,并且测度m 沿着测地线η分解成

dm=e-ψη det(gij(η,̇η))dx1dx2…dxn,其中ψη=ψη(η(t),̇η(t)):(-ε,ε)→R为一个C∞函数。对任意的N∈[n,∞),

加权Ricci曲率定义为RicN(v)∶=Ric(v)+ψ″η(0)-ψ
′η (0)2
N-n

。

当N→∞和N→n+时,可定义如下的加权Ricci曲率:

Ric∞(v)∶=Ric(v)+ψ″η(0),Ricn(v)∶=
Ric(v)+ψ″η(0),ψ′η(0)=0
-∞,ψ′η(0)≠{ 0

。

事实上,容易看出ψ′η(0)∶=S(x,v)是芬斯勒几何中关于测度m 的S-曲率且ψ″η(0)=̇S(x,v)=S m(x,v)vm,
其中“|”表示关于Chern联络的水平协变导数[8]。因此,可以进一步把RicN(v)写成RicN(v)∶=Ric(v)+̇S(x,v)-
S(x,v)2
N-n

。

一般地,若对任意的x∈M 和切向量v∈TxM,总有RicN(v)≥KF2(x,v),这里K 为一实常数,则称RicN≥K。
设F 是流形M 上的一个芬斯勒度量,F*表示F 在M 上的对偶芬斯勒度量。对x∈M 及任意的切向量y∈

TxM\{0},余切向量ξ=gy(y,·)∈T*
xM 满足:

F(x,y)=F*(x,ξ)= ξ(y)
F(x,y)

。 (2)
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反之,对任意的余切向量ξ∈T*
xM\{0},都存在唯一一个切向量y∈TxM\{0},使得余切向量ξ=gy(y,·)∈

T*
xM[6]。由此,可以定义芬斯勒流形(M,F)上的Legendre变换 L:TM→T*M,且:L(y)∶=

gy(y,·),y≠0
0,y{ =0

。

于是,由(2)式可得:F(x,y)=F*(x,L(y))。
令ξ=L(y)=ξiθi,则易知ξi=gij(x,y)yj。进一步,对F2(x,y)=F*2(x,L(y))两边同时关于yi 求导,有

1
2
[F2]yi(x,y)= 12

[F*2]ξk(x,ξ)gik(x,y)。进而有g*kl(x,ξ)ξl=yk,其中:g*kl(x,ξ)∶=12
[F*2]ξkξl(x,ξ),

且g*kl(x,ξ)=gkl(x,y),这里(gkl(x,y))=(gkl(x,y))-1[6,9]。

给定流形M 上的一个光滑函数u,则u在M 上任意点x 处的微分为dux=∂u∂xi(x)dxi。可以通过Legendre

变换定义函数u在点x 处的梯度向量为Ñu(x)∶= L-1(du(x))∈TxM。由上述讨论,在局部坐标下,Ñu 可

写成:

Ñu(x)=
g*ij(x,du)∂u∂xi

∂
∂xj,x∈Mu

0,x∈M\M{
u

, (3)

其中:Mu={x∈M du(x)≠0}。进一步,由(2)式可以得到,对任意的v∈TxM,有:

dux(v)=gÑux
(Ñux,v), (4)

F(x,Ñux)=F*(x,dux)=
dux(Ñux)
F(x,Ñux)

。

给定流形M 上的一个光滑测度m,对应的体积形式为dm=eΦdx1dx2…dxn。设X=∑
n

i=1
Xi ∂
∂xi 是M 上的一

个向量场。定义向量场X 关于光滑测度m 的散度为divm(X)∶=∑
n

i=1

∂Xi

∂xi +Xi∂Φ
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷

i 。 另一方面,对所有的φ∈

C∞
c (M),可以定义弱意义下的divm(X)为∫M

φdivm(X)dm=-∫M
dφ(X)dm,其中:C∞

c (M)表示M 上具有紧致支

集的光滑函数构成的空间。
对函数u∈H1

loc(M),定义函数u在芬斯勒流形上的Laplacian为:

Δu∶=divm(Ñu), (5)
其中:H1

loc(M)表示由M 中满足如下条件的弱可微函数u所构成的Sobolev空间:函数u及F*(du)都属于L2loc(M)。
这里L2loc(M)是由M 上满足如下条件的Borel可测函数u所构成的空间:对任一紧集K⊂M,u L2(K)<∞[10]。

进一步,对所有的φ∈C∞
c (M),定义弱意义下函数u的Laplacian为满足如下条件的Δu:

∫M
φΔudm∶=-∫M

dφ(Ñu)dm。

由Laplacian及散度定义,对流形M 上任意的光滑函数φ,有:

divm(φÑu)=φΔu+dφ(Ñu)。 (6)

令V=Vi ∂
∂xi是流形M 上的非零向量场,对任意的切向量X,Y∈TxM,定义流形 M 上的加权黎曼度量

gV(X,Y)=gij(x,V)XiYj。特别地,gV(V,V)=F2(x,V)。在加权黎曼流形(M,gV,m)上,可定义线性梯度向量

场与线性Laplacian为:

ÑVu∶=
gij(x,V)∂u∂xj

∂
∂xi,x∈Mu

0,x∈M\M{
u

,ÑVu∶=divm(ÑVu)。 (7)

由(7)式可以得到:对任意的u∈H1
loc(M),有ΔÑuu=Ñu和ΔÑuu=Δu[5]。因此,对任意在M\Mu 上处处满足

df1=df2=0的f1,f2∈H1
loc(M),由(4)式有:

df2(ÑÑuf1)=gÑu(ÑÑuf1,ÑÑuf2)=df1(ÑÑuf2)。 (8)
利用芬斯勒流形上的Laplacian,人们自然地研究了芬斯勒流形上的热方程∂tut=Δut。Ohta等人[5]定义了

芬斯勒流形上热方程的局部解和整体解,并且证明了热方程的局部解和整体解的存在性。具体地,给定一个开
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集Ω⊂M 和开区间I⊂R。一个I×Ω 上的实函数u=u(t,x)被称为是热方程∂tut=Δut 的局部解,如果:1)u∈

L2loc(I×Ω)且F(Ñu)∈L2loc(I×Ω);2)对任意的φ∈C∞
c (I×Ω),有∫I∫Ω

u∂φ∂tdmdt=∫I∫Ω
dφ(Ñu)dmdt。

下面给出热方程整体解的定义[5]。
定义1[5] (整体解)一个[0,T]×M 上的实函数u=u(t,x)被称为是热方程∂tut=Δut 的整体解,如果:1)u∈

L2([0,T],H1
0(M))∩H1([0,T],H-1(M));2)对任意的φ∈H1

0(M)和t∈[0,T],有:

∫M
φ∂tutdm=-∫M

dφ(Ñut)dm。

注1 定义1的条件1)中相关符号的定义可以参考文献[11]。条件1)中u∈L2([0,T],H1
0(M))意味着

∫
T

0
u

2

H1dt< ∞。 条件1)中的 H-1(M)表示 H1
0(M)的对偶Banach空间,因此L2(M)⊂H-1(M)。从而u∈

H1([0,T],H-1(M))意味着对每一个t∈(0,T),弱导数∂tut∈H-1(M)都存在,即对所有的φ∈C∞
c ((0,T)×

M),有∫
T

0∫M
φt·∂tutdmdt=-∫

T

0∫M
∂tφt·utdmdt,且∫

T

0
‖∂tut‖

2

H-1dt< ∞ 成立。于是,由 H1
0(M)⊂L2(M)⊂

H-1(M),可知定义1的条件1)u∈L2([0,T],H1
0(M))∩H1([0,T],H-1(M))等价于u∈C([0,T],L2(M)),

这也就意味着u∈L2(M)[10-12]。
最后给出线性化热半群的相关定义。
设(ut)t≥0⊂H1

0(M)是热方程∂tut=Δut的整体解。选取可测的一族单参数非零向量场{Vt}t≥0,使得Vt=
Ñut 在Mut

上对每一个t≥0都成立。给定f∈H1
0(M )和s≥0,令(PÑu

s,t(f))t≥s⊂H1
0(M)是线性化热方程

∂t[PÑu
s,t(f)]=ΔVt[PÑu

s,t(f)],PÑu
s,s(f)=f (9)

的弱解,其中:0≤s<t≤T。PÑu
s,t表示L2(M)上的算子,称为芬斯勒流形(M,F,m)上的线性化热半群[1]。

半群PÑu
s,t是线性的,但是关于L2(M)的内积不一定是对称的。由此,可引进PÑu

s,t的伴随热半群P̂Ñu
s,t。给定φ∈

H1
0(M)和t>0,定义(P̂Ñu

s,t(φ))s∈[0,t]⊂H1
0(M)为下列方程的弱解:

∂s[P̂Ñu
s,t(φ)]=-ΔVs[P̂Ñu

s,t(φ)],P̂
Ñu
t,t(φ)=φ。 (10)

容易验证:

∫M
φ·P

Ñu
s,t(f)dm=∫M

P̂Ñu
s,t(φ)·fdm。 (11)

2定理1的证明

本节着重给出定理1的详细证明,为此引入下述引理。
引理1[1-2] 设(ut)t≥0是热方程的整体解,则

∂
∂t
[F2(Ñut)]=2d(Δut)(Ñut) (12)

对所有的t>0都成立。
下面将利用(11)式以及引理1对定理1作出详细证明。
证明 (定理1)对任意的u∈C∞(M),设(ut)t≥0为热方程的整体解且u0=u。由已知,对所有的0≤s<t<

∞,有:

e2KtF2(Ñut)≤e2KsPÑu
s,t(F2(Ñus))。 (13)

对任意非零光滑函数h∈C∞(M)(h>0),(13)式两边同乘h,可得:

h·e2KtF2(Ñut)≤h·e2KsPÑu
s,t(F2(Ñus))。 (14)

再对(14)式两边同时积分,有:

e2Kt∫M
h·F2(Ñut)

2 dm≤e2Ks∫M
h·PÑu

s,t
F2(Ñus)æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dm。 (15)

给定t>0,令 H(s)∶=e2Ks∫M
h·PÑu

s,t
F2(Ñus)æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dm。 由(11)式,H(s)可以写成:

H(s)=e2Ks∫M
P̂Ñu

s,t(h)·F2(Ñus)
2 dm。 (16)
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再由(9),(15)式,对所有的0≤s<t<∞,有 H(t)≤H(s),从而 H′(s)≤0。又由(16)式,可知:

H′(s)=2KH(s)+e2Ks∫M
∂s(P̂Ñu

s,t(h))·F2(Ñus)
2 dm+e2Ks∫M

P̂Ñu
s,t(h)·∂s F2(Ñus)é

ë
êê

ù

û
úú2 dm。

由(8),(10)式可知:

∫M
∂s(P̂Ñu

s,t(h))·F2(Ñus)
2 dm=-∫M

ΔÑus(P̂Ñu
s,t(h))·F2(Ñus)

2 dm=∫M
dF2(Ñus)æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(ÑÑusP̂Ñu

s,t(h))dm=

∫M
d(P̂Ñu

s,t(h))ÑÑus F2(Ñus)æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú2 dm=-∫M

P̂Ñu
s,t(h)·ΔÑus F2(Ñus)æ

è
ç

ö

ø
÷

2 dm。

再由(12)式,H′(s)可以重新写成:

H′(s)=e2Ks∫M
P̂Ñu

s,t(h)KF2(Ñus)-ΔÑus F2(Ñus)æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +d(Δus)(Ñus{ })dm。

进一步,令t=s,由(10)式,有P̂Ñu
s,s(h)=h。因此,H′(s)可以写成:

H′(s)=e2Ks∫M
h· KF2(Ñus)-ΔÑus F2(Ñus)æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +d(Δus)(Ñus{ })dm。
于是,由 H′(s)≤0及h>0的任意性,有:

KF2(Ñus)-ΔÑus F2(Ñus)æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +d(Δus)(Ñus)≤0。 (17)

最后,在(17)式中令s→0+,可得KF2(Ñu)-ΔÑu F2(Ñu)æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +d(Δu)(Ñu)≤0。

这就证明了ΔÑu F2(Ñu)æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -d(Δu)(Ñu)≥KF2(Ñu)。从而定理1得证。 证毕

3热方程整体解的构造

热方程整体解的构造是研究芬斯勒流形上整体几何与分析问题的重要基础之一。本节着重给出热方程的

若干整体解。
定理2 给定一个具有体积测度m 的芬斯勒流形(M,F,m)。设f∈H1

0(M)是满足Δf=-λf的一个特征

函数,这里λ≥0。则ut(x)=e-λtf(x)是热方程∂tut=Δut 的整体解。
证明 首先证明∂tut(x)=Δut(x)。由已知,Δf=-λf,因此有:

∂tut(x)=-λe-λtf(x)=e-λtΔf(x), (18)

∂ut(x)
∂xi = ∂∂xi(e-λtf(x))=e-λt

∂f(x)
∂xi 。 (19)

于是,由(3),(19)式,则Ñut(x)=g*ij(du(x))∂ut(x)
∂xi

∂
∂xj=e-λtg*ij(du(x))∂f

(x)
∂xi

∂
∂xj。

由于dut(x)=e-λtdf(x)且e-λt>0,所以g*ij(dut(x))=g*ij(df(x)),从而有:

Ñut(x)=e-λtg*ij(df(x))∂f
(x)
∂xi

∂
∂xj=e-λtÑf(x)。

因此,由(6)式可得:

Δut(x)=div(e-λtÑf(x))=e-λtΔf(x)。 (20)
比较(18),(20)式,可知∂tut(x)=Δut(x)。
为证明ut(x)是热方程的整体解,由注1,只需证明ut(x)∈L2(M),即证明:

∫M
ut(x)2dx=e-2λt∫M

f2(x)dx< ∞。

事实上,由f∈H1
0(M ),可知∫M

f2(x)dx < ∞。 从而对任意的t≥0,总有:∫M
ut(x)2dx < ∞,即

ut(x)∈L2(M)。
综上,这就证明了ut(x)=e-λtf(x)是热方程的整体解。 证毕

下面构造热方程的另一整体解。众所周知,一般空间上热方程整体解的构造是十分困难的。这里主要在欧

氏空间上构造出热方程的一个整体解。
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定理3 设(Rn,· ,m)是具有标准欧氏测度和体积形式的空间,则对于任意给定的y∈Rn,ut(x)=

(t+t0)-
n
2e-

y-x 2

4(t+t0) 是热方程∂tut=Δut 的整体解,这里t0>0为常数。
证明 首先证明∂tut(x)=Δut(x)。由已知可得:

∂tut(x)=-n
2
(t+t0)-

n
2( )+1 e-

y-x 2

4(t+t0) +(t+t0)-
n
2e-

y-x 2

4(t+t0)
y-x 2

4(t+t0)2
=

-12
(t+t0)-

n
2( )+1 e-

y-x 2

4(t+t0) n- y-x 2

2(t+t0
æ

è
ç

ö

ø
÷
)
。 (21)

由假设,dm=dx1∧dx2∧…∧dxn 且gij=δij,则 Ñut(x)=∑
n

i=1

∂ut(x)
∂xi

∂
∂xi。 再由(5)式可得:

Δut(x)=div Ñut(x( ))=∑
n

i=1

∂2ut(x)
∂2xi 。 (22)

易见:

∂ut

∂xi=(t+t0)-
n
2
∂
∂xi(e-

y-x 2

4(t+t0))=(t+t0)-
n
2e-

y-x 2

4(t+t0) -
1

4(t+t0
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
∂
∂xi y-x( )2 =

1
2
(t+t0)-

n
2( )+1 e-

y-x 2

4(t+t0)(yi-xi)。

进一步可得:

∂2ut

∂2xi=
1
2
(t+t0)-

n
2( )+1 ∂
∂xi[e-

y-x 2

4(t+t0)(yi-xi)]=12
(t+t0)-

n
2( )+1 e-

y-x 2

4(t+t0)
(yi-xi)2
2(t+t0)

 

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

-1 。 (23)

将(23)式带入(22)式,整理可得:

Δut(x)=12
(t+t0)-

n
2( )+1 e-

y-x 2

4(t+t0)
y-x 2

2(t+t0)
-

æ

è
ç

ö

ø
÷n 。 (24)

比较(21),(24)式,可知∂tut(x)=Δut(x)。
为证明ut(x)为热方程的整体解,由注1只需证明ut(x)∈L2(M )。

由e-
y-x 2

2(t+t0) ≤e-
y-x 2

4(t+t0) ,有∫M
e-

y-x 2

2(t+t0)dx≤∫M
e-

y-x 2

4(t+t0)dx。 进一步,对积分∫M
e-

y-x 2

4(t+t0)dx作n维球坐标变换:

y1-x1=2 t+t0rcosθ1

y2-x2=2 t+t0rsinθ1cosθ2
     ……

yn-xn=2 t+t0rsinθ1sinθ2…sinθn

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

-1

。

这里变换的Jacobi行列式为J=(2 t+t0)
n
rn-1sinn-2θ1sinn-3θ2…sin2θn-3sinθn-2,其中0≤r<+∞,0≤θ1,θ2,…,

θn-2≤π,0≤θn-1≤2π。

于是,对积分∫M
e-

y-x 2

4(t+t0)dx 进一步整理可得:

∫M
e-

y-x 2

4(t+t0)dx=∫
+∞

0
dr∫

π

0
dθ1…∫

π

0
dθn-2∫

2π

0
e-r2 (2 t+t0)

n
rn-1sinn-2θ1…sinθn-2dθn-1 ≤

∫
+∞

0∫
π

0
…∫

π

0∫
2π

0
e-r2 (2 t+t0)

n
rn-1drdθ1…dθn-2dθn-1=

2πn-1(2 t+t0)
n∫

+∞

0
e-r2rn-1dr=2n+1πn-1(t+t0)

n
2∫

+∞

0
e-r2rn-1dr。

又由∫
+∞

0
e-r2r2ndr= π

2
·(2n-1)!!

2n = π·(2n-1)!!
2n+1 ,可知:

∫
+∞

0
e-r2rn-1dr=∫

1

0
e-r2rn-1dr+∫

+∞

1
e-r2rn-1dr≤∫

1

0
rn-1dr+∫

+∞

1
e-r2r2ndr≤

∫
1

0
rn-1dr+∫

+∞

0
e-r2r2ndr=1n + π· 2n-( )1 !!

2n+1 。
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因此,对任意的t≥0,总有:

∫M
ut(x)2dx=∫M

(t+t0)-ne-
y-x 2

2(t+t0)dx≤ (t+t0)-n∫M
e-

y-x 2

4(t+t0)dx≤

2n+1πn-1(t+t0)-
n
2 1

n + π·(2n-1)!!
2n+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 < ∞。

这就证明了∫M
ut(x)2dx<+∞,也就意味着ut(x)∈L2(M)。

综上,证明了ut(x)=t-n
2e-

y-x 2

4t 是热方程∂tut=Δut 的整体解。 证毕
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BochnerInequalityandtheConstructionsoftheGlobalSolutionof
theHeatEquationonFinslerManifolds

CHENGXinyue,QINGChunyan,TANCong
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]ItmainlystudiestheBochnerformulaandtheproblemsrelatedtoLaplacianoperatorsinFinslergeometry.
[Methods]ThediscussionsarecarriedoutbyusingthetheoriesofpartialdifferentialequationsandSobolevspace.[Findings]An
importantBochnerinequalityisprovedbyusingofL2-gradientestimation,theapplicationsoftheglobalsolutionoftheheatequation
ontheFinslermanifoldarediscussedandseveralglobalsolutionsoftheheatequationareconstructed.[Conclusions]Asufficient
conditionforakindofBochnerformulastoholdisgivenandsomeglobalsolutionsoftheheatequationareconstructed.
Keywords:Finslermanifold;weightedRiccicurvature;Bochnerinequality;heatequation
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