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(2+1)维非线性耦合型Burgers方程的各种精确行波解
*
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摘要:【目的】研究(2+1)维非线性耦合型Burgers方程的各种精确行波解。【方法】应用动力系统分支方法。【结果】求出

了(2+1)维非线性耦合型Burgers方程对应平面系统的分支相图及各种行波解。【结论】所得各种精确行波解是全新的

结果。
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著名的Burgers方程

ut-2uux-uxx=0 (1)
是流体力学中的基本模型方程之一,其中u(x,t)是可微函数,uux 是对流过程项,uxx是扩散项。这个方程主要描

述了由对流和扩散相反效应的相互作用所引起的通道中湍流流体的一些特征[1],该方程也可用于描述公路交通

中车辆流的变化特征。
近些年来,一些学者引入了不同形式的耦合型Burgers方程并进行了相关研究。2014年,Wang等人[2]引入

了如下(2+1)维非线性耦合型Burgers方程:

ut-2uux-vxx=0
vyt-uxxy-2uvxy-2uxvy
{ =0

, (2)

特别地,当u=v且x=y时,方程(2)可化为著名的Burgers方程(1)。Wang等人利用广义对称性和Painlevé分

析证明了方程(2)是可积的。Wazaz[1]利用Cole-Hopf变换以及简化的 Hirota方法获得了方程(2)的单扭波解、
二扭波解、三扭波解和广义扭波解。Unsal和Tascan[3]利用Backlund变换和二元Bell多项式方法得到了方程

(2)的单孤子解和二孤子解。
本文利用动力系统分支方法[4-11]研究方程(2)的各类精确行波解。首先求出(2+1)维非线性耦合型Burgers

方程对应平面系统的分支相图,然后通过沿一些特殊的轨线积分,求出方程(2)的各种精确行波解,这些解包括

精确扭波解、奇异波解、周期波解和孤立波解。

1分支相图

假设

u(x,y,t)=φ(ζ),v(x,y,t)=ψ(ζ),ζ=x+y-ct, (3)
其中:c表示波速。

将(3)式代入方程(2)中,可得常微分方程组

-cφ′-2φφ′-ψ″=0
-cψ″-φ‴-2φψ″-2φ′ψ′{ =0

。 (4)

对(4)式中的第1个方程关于ζ积分1次,并令积分常数为0,得到:

ψ′=-φ2-cφ。 (5)
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对(4)式中的第2个方程关于ζ积分1次,得到:

-cψ′-φ″-2φψ′=g, (6)
其中:g是积分常数。

把(5)式代入(6)式中,得到:

φ″=2φ3+3cφ2+c2φ-g。 (7)
显然(7)式可以转化为如下的平面系统:

dφ
dζ
=ρ

dρ
dζ
=2φ3+3cφ2+c2φ-

ì

î

í

ï
ï

ï
ï g

, (8)

易知系统(8)是一个哈密顿系统并有哈密顿函数H(φ,ρ)=
1
2ρ

2-12φ
4-cφ3-

c2
2φ

2+gφ=h,其中h是哈密顿量。

为了研究系统(8)的分支相图,令f(φ)=2φ3+3cφ2+c2φ-g。当g=0时,函数f(φ)有极大值点φ-=

-3c- 3c
6

,极小值点φ+=-3c+ 3c6
,极大值g0=f(φ-)=c3

63
,极小值g0=f(φ+)=-c3

63
,且方程f(φ)=0

的3个实根分别为φ0=0,φ1=-
c
2
,φ2=-c。

当0<g<g0 时,方程f(φ)=0有3个实根φ3∈ -c,-3c- 3c
æ

è
ç

ö

ø
÷

6
,φ4=

-3c-2φ3- c2-12cφ3-12φ23
4

和

φ5=
-3c-2φ3+ c2-12cφ3-12φ23

4
。

当g=g0 时,方程f(φ)=0有两个实根φ-=-3c- 3c6
和φ6=

-3c+23c
6

。

利用微分方程定性理论和数学计算软件 Mathematica,可以得到系统(8)的分支相图(图1)。

2精确行波解

本节通过对积分常数g的取值范围分别求解方程(2)的行波解。

Ⅰ)当g=0时,从图1d中可以看出有通过鞍点(φ2,0)和(φ0,0)的两个异宿轨道Γ1,Γ1 以及4个特殊轨道

Γ2,Γ2,Γ3 和Γ3,它们的代数表达式为 H(φ,ρ)=H(φ0,0),即:

ρ=±φ(φ-φ2), (9)

其中:φ2=-c。
将(9)式代入系统(8)中第1个式子并沿着上述轨道积分可得如下定积分:

±∫
φ

φ

1
φ(φ-φ2)

dφ=∫
ζ

0
dζ, (10)

其中初始值为φ∈(φ2,φ1),以及:

±∫
+∞

φ

1
φ(φ-φ2)

dφ=∫
ζ

0
dζ。 (11)

完成上述积分并利用(3)式和(5)式,可得方程(2)的两组扭波解:

u(x,y,t)=
cφ1+tanh

cζæ

è
ç

ö

ø
÷

2

c-(c+2φ)tanh
cζ
2

v(x,y,t)=
2φ(c+φ)sinh

cζ
2

(c+2φ)sinh
cζ
2-ccosh

cζ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï 2

, (12)
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a g<-g0 b g=-g0 c -g0<g<0

d g=0 e 0<g<g0

f g=g0 g g>g0

图1 系统(8)的分支相图

Fig.1 Thephaseportraitsofsystem(8)
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u(x,y,t)=
cφ1-tanh

cζæ

è
ç

ö

ø
÷

2

c+(c+2φ)tanh
cζ
2

v(x,y,t)=-
2φ(c+φ)sinh

cζ
2

(c+2φ)sinh
cζ
2+ccosh

cζ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï 2

, (13)

及两组奇异波解:

u±(x,y,t)=-c
2 1±coth

cζæ

è
ç

ö

ø
÷

2

v(x,y,t)=c
2coth

cζ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 2

, (14)

同样,在图1d中,存在两个由 H(φ,ρ)=H(φ1,0)定义的特殊轨道Γ4 和Γ4,即

ρ=±(φ+φ1) (φ-φ7)(φ-φ8), (15)

其中:φ7=
-c- 2c
2

,φ8=
-c+ 2c
2

。

把(15)式代入系统(8)中第1个式子并沿着上述轨道积分可得:

±∫
φ

φ7

1
(φ-φ1) (φ-φ7)(φ-φ8)

dφ=∫
ζ

0
dζ, (16)

±∫
∞

φ

1
(φ-φ1) (φ-φ7)(φ-φ8)

dφ=∫
ζ

0
dζ。 (17)

完成上述积分并利用(3)式和(5)式,得到了方程(2)的4组周期波解:

u±(x,y,t)=-c
2 1± 2sec

2cζæ

è
ç

ö

ø
÷

2

v(x,y,t)=c
4cζ-22tan

2cζæ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 2

, (18)

u±(x,y,t)=-c
2 1± 2csc

2cζæ

è
ç

ö

ø
÷

2

v(x,y,t)=c
4cζ+22cot

2cζæ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 2

。 (19)

注1 取c=2,φ=-1.5,绘制方程(2)的扭波解(12)的图像(图2),方程(2)的奇异波解(14)的图像(图3)和
系统(1)的周期波解(18)的图像(图4)。

a u(x,y,t) b v(x,y,t)

图2 当t=0时,方程(2)的扭波解(12)的图像

Fig.2 Thegraphsofthekinkwavesolutions(12)ofequation(2)whent=0
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a u(x,y,t) b v(x,y,t)

图3 当t=0时,方程(2)的奇异波解(14)的图像

Fig.3 Thegraphsofthesingularwavesolutions(14)ofequation(2)whent=0

a u(x,y,t) b v(x,y,t)

图4 当t=0时,方程(2)的周期波解(18)的图像

Fig.4 Thegraphsoftheperiodicwavesolutions(18)ofequation(2)whent=0

Ⅱ)当0<g<g0 时,在图1e中,存在一个过鞍点(φ3,0)的同宿轨道Γ7 以及3个特殊轨道Γ8,Γ8 和Γ9,它们

的代数表达式为 H(φ,ρ)=H(φ3,0),即:

ρ=±(φ-φ3) (φ-φ9)(φ-φ10), (20)

其中:φ3∈(φ2,φ-)是初始值,φ9=-c-φ3- -2φ3(c+φ3),φ10=-c-φ3+ -2φ3(c+φ3)。
把(20)式代入系统(8)中第1个方程并沿着上述轨道积分可得:

±∫
φ

φ9

1
(φ-φ3) (φ-φ9)(φ-φ10)

dφ=∫
ζ

0
dζ, (21)

±∫
φ

φ10

1
(φ-φ3) (φ-φ9)(φ-φ10)

dφ=∫
ζ

0
dζ, (22)

±∫
+∞

φ

1
(φ-φ3) (φ-φ9)(φ-φ10)

dφ=∫
ζ

0
dζ。 (23)

完成上述积分,利用(3)式和(5)式,得到了方程(2)的一组孤立波解:

u(x,y,t)=φ3-
α2

c+2φ3- 2βcosh(αζ)

v(x,y,t)=-αβ
4ζcosh(2αζ)- 2βγsinh(αζ)+αβ2(δζ-αsinh(2αζ))

α(δ-β2cosh(2αζ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ))

, (24)

和两组奇异波解:
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u(x,y,t)=φ3-
α2

c+2φ5+ 2βcosh(αζ)

v(x,y,t)=-αβ
4ζcosh(2αζ)+ 2βγsinh(αζ)+αβ2(δζ-αsinh(2αζ))

α(δ-β2cosh(2αζ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ))

, (25)

u(x,y,t)=φ3+
α2csch(αζ)

a+(c+2φ3)tanh
αζæ

è
ç

ö

ø
÷

2

v(x,y,t)=
η-2β4ζcosh(αζ)+α3coth

αζæ

è
ç

ö

ø
÷

2 -2αβ2sinh
αζæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2(δ-β2cosh(αζ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï ))

。 (26)

其中:α= c2+6cφ3+6φ23,β= -φ3(c+φ3),γ=c3+8c2φ3+18cφ23+12φ33,δ=c2+5cφ3+5φ23,η=c3-
2c2φ3(cζ-4)+6cφ23(3-2cζ)+4φ33(3-5c)-10φ43ζ。

注2 取c=2,φ3=-1.99,可以得到方程(2)的孤立波解(24)的图像(图5)和方程(2)的奇异波解(25)的图

像(图6)。

a u(x,y,t) b v(x,y,t)

图5 当t=0时,方程(2)的孤立波解(24)的图像

Fig.5 Thegraphsofthesolitarywavesolutions(24)ofequation(2)whent=0

a u(x,y,t) b v(x,y,t)

图6 当t=0时,方程(2)的奇异波解(25)的图像

Fig.6 Thegraphsofthesingularwavesolutions(25)ofequation(2)whent=0

Ⅲ)当g=g0,在图1f中,可以看到通过退化鞍点(φ-,0)的两个特殊轨道Γ8 和Γ8 以及特殊轨道Γ9,它们的

代数表达式为 H(φ,z)=H(φ-,0),即:

ρ=±
a
2
(φ-φ-) (φ-φ-)(φ-φ11), (27)

其中:φ11=
-c+ 3c
2

。
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把(27)式代入系统(8)中第1个方程并沿着上述轨道积分可得:

±∫
φ

φ11

1
(φ-φ-) (φ-φ-)(φ-φ11)

dφ=∫
ζ

0
dζ, (28)

±∫
+∞

φ

1
(φ-φ-) (φ-φ-)(φ-φ11)

dφ=∫
ζ

0
dζ。 (29)

完成上述积分并利用(3)式和(5)式,得到了方程(2)的3组奇异波解:

u(x,y,t)=9
(1- 3)c-(3+ 3)c3ζ2

6(c2ζ3-3)

v(x,y,t)=c
2

6ζ+
12ζ

c2ζ2
æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï -3

, (30)

u(x,y,t)=-123+6
(1+ 3)cζ+(3+ 3)c2ζ2

6ζ(cζ+23)

v(x,y,t)=16
6
ζ
+c2ζ+

6c
cζ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï +23

, (31)

u(x,y,t)=-123-6
(1+ 3)cζ+(3+ 3)c2ζ2

6ζ(cζ-23)

v(x,y,t)=16
6
ζ
+c2ζ+

6c
cζ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï -23

。 (32)

注3 取c=2,可得方程(2)的奇异波解(30)的图像(图7)和方程(2)的奇异波解(31)的图像(图8)。

a u(x,y,t) b v(x,y,t)

图7 当t=0时,方程(2)的奇异波解(30)的图像

Fig.7 Thegraphsofthesingularwavesolutions(30)ofequation(2)whent=0

a u(x,y,t) b v(x,y,t)

图8 当t=0时,方程(2)的奇异波解(31)的图像

Fig.8 Thegraphsofthesingularwavesolutions(31)ofequation(2)whent=0
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3结束语

本文利用平面动力系统分支方法,得到了平面系统的分支相图和方程(2)的14组精确行波解。通过与文献

[1]中的单扭波解(14)比较,本文得到的扭波解(12)是全新的扭波解。通过与文献[3]中的单孤子解比较,本文

得到的孤立波解(24)也是新的孤立波解。其余的奇异波解和周期波解都是文献[1,3]中没有求出的。分支方法

是求解非线性波方程精确解的一种有效方法,相信该方法也可以应用于其他偏微分方程,并可以得到更多新的

结果。
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VariousExactTravelingWaveSolutionsfor
a(2+1)-DimensionalNonlinearCoupledBurgersEquation

SONGMing,WUShenhui
(DepartmentofMathematics,ShaoxingUniversity,ShaoxingZhejiang312000,China)

Abstract:[Purposes]Variousexacttravelingwavesolutionsof(2+1)dimensionalnonlinearcoupledBurgersequationarestudied.
[Methods]Thedynamicalsystembifurcationmethod.[Findings]Thebifurcationphaseportraitsof(2+1)dimensionalnonlinear
coupledBurgersequationcorrespondingtotheplanesystem anditsvariousexacttraveling wavesolutionsareobtained.
[Conclusions]Theexacttravelingwavesolutionsarenewresults.
Keywords:Bifurcationmethod;Burgersequation;Bifurcationphaseportraits;travelingwavesolutions

(责任编辑 许 甲)

38Vol.39No.2     JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) http://cqnuj.cqnu.edu.cn


