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非线性Gilson-Pickering方程的移动最小二乘近似无网格法
*
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摘要:【目的】利用适定移动最小二乘近似和预测校正迭代算法等技术,建立数值分析Gilson-Pickering方程的移动最小二

乘近似无网格方法。【方法】首先采用差分格式离散时间导数,然后利用适定移动最小二乘近似离散空间导数,最后使用

配点技术得到了非线性代数方程组。【结果】数值算例表明该方法能有效地求解具有三阶偏导数且依赖于时间变量的非

线性Gilson-Pickering方程。【结论】该方法比有限元方法的精度更高。
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Gilson-Pickering方程由Gilson等人[1]在1995年提出,是一类重要的描述孤立子波传播过程的非线性三阶

偏微分方程[2-3]。著名的Rosenau-Hyman方程、Fornberg-Whitham方程和Fuchssteiner-Fokas-Camassa-Holm
方程均是该方程的特殊形式。在一些特殊情况下,该方程的解析解可由tanh-coth等方法[4-5]推导出来。由于

Gilson-Pickering方程的解析解不容易得到,近些年来,有限元方法[6]和径向基函数方法[7]被用来分析该方程在

一般情形下的数值解。2018年,Zabihi等人[7]采用径向基函数方法求解了 Gilson-Pickering方程。2019年,

Turgut[6]采用有限元方法研究了Gilson-Pickering方程的数值解。
无网格方法在近30年得到了迅速发展,以克服传统数值方法的缺点,如有限差分法和有限元法中与网格划

分相关的问题,移动最小二乘近似无网格方法[8]是一类重要且常用的无网格方法。无网格方法的另一个突出优

点是无网格形状函数和无网格解的生成精度高。在过去20多年,移动最小二乘近似无网格方法分析了大量不

依赖于时间变量的椭圆型边值问题[8-10],取得了重要进展。近些年来,移动最小二乘近似无网格方法求解了一些

依赖于时间变量的二阶偏微分方程[11-12]。
本文将用移动最小二乘近似无网格方法数值分析依赖于时间变量的非线性Gilson-Pickering方程。在该方

法中,首先采用差分格式离散时间导数,然后利用适定移动最小二乘近似[11]对空间导数进行离散,最后使用配点

技术得到了可以用预测校正迭代算法数值求解的非线性代数方程组。理论分析了迭代过程的收敛性,最后数值

算例验证了该方法的有效性。

1非线性Gilson-Pickering方程的移动最小二乘近似无网格法

1.1时间离散

考虑以下Gilson-Pickering方程:

ut-εuxxt+2κux-uuxxx-αuux-βuxuxx=0,x∈Ω=(a,b),0<t≤T, (1)
初始条件为:

u(x,0)=f(x),a≤x≤b。 (2)
边界条件为:

u(x,t)=u0(x,t),x∈Γ={a,b},0<t≤T。 (3)
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其中:u是未知函数,ε,κ,α,β是参数,ut=∂u∂t
,ux=∂u∂x
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根据文献[7],(1)式的时间离散形式为:
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其中:τ是时间步长,uk(x)=u(x,kτ)。整理(4)式可得:
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(5)式在迭代计算时需要u0。当k=0时,由(2)式有:

u0(x)=f(x),x∈Ω。 (6)
在(5)式中令k=0,再结合(6)式,有:

u1+κτu1x-εu1xx-0.5τ(αu1u1x+u1u1xxx+βu1xu1
xx)=f-κτfx-εfxx+0.5τ(αffx+ffxxx+βfxfxx)。 (7)

由(6),(7)式,依赖于时间的Gilson-Pickering方程(1)~(3)可转化为如下与时间无关的微分方程:

u1+κτu1x-εu1xx-0.5τ(αu1u1x+u1u1xxx+βu1xu1
xx)=f-κτfx-εfxx+0.5τ(αffx+ffxxx+βfxfxx), (8)
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根据(3)式,(8)和(9)式对应的边界条件为:

uk+1(x)=uk+1
0 (x)=△u0(x,(k+1)τ),x∈Γ,k=0,1,2,…。 (10)

1.2空间离散

将[a,b]用N 个节点{xj}Nj=1离散,基于这些节点可构造适定移动最小二乘近似形函数Φ(x)[11],从而未知函

数uk(x),uk
x(x),uk

xx(x)和uk
xxx(x)可分别近似为:

uk(x)=Φ(x)uk,uk
x(x)=Φx(x)uk,uk

xx(x)=Φxx(x)uk,uk
xxx(x)=Φxxx(x)uk。 (11)

其中:k=0,1,2,…,uk=[uk
1,uk

2,…,uk
N]T,Φ(x)=[Φ1(x),Φ2(x),…,ΦN(x)]。

为了得到未知系数向量uk 并且简化表示,假设{xj}N-2j=1⊂Ω 和{xj}Nj=N-1⊂Γ。(8)~(10)式组成的边值问题

可以迭代求解。将(11)式代入(9)式并使之在所有内部节点{xj}N-2j=1⊂Ω 满足可得:
{Φ(xj)+κτΦx(xj)-εΦxx(xj)}uk+1-0.5τ{αΦ(xj)uk+1Φx(xj)uk+1+

Φ(xj)uk+1Φxxx(xj)uk+1+βΦx(xj)uk+1Φxx(xj)uk+1}=
Φ(xj)uk-κτΦx(xj)uk-εΦxx(xj)uk+0.5τ{αΦ(xj)ukΦx(xj)uk+

Φ(xj)ukΦxxx(xj)uk+βΦx(xj)ukΦxx(xj)uk},k=1,2,…。 (12)
由(10),(11)式,边界节点xj∈Γ处的边界条件为:

uk+1(xj)=Φ(xj)uk+1=uk+1
0 (xj)。 (13)

联立(12),(13)式可得如下非线性代数方程组:

Auk+1-0.5τf(uk+1)=bk+0.5τf(uk),k=1,2,…, (14)
其中:

[A]ij=
Φ(xj)+κτΦx(xj)-εΦxx(xj),j=1,2,…,N-2
Φ(xj),j=N-1,{ N

, (15)

[f(uk+1)]j=
αΦ(xj)uk+1Φx(xj)uk+1+Φ(xj)uk+1Φxxx(xj)uk+1+βΦx(xj)uk+1Φxx(xj)uk+1,j=1,2,…,N-2
0,j=N-1,{ N

,

[bk]j=
[Φ(xj)-κτΦx(xj)-εΦxx(xj)]uk,j=1,2,…,N-2
uk+1
0 (xj), j=N-1,{ N

。

类似地,在初始阶段k=0,(8)式可以离散化为:

Au1-0.5τf(u1)=b0, (16)
其中:
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[b0]j=

f(xj)-κτfx(xj)-εfxx(xj)+0.5τ[αf(xj)fx(xj)+f(xj)fxxx(xj)+βfx(xj)fxx(xj)],j=1,2,…,N-2
u(k+1)
0 (xj),j=N-1,{ N

。

1.3算法及其收敛性分析

(14)式是非线性方程组,不能直接求解。本文对非线性代数方程组(14)给出了以下预测校正迭代算法将非

线性系统转化为线性系统进行迭代求解。显然,该算法可以直接用于非线性代数方程组(16)。
算法1 取容忍误差ε>0;
步骤1,令l=0,uk+1,l=uk;

步骤2,令f(uk+1)=f(uk+1,l),然后将(14)式转化为线性系统:

Auk+1,l+1=0.5τf(uk+1,l)+bk+0.5τf(uk), (17)

求解(17)式可得uk+1,l+1;

步骤3,如果
uk+1,l+1-uk+1,l

uk+1,l+1 ≤ε,算法停止,输出uk+1=uk+1,l+1,否则将l更新为l+1然后转到步骤2。

定理1 假设u∈C3[a,b]且如下矩阵A0 可逆:

[A0]ij=
Φ(xj)-εΦxx(xj),j=1,2,…,N-2
Φ(xj),j=N-1,{ N

, (18)

则存一个正常数δ,当τ<δ时,算法1生成的序列{uk+1,l}∞l=0收敛,即lim
l→∞

uk+1,l=uk+1。

证明 由(17)式可得:

Auk+1,l+2=0.5τf(uk+1,l+1)+bk+0.5τf(uk)。 (19)
(19)式减去(17)式得到Auk+1,l+2-Auk+1,l+1=0.5τf(uk+1,l+1)-f(uk+1,l[ ])。从而有:

uk+1,l+2-uk+1,l+1=0.5τA-1 f(uk+1,l+1)-f(uk+1,l[ ])。
因此有:

uk+1,l+2-uk+1,l+1
∞≤0.5τA-1

∞ f(uk+1,l+1)-f(uk+1,l) ∞。 (20)

由(15),(18)式得出lim
τ→0

A=A0。此外,矩阵A0 可逆导致范数 A0 ∞存在。因此,当τ足够小时 A-1
∞ 存

在,即存在一个正常数CA 使得:

A-1
∞≤CA。 (21)

当u∈C3[a,b]时,存在L>0使得g(u)=uuxx+αuux+βuxuxx满足 g(u1)-g(u2)≤L u1-u2 ,从而有:

f(uk+1,l+1)-f(uk+1,l) ∞≤LCφ uk+1,l+1-uk+1,l
∞, (22)

其中:Cφ= max
1≤j≤N-1

Φj ∞。

将(21),(22)式 代 入 (20)式 得 到 uk+1,l+2-uk+1,l+1
∞ ≤0.5τLCφCA uk+1,l+1-uk+1,l

∞,取 τ 使 得

0.5τLCφCA<1,即τ<δ,其中δ= 2
LCφCA

>0,则 uk+1,l+2-uk+1,l+1
∞< uk+1,l+1-uk+1,l

∞。该式表明误差是下

降的,所以lim
l→∞

uk+1,l+1-uk+1,l
∞=0,因此{uk+1,l}∞l=0收敛于uk+1。 证毕

2数值算例

考虑以下Gilson-Pickering方程[6]:

ut-uxxt-ux-uuxxx+3uux+1.5uxuxx=0,x∈Ω=(-10,10),0<t≤1。

初始条件和边界条件的选取使得该方程的解析解为:u(x,t)=-0.75{tanh2[3(0.5x-0.25t)]-1}。
当时间步长τ=0.01和空间步长h=0.1时,图1给出了u的数值解uh 和相应误差 u-uh ,图2给出了t=

0,0.5,1时的解析解、数值解和误差,图3给出了本文方法和文献[6]中的有限元法的L∞= u-uh ∞误差。从

图1和图2可以发现数值解和解析解吻合得很好,本文方法有效地刻画了孤粒子波的传播,从图3可以看出本文

方法比有限元法的误差更小。
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注:t为相对时间,无单位,下同

图1 算例的数值解和误差

Fig.1 Numericalsolutionandtheassociatederrorforexample

 
图2 算例在t=0,0.5和1时的解析解、数值解和误差

Fig.2 Analyticalsolution,numericalsolutionanderroratt=0,0.5and1forexample

图3 本文方法和有限元法的误差

Fig.3 Resultsoferrorobtainedusingthepresentedmethodandthefiniteelementmethod

3结论

基于适定移动最小二乘近似和预测校正迭代算法,本文建立了数值求解具有三阶偏导数且依赖于时间变量

的非线性Gilson-Pickering方程的移动最小二乘近似无网格方法,给出了详细的数值计算公式,分析了迭代过程

的收敛性。数值算例表明,该方法能有效地求解 Gilson-Pickering方程,并且比有限元方法具有更高的计算

精度。
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AnalysisofNonlinearGilson-PickeringEquationby
MovingLeastSquareApproximateMeshlessMethod

TANYu,LIXiaolin
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Usingthewell-posedmovingleastsquaresapproximationandthepredictor-correctoriterativealgorithm,a
meshlessmethodisestablishedfornumericalanalysisoftheGilson-Pickeringequationusingmovingleastsquaresapproximation.
[Methods]Thedifferenceformulasareusedtodiscretizethetimederivatives,thewell-definedmovingleastsquaresapproximationis
usedtodiscretethespacederivatives,andfinallythecollocationtechniqueisusedtoobtainthenonlinearalgebraicequations.
[Findings]NumericalexamplesshowthatthemethodcaneffectivelysolvethenonlinearGilson-Pickeringequationwiththird-order

partialderivativesandtime-dependentvariables.[Conclusions]Thismethodismoreaccuratethanthefiniteelementmethod.
Keywords:Meshlessmethod;well-posedmovingleastsquaresapproximation;nonlinearGilson-Pickeringequation;soliton
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