
 2022年3月 重庆师范大学学报(自然科学版) Mar.2022
第39卷 第2期 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) Vol.39 No.2

 DOI:10.11721/cqnuj20220207

阶跃折射率波导上多频逆源问题的因式分解法
*
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摘要:【目的】研究阶跃折射率波导上的多频逆源问题。【方法】通过远场数据可以唯一确定在观测方向具有法线的凸多边

形的并集,它近似于源的位置和形状。【结果】在未知源满足强制假设条件下,利用因式分解法的思想来反演未知源的位

置和形状。【结论】提出的方法对重构过程的数值实现进行了严格论证,并提供了数值例子说明这一方法的有效性与可

行性。
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在各种数学物理反问题中,电磁波反问题近些年来引起了学者们的广泛关注。电磁波反问题在生物医学成

像、无损检测、遥感、地球勘测以及工程技术中的系统识别等方面都有着广泛的应用[1-9],该问题主要是利用近场

数据或远场数据来重构物体的位置、形状及物理性质[2,10-11]。关于逆源问题,在文献[12]中,Kusiak和Sylvester
提出了远场的凸散射支集的概念,并证明了该集合是任何产生它的源支集的凸包的子集,并且将这个结果扩展

到了非均匀介质中[13];当远场数据在有限对观测方向上测量时,Sylvester和Kelly[14]提出了Θ-凸多边形的概念

(Θ表示所有观测方向的集合),使得这个多边形必须包含在包含源的任意Θ-凸多边形中,并证实了确实存在源,
它能准确产生这些测量值,并且在问题的求解中进行了一个强制假设,即源的实部大于0,使得源支集的Θ-凸包

与对应的Θ-凸散射支集一致。
反散射问题的非迭代重构方法近年来被广泛关注。Colton和Kirsh[15-16]提出线性采样方法,但是该方法需

要大量的入射波场和散射波场数据;为了减少入射波场和散射波场数据,Kirsh[17]提出了因式分解方法,但这一

方法计算较慢;Devaney[18]提出了多重信号分类 MUSIC算法,该方法是因式分解法的离散形式,不仅计算快,而
且重构效果好;还有Potthast[19]提出的奇异源算法等。但这些方法大多使用单个频率的散射场测量来确定物体

的位置或形状,对于多频数据的研究则相对较少,目前有 Griesmaier和 Hanke[20]提出的多频采样方法和

Luke[21]提出的点源法等。
本文利用因式分解法来研究阶跃折射率波导上的多频逆源问题,来恢复单个或多个Θ-凸多边形的并集,它

们近似于源的支集,既包含在源集合的Θ-凸包中,又包含在单个源支集的Θ-凸包中。本文将分别考虑单对观测

方向、多对观测方向及它们对应的卷积算子进行因式分解。数值实现则使用了文献[22]中提出的 MUSIC重构

算法的推广,利用给定离散远场数据来定位源的位置。
本文结构如下:第1节阐述问题相关的数学模型;第2节对于单对观测方向的多频测量,提出了因式分解法

并加以分析;第3节对单对观测方向问题进行方法的数值实现;第4节将重构方法和数值实现扩展到有限对观

测方向。
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1阶跃折射率波导上多频逆源问题

设D=∪
M

m=1
Dm⊆R3,其中Di∩Dj=∅(i≠j),f∈L∞(D)表示具有紧支集的电磁波源。在阶跃折射率波导中,

由源f在频带(0,K)⊆R上辐射的时谐波u∈H1
loc(R3)是如下Helmholtz方程的解:

Δu(x)+k2n(x)u(x)=0,x∈R3, (1)

其中:k∈(0,K)表示波数,x=(x1,x2,x3),n(x)表示折射率,且n(x)=
nc0
,x21+x22<T

nc1
,x21+x22≥{ T

,这里nc0
,nc1
,T 是正

常数。假设仅在有限对观测方向对远场进行观测{±β1,±β2,…,±βi}=ω⊆S2,其中S2={β∈R3||β|=1}。
用β∈S2 表示入射方向,时谐平面波的入射场则表示为ui(x,β;k)=eikx·β(x∈R3),u=ui+us 是总场,us=us

(x,β;k)表示散射场且满足Sommerfeld辐射条件:

lim
r→∞

r∂u
s

∂r-iku
æ

è
ç

ö

ø
÷

s =0,r= x 。

根据u是Helmholtz方程的解,则u的渐近性为[23]:

u(x,β;k)=Ck
eik x

x u∞(βx,β;k)+O(r-2),βx= x
x ∈S2,

其中:Ck=k
2

4π
,因此可以得到u(·,β;k)的远场为u∞(·,β;k)。由(1)式可得:

-Δu(x)=k2n(x)u(x)

-Δu(x)-k2u(x)=k2(n(x)-1)u(x)

-Δu(x)-k2u(x)=k2(n(x)-1)(ui(x)+us(x

ì

î

í

ï
ï

ïï ))
,x∈R3。

在Born近似中用ui 来代替u,则:
-Δus

B(x)-k2us
B(x)=k2(n(x)-1)ui(x),x∈R3。

令电磁波源f(x)=k2(n(x)-1)eikx·β,则us
B(·,β;k)的远场u∞

B(·,β;k)为:

u∞
B(βx,β;k)=k2∫D

e-ik(βx-β)·y(n(y)-1)dy=k2f̂(k(βx -β)), (2)

其中:βx,β∈S2,得到u∞
B(βx,β;k)是源f的傅立叶变换。由于(2)式的右边具有对称关系:

k2f̂(k(βx-β))=k2f̂((-k)(β-βx))。
因此可以将远场u∞

B 的定义扩展的负波数上:

u∞
B(β,βx;k)=u∞

B(βx,β;-k),βx,β∈S2,k>0。 (3)
远场测量数据集为:

{u∞
B(βj,β;k)j=1,2,…,i,k∈(-K,K)\{0}}。 (4)

设β⊥
j 表示垂直于观测方向βj 的单位向量,Ñβ⊥

j 表示沿β⊥
j 的方向导数,根据文献[14],源f=Ñβ⊥

1 …Ñβ⊥
iv,

v∈C∞
0 (R3)在方向βj(j=1,2…,i)上,所有通过原点的直线上的幅射波的远场等于0,这个特定的源不能从给出

的远场数据集(4)中确定。因此Sylvester和Kelly[24]提出了远场数据集的Θ-凸散射支集的概念。
具体而言,将根据远场观测方向集合ω来定义ω-凸散射支集的概念。设B⊆R3,B 的凸包ch(B)定义为半

空间 Ha,β的交集:

Ha,β={x∈R3 x·β≤a},β∈S2,a∈R,

ch(B)= ∩
β∈S2
{x∈R3 x·β≤SB(β)},

其中:SB(β)=sup
x∈B

x·β表示的是B 的支撑函数。由于本文的远场观测方向仅有有限对,则B 的ω-凸包定义为:

KSB
(ω)=∩

β∈ω
{x∈R3 x·β≤SB(β)},

同样对于单对观测方向±βj 的凸包定义为:

KSB
({±βj})={x∈R3 SB(-β)≤x·β≤SB(β)}。

由D=∪
M

m=1
Dm⊆R3,根据B 的ω-凸包定义可得:
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∪
M

m=1
KSDm

(ω)⊆∩
i

j=1
 ∪

M

m=1
KSDm

({±βj})⊆KSD
(ω)。

如果f∈L∞(D),存在τ∈R,c0>0,满足强制假设Re(eiτf(x))≥c0>0,x∈D,则源的支集D 的ω-凸包与它

对应的ω-凸散射支集一致,由上述关系可以利用数据集(4)恢复在单个源分量的支集的ω-凸包上的信息和集合。
根据中心切片定理[25]表明,可以将n维傅立叶变换转化成Radon变换的一维傅立叶变换,则有:

f̂(k(βj-β))=∫D
e-ik(βj-β)·y(n(y)-1)dy=∫R

e-ika∫y·(βj-β)=a
(n(y)-1)dyda=∫R

e-ika(Rf)(βj,β;a)da。

可得到单对观测方向的凸包与对应Radon变换之间的关系:

{x∈R3 x·(βj-β)∈supp((Rf)(βj,β;·))}=∪
M

m=1
KSDm

({±(βj-β)})。

同样的对于多对观测方向有:

∩
i

j=1
{x∈R3 x·(βj-β)∈supp((Rf)(βj,β;·))}=∩

i

j=1
∪
M

m=1
KSDm

({±(βj-β)})。

本文的主要目的是提出重构算法,利用稀疏远场数据集(4)来恢复上述集合。

2单对观测方向的因式分解法

单对观测方向±βj(1≤j≤i)上的远场数据为u∞
B(±βj,β;k)(k∈(0,K)),根据(3)式可以将远场数据扩展到

负波数上。定义卷积算子Fβj:L2(0,K)→L2(0,K),有:

(Fβjφ)(t)=∫
K

0
u∞
B(βj,β;t-s)φ(s)

1
(t-s)2ds

。 (5)

对这个算子进行因式分解,有算子Lβj
D:L2(D)→L2(0,K),且:

(Lβj
Dψ)(t)=∫D

e-it(βj-β)·yψ(y)dy,t∈ (0,K)。 (6)

则Lβj
D 的伴随算子为(Lβj

D)*:L2(0,K)→L2(D),且:

((Lβj
D)*φ)(y)=∫

K

0
eis(βj-β)·yφ(s)ds,y∈D。 (7)

定理1 设Fβj:L2(0,K)→L2(0,K)定义为(5)式,则对算子Fβj 进行合适的因式分解,Fβj=Lβj
DTD(Lβj

D)*,

其中Lβj
D 和(Lβj

D)*分别为(6)式和(7)式。算子TD:L2(D)→L2(D)表示为乘积算子,定义为TDg=(nc0-1)g。
证明 设φ∈L2(0,K),对任意t∈(0,K),有:

(Lβj
DTD(Lβj

D)*φ)(t)=∫D
e-it(βj-β)·y(TD(Lβj

D)*φ)(y)dy=∫D
e-it(βj-β)·y(nc0 -1)∫

K

0
eis(βj-β)·yφ(s)dsdy=

∫
K

0
φ(s)∫D

e-i(t-s)(βj-β)·y(nc0 -1)dyds=∫
K

0
u∞
B(βj,β;t-s)φ(s)

1
(t-s)2ds=(Fβjφ)(t)。 证毕

引理1 设B1,B2∈R3 且为有界区域,Lβj
Bℓ
:L2(Bℓ)→L2(0,K),ℓ=1,2,定义为(6)式(将区域D 换成Bℓ)。

如果βj·B1∩βj·B2=∅,可以得到Lβj
B1

和Lβj
B2

的值域的交集为平凡集,即 R(Lβj
B1
)∩R(Lβj

B2
)={0}。

证明 假设βj·B1∩βj·B2=∅,设ψℓ∈L2(Bℓ),ℓ=1,2,t∈(0,K),利用中心切片定理得:

(Lβj
Bℓψℓ)(t)=∫D

e-it(βj-β)·yψℓ(y)dy=∫R
e-ika∫y·(βj-β)=a

ψℓ(y)dyda=

∫R
e-ika(Rβj

Bℓψℓ)(βj,β;a)da=Rβj
Bℓψℓ(̂t)。

则可以得到:R(Rβj
B1
)∩R(Rβj

B2
)={0},R(Lβj

B1
)∩R(Lβj

B2
)={0}。 证毕

引理2 算子Lβj
D 是紧算子并有稠密值域。

证明 设φ∈L2(0,K),将φ的定义域扩展到R,使得φ在(0,K)外的区域,即(-∞,0)∪(K,+∞)上为0,

表示为φ
~∈L2(R),y∈D,则 ((Lβj

D)*φ)(y)=∫
K

0
eis(βj-β)·yφ(s)ds=∫R

eis(βj-β)·yφ
~(s)ds。

由于φ
~是紧支撑函数,所以函数解析。如果在D 上,(Lβj

D)*φ=0,根据上述式子得到在 R上φ
~=0,于是由解

析延拓定理,在(0,K)上φ=0。由此(Lβj
D)*是一一对应的,且根据R(Lβj

D)=N((Lβj
D)*)⊥,得到Lβj

D 有稠密值域。
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且根据定义显然可得Lβj
D 是紧算子。 证毕

引理3 对任意z∈R3,ε>0,将测试函数φ
βj
z,ε∈L2(0,K)定义为:φ

βj
z,ε = 1

Bε(z)∫Bε(z)
e-it(βj-β)·ydy,t∈ (0,K),

其中Bε(z)表示以z为圆心,ε为半径的球,Bε(z)表示球的体积,有:

1)如果βj·z∈βj·D,则存在ε>0,φ
βj
z,ε∈R(Lβj

D)。

2)如果对任意ε>0,βj·Bε(z)∩βj·D=∅,则φ
βj
z,ε∉R(Lβj

D)。
证明 1)由于βj·z∈βj·D,则存在x∈D,使得βj·z=βj·x。D∈R3 是开集,则存在ε>0,使得Bε(x)⊆D,

所以βj·Bε(z)=βj·Bε(x)。对任意的y∈D,令Bε(x)的特征函数为χBε(x)
,且χBε(x)

(y)=
1,y∈Bε(x)

0,y∉Bε(x{ )
。

因此有:

1
Bε(x)

(Lβj
DχBε(x)

)(t)= 1
Bε(x)∫D

e-it(βj-β)·yχBε(x)
(y)dy= 1

Bε(x)∫Bε(x)
e-it(βj-β)·ydy=φ

βj
z,ε(t)。

则φ
βj
z,ε∈R(Lβj

D)。

2)因为βj·Bε(z)∩βj·D=∅,由引理1可得 R(Lβj
Bε(z)
)∩R(Lβj

D)={0},非零向量φ
βj
z,ε=

1
Bε(z)Lβj

DχBε(z)∈

R Lβj
Bε(z

( )) ,则φ
βj
z,ε∉R(Lβj

D)。 证毕

定理2 存在常数c0>0,τ∈R,使得Re(eiτ(nc0-1))≥c0。定义自伴随算子Fβj
#
为:

Fβj
#=Re(e

iτFβj)=12
(eiτFβj+e-iτ(Fβj)*),

它是正的,并且 R((Fβj
#
)12)=R(Lβj

D)。

证明 由于Lβj
D 是紧算子且有稠密值域,则伴随算子(Lβj

D)*也是紧算子且一一对应。由Re(eiτ(nc0-1))≥c0,
可得:

Fβj
#=Re(e

iτFβj)=Lβj
DRe(eiτTD)(Lβj

D)*,

<Fβj
#φ,φ>=<Re(e

iτTD)(Lβj
D)*φ,(L

βj
D)*φ>≥c0 (L

βj
D)*φ 2>0。

因此Fβj
#
是正的,即Re(eiτ<TDg,g>L2(D))=∫D

Re(eiτ(nc0-1))g(x)2dx≥c0 g 2
L2(D)>0,算子Re(eiτTD)

满足强制假设,且有平方根(Re(eiτTD))
1
2,则Fβj

#
有平方根(Fβj

#
)12。由文献[24]可得R((Fβj

#
)12)=R(Lβj

D)。 证毕

定理3 由定理2知,对任意z∈R3,有以下结论成立:

1)如果z∈∪
M

m=1
KSDm

({±(βj-β)}),存在ε>0,φ
βj
z,ε∈R((Fβj

#
)12)。

2)如果z∉∪
M

m=1
KSDm

({±(βj-β)}),任意ε>0,φ
βj
z,ε∉R((Fβj

#
)12)。

证明 1)如果z∈∪
M

m=1
KSDm

({±(βj-β)}),则βj·z∈βj·D,根据引理3的结论1)和定理2可得,φ
βj
z,ε∈

R((Fβj
#
)12)。

2)同理,根据引理3的结论2)和定理2可得,任意ε>0,φ
βj
z,ε∉R((Fβj

#
)12)。 证毕

3单对观测方向的数值实现

令{(λβj
n ,ψ

βj
n)n∈N}表示自伴随算子Fβj

#
的特征系统,其中λβj

n 表示特征值,ψ
βj
n 表示特征向量。根据Picard’s定

理[23],对任意ε>0,φ
βj
z,ε ∈ R((Fβj

#
)12)⇔∑

∞

n=1

<φ
βj
z,ε,ψ

βj
n >L2(0,K) 2

λβj
n

< ∞。

定义指标函数Wβj
ε (z)= ∑

∞

n=1

<φ
βj
z,ε,ψ

βj
n >L2(0,K) 2

λβj

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

-1

,将定理3改写为如下推论。

推论1 对任意z∈R3,有以下结论:

1)如果z∈∪
M

m=1
KSDm

({±(βj-β)}),存在ε>0,Wβj
ε (z)>0。
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2)如果z∉∪
M

m=1
KSDm

({±(βj-β)}),任意ε>0,Wβj
ε (z)=0。

考虑2N 个远场数据u∞
B(±βj,β;kn),n=1,…,N,这里kn= n-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 Δk。根据文献[26]可得supp(Rβj

Df)⊆

[-R,R],其中R>0表示为包含源支集且以原点为中心的最小球的半径,BR(0)表示以原点为中心,R 为半径的

球。根据Nyquist条件,取Δk≤πR
,对卷积算子进行分割求和:

(Fβjφ)(tp)=∫
K

0
u∞
B(βj,β;tp -s)φ(s)

1
(tp -s)2ds≈Δk∑

N

ℓ=1
u∞
B(βj,β;tp -sℓ)φ(sℓ) 1

(tp -sℓ)2
。

这里tp=pΔk,p=0,…,N-1,sℓ=ℓ-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 Δk,ℓ=1,…,N,相应地,Fβj的近似矩阵为:

Fβj=Δk

1
k21u

∞
B(βj,β;-k1) 1

k22u
∞
B(βj,β;-k2) … 1

k2Nu
∞
B(βj,β;-kN)

1
k21u

∞
B(βj,β;k1) 1

k21u
∞
B(βj,β;-k1) … 1

k2N-1u
∞
B(βj,β;-kN-1)

︙ ︙ … ︙

1
k2N-1u

∞
B(βj,β;kN-1) 1

k2N-2u
∞
B(βj,β;kN-2) … 1

k21u
∞
B(βj,β;-k1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú)

∈CN×N,

  注:x轴、y轴分别表示测试点的横坐标与纵坐标,

是在以原点为中心、半径为5的区域进行选取的,下同

图1 单对观测方向的重构 Wβj
16(z)>0.01

(灰色部分),源的支集(实线)

Fig.1 ReconstructionWβj
16(z)>0.01for

asinglepairofobservationdirections(greypart),

supportofthesource(solidline)

则可以得到矩阵Fβj
#=
1
2
(eiτFβj+e-iτ(Fβj)*),根据测试函数φ

βj
z,ε得到测试向量:

φ
βj
z =[e-it0

(βj-β)·z,…,e-itN-1(βj-β)·z]∈CN,z∈R3。

令{(λ
~βj
n ,ψ

~βj
n )n∈N}表示矩阵Fβj

#的特征系统,则指标函数为:

Wβj
N(z)= ∑

N

n=1

(φ
βj
z )*ψ

~βj
n

2

λ
~βj

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

n

-1

,z∈BR(0)。

选择适合的阀值参数δ>0,当Wβj
N(z)>δ时由推论1可得∪

M

m=1
KSDm

({±(βj-β)})的近似∪
M

m=1
K
~

SDm
({±(βj-β)})。

例1 考虑单对观测方向±βj=± cos
πæ

è
ç

ö

ø
÷

4
,sin πæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

4 ∈S1,τ=-π4
,32个不同的波数,源f=3+x在半径

为2的圆型区域的重构,如图1。

4多对观测方向的重构

将重构方法扩展到多对观测方向{±β1,±β2,…,±βi}=

ω⊆S2 上,则定义指标函数为:

Wω
ε(z)= ∑

i

j=1
∑
∞

n=1

<φ
βj
z,ε,ψ

βj
n >L2(0,K) 2

λβj

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

-1

,z∈R3。

推论2 根据引理3和定理2,对任意z∈R3,有以下结论

成立:

1)如 果z∈ ∩
i

j=1
∪
M

m=1
KSDm

({±(βj-β)}),存 在ε>0,

Wω
ε(z)>0。

2)如 果z∉ ∩
i

j=1
∪
M

m=1
KSDm

({±(βj-β)}),任 意ε>0,

Wω
ε(z)=0。

对应的矩阵Fω
#的近似指标函数为:

Wω
N(z)= ∑

i

j=1
∑
N

n=1

(φ
βj
z )*ψ

~βj
n

2

λ
~βj

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

n

-1

,z∈BR(0)。

相应地,选择适合的阀值参数δ>0,当Wω
N(z)>δ时,可
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以得到 ∩
i

j=1
∪
M

m=1
KSDm

({±(βj-β)})的近似 ∩
i

j=1
∪
M

m=1
K
~

SDm
({±(βj-β)})。

例2 考虑16对观测方向±βj=± cos
(j-1)πæ

è
ç

ö

ø
÷

16
,sin

(j-1)πæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

16 ∈ω⊆S1,j=1,…,16,τ=-π4
,32个不

同的波数。源f=3+x在椭圆型区域3y2+4xy+8x2=9的重构,如图2a,b:

a Wω
16(z)>0.01 b Wω

16(z)>0.001

图2 多对观测方向的重构

Fig.2 Reconstructionformultiplepairsofobservationdirections

参考文献:
[1]AMMARIH,GARNIERJ,JUGNON V,etal.Stabilityandresolutionanalysisforatopologicaderivativebasedimaging
functional[J].SIAMJournalonControlandOptimization,2012,50(1):48-76.

[2]AMMARIH,KANGH.Reconstructionofsmallinhomogeneitiesfromboundarymeasurements[M].Berlin:Springer,2004.
[3]BONDARENKOO,KIRSCH A,LIU X.Thefactorizationmethodforinverseacousticscatteringinalayeredmedium[J].
InverseProblems,2013,29(4):21-40.

[4]BONNETM.Fastidentificationofcracksusinghigher-ordertopologicalsensitivityfor2-Dpotentialproblems[J].Engineering
AnalysiswithBoundaryElements,2011(35):223-235.

[5]LIUL,QINY,XUY,etal.Theuniquenessandexistenceofsolutionsforthe3-DHelmholtzequationinastep-indexwaveguide
withunboundedperturbation[J].MathematicalMethodsintheAppliedSciences,2012,35(7):857-868.

[6]LIUL.Theuniquenessandexistenceofsolutionsforthe3-DHelmholtzequationinacylindricallysymmetricwaveguidewith
unboundedperturbatio[J].JournalofMathematicalAnalysisandApplications,2013,400(1):200-210.

[7]刘立汉.三维 Helmholtz方程在扰动的共轴波导上的解的存在唯一性[J].中山大学学报(自然科学版),2014,53(3):35-42.
LIULH.Theuniquenessandexistenceofsolutionsforthe3-DHelmholtzequationinacoaxialwaveguidewithunbounded

perturbation[J].ActaScientiarumNaturaliumUniversitatisSunyatseni,2014,53(3):35-42.
[8]刘立汉,崔晓英,蔡静秋.基于交互间隙法的内部Neumann反散射问题[J].中山大学学报(自然科学版),2019,58(1):149-155.

LIULH,CUIXY,CAIJQ.Reciprocitygapmethodforaninteriorinversescatteringproblem withaNeumannboundary
condition[J].ActaScientiarumNaturaliumUniversitatisSunyatseni,2019,58(1):149-155.

[9]刘立汉,蔡静秋,崔晓英.基于正则的 Newton迭代法的内部 Neumann反散射问题[J].中山大学学报(自然科学版),2019,58
(2):135-141.
LIULH,CAIJQ,CUIXY.RegularizedNewtoniterationmethodforaninteriorinversescatteringproblemwithaNeumann
boundarycondition[J].ActaScientiarumNaturaliumUniversitatisSunyatseni,2019,58(2):135-141.

[10]PARKW,LESSELIERD.Reconstructionofthinelectromagneticinclusionsbyalevel-setmethod[J].InverseProblems,2009,

25(8):1-24.
[11]ZHONGY,CHENX.MUSICimagingandelectromagneticinversescatteringofmultiple-scatteringsmallanisotropicspheres

[J].IEEETransactionsonAntennasandPropagation,2007,55(12):3542-3549.
[12]KUSIAKS,SYLVESTERJ.Thescatteringsupport[J].CommunicationsonPureandAppliedMathematics,2003(56):1525-

1548.
[13]KUSIAKS,SYLVESTERJ.Theconvexscatteringsupportinabackgroundmedium[J].SIAMJournalonControland

49 重庆师范大学学报(自然科学版) http://cqnuj.cqnu.edu.cn           第39卷



Optimization2005,36(4):1142-1158.
[14]SYLVESTERJ,KELLYJ.Ascatteringsupportforbroadbandsparsefarfieldmeasurements[J].InverseProblems,2005(21):

759-771.
[15]COLTOND,KIRSCH A.Asimplemethodforsolvinginversescatteringproblemsintheresonanceregion[J].Inverse

Problems,1996(12):383-393.
[16]KIRSCHA,RITTERS.Alinearsamplingmethodforinversescatteringfromanopenarc[J].InverseProblems,2000,16(5):

89-105.
[17]KIRSCHA.Factorizationofthefarfeldoperatorfortheinhomogeneousmediumcaseandanapplicationininversescattering

theory[J].InverseProblems,1999(15):413-429.
[18]DEVANEYA.Super-resolutionprocessingofmulti-staticdatausingtimereversaland MUSIC[D].Boston:Northeastern

University,1999.
[19]POTTHASTR.A new non-iterativesingularsources methodforthereconstructionofpiecewiseconstant media[J].

NumerischeandMathematik,2004(98):703-730.
[20]GRIESMAIERR,HANKE M.Multifrequencyimpedanceimagingwithmultiplesignalclassi? cation[J].SiamJournalon

ImagingSciences,2015(8):939-967.
[21]LUKED.Multifrequencyinverseobstaclescattering:thepointsourcemethodandgeneralizedfilteredbackprojectionmath[J].

MathematicsandComputersinSimulation,2004(66):297-314.
[22]GRIESMAIERR,SCHMIEDECKEC.A multifrequency MUSICalgorithmforlocatingsmallinhomogeneitiesininverse

scattering[J].InverseProblems,2017(33):035015.
[23]COLTOND,KRESSR.Inverseacousticandelectromagneticscatteringtheory[M].Berlin:Springer,1998.
[24]KIRSCHA.TheMUSICalgorithmandthefactorizationmethodininversescatteringtheoryforinhomogeneousmedia[J].

InverseProblems,2002(18):1025-1040.
[25]NATTERERF.Themathematicsofcomputerizedtomography[M].NewYork:Wiley,1986.
[26]GRIESMAIERR,SCHMIEDECKEC.Afactorizationmethodformultifrequencyinversesourceproblemswithsparsefarfield

measurements[J].SIAMJournalonImagingSciences,2017,10(4):2119-2139.

TheFactorizationMethodforanInverseSourceProblemwith
MultifrequencyinStep-IndexWaveguides

CHENRong,LIULihan,ZHENGQiuyan
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Theproblemofmulti-frequencyinversesourcesonstep-indexwaveguidesisstudied.[Methods]Theunionof
convexpolygonswithnormalsintheobservationdirectioncanbeuniquelydeterminedbyfar-fielddata,whichapproximatesthe

positionandshapeofthesource.[Findings]Undertheassumptionthattheunknownsourcessatisfyacertaincoercivity,theposition
andshapeoftheunknownsourceisreconstructedbyusingtheideaofthefactorizationmethod.[Conclusions]Thenumerical
realizationofthereconstructionalgorithmisstrictlydemonstratedandnumericalexamplesareprovidedtoillustratetheeffectiveness
andfeasibilityofthismethod.
Keywords:aninversesourceproblemwithmultifrequency;thefactorizationmethod;convexpolygons
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