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亚正定四元数矩阵方程的NPSS迭代及外推
*
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摘要:【目的】研究四元数体上亚正定矩阵方程AX=B的分裂迭代求解问题。【方法】利用四元数正规矩阵和亚正定矩阵

的自共轭分支与斜自共轭分支,建立两种新的NPSS分裂迭代,并引入参数对它们统一加速处理。【结果】获得外推NPSS
迭代(简称ENPSS),证明了ENPSS迭代收敛于原方程组的唯一解,同时给出迭代收敛因子的一个上界及拟最优参数估

计式。【结论】把复矩阵方程的分裂求解问题推广到四元数体讨论,并构建出新的ENPSS迭代,数值算例验证了所给迭代

的有效及可行性。
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在量子物理、彩色图像恢复、核滤波、信号统计、神经网络等领域的研究中常常涉及矩阵方程的求解,尤其是

随着四元数在上述领域的应用,关于四元数矩阵方程的一般解与结构解研究已成为当前矩阵代数的热点

课题[1]。
本文在四元数体上讨论大型稀疏矩阵方程:

AX=B (1)
的一类新迭代求解方法,其中:A∈P>

n (Q)是亚正定矩阵,B∈Qn×n是已知矩阵,X∈Qn×n是未知矩阵。
关于方程(1)的研究已有较为丰富的成果,例如文献[2]提出了求方程(1)近似解的同伦摄动法(HPM);文献

[3]利用 M-P广义逆给出了方程(1)关于广义反射矩阵的 Hermite自反解和 Hermite反自反解,以及非负定自

反解存在的条件和显式表达式;文献[4]给出了主理想环上方程(1)存在对称解的条件及通解表达式。在复数域

上,文献[5-6]利用共轭梯度法和参数迭代法对方程(1)的求解进行了讨论;文献[7]讨论了非 Hermite正定线性

系统(1)的Hermite和Skew-Hermite分裂方法,得到了一些收敛性条件;文献[8]通过将系数矩阵分裂为对称矩

阵和反对称矩阵的方法,给出了(1)的分裂迭代算法;文献[9]基于并行多分裂算法思想及SOR迭代格式,提出

一种求解H-矩阵线性方程组(1)的并行多分裂SOR迭代方法。然而在四元数体上,缺少对方程(1)的分裂参数

迭代研究。本文针对四元数矩阵方程(1),提出新的带参数分裂迭代方法。
用Cn×n,Qn×n分别表示全体n×n复矩阵和四元数矩阵集合;SCn(Q),SC-

n (Q),SC>
n (Q),P>

n (Q),Un×n分别

表示全体n×n自共轭、斜自共轭、正定、亚正定和酉矩阵集合;A,AT,A*分别表示A 的共轭、转置和共轭转置矩

阵;Re(A),Im(A)分别表示复矩阵A 的实部和虚部;称 A 2= λmax(A*A)是A 的谱范数;设A∈Qn×n,如果

A*A=AA*,则称A是正规矩阵。
定义1[10] 设矩阵A=A1+A2j∈Qn×n(A1,A2∈Cn×n),则称

Aσ=
A1 A2

-A2 A

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
1

∈C2n×2n

是A的复表示。
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定义2[10] 设A∈Qn×n,若对任意0≠x∈Qn×1,有Re(x*Ax)>0,则称A为Q 上的亚正定矩阵,简称亚正定

矩阵。
定义3[10] 设A∈Qn×n,λ1,λ2,…,λn 是A 的n 个右特征值主值,即λs=as+bsi∈C,bs≥0(s=1,2,…,n)是

Aσ 的n 个虚部非负特征值,则称ψ(A)=max
1≤i≤n

λi 是A 的谱值半径。

1NPSS迭代及它的外推

本小节先建立四元数矩阵方程(1)的NPSS迭代,为此先给出如下引理。
引理1[11] 矩阵A∈Qn×n的谱值半径ψ(A)不超过它的任意一种相容范数。特别地,当A 是正规矩阵时,有

ψ(A)= A 2。
引理2 设S∈SC-

n (Q),则对任意的α>0,有(αI-S)(αI+S)-1是酉矩阵。
证明 由S∈SC-

n (Q)有S*=-S,令Q(α)=(αI-S)(αI+S)-1,则:

Q(α)*Q(α)=[(αI-S)(αI+S)-1]*(αI-S)(αI+S)-1=
[(αI+S)-1]*(αI-S)*(αI-S)(αI+S)-1=[(αI+S)*]-1(αI-S*)(αI-S)(αI+S)-1=

(αI-S)-1(αI+S)(αI-S)(αI+S)-1=(αI-S)-1(αI-S)(αI+S)(αI+S)-1=I,
故Q(α)=(αI-S)(αI+S)-1(α>0)是酉矩阵。 证毕

设A∈P>
n (Q),R(A)和S(A)分别是A的自共轭与斜自共轭分支,选取正定矩阵P∈SC>

n (Q),给定一个正数

α>0及初始矩阵X(0)∈Qn×n,构建两种求解(1)的NPSS迭代格式如下:

NPSS(0):
(αP+R(A))X k+( )12 =(αP-S(A))X(k)+B
(αP+S(A))X(k+1)=(αP-R(A))X k+( )12 +{ B

,k=0,1,…, (2)

NPSS(1):
(αP+R(A))X k+( )12 =(αP-S(A))X(k)+B
(αP+S(A))X(k+1)=αPX k+( )12 +S(A)X(k{ )

,k=0,1,…。 (3)

为建立外推NPSS迭代,对(2)式进行等价变形可得:

R(A)X k+( )12 =(αP-S(A))X(k)-αPX k+( )12 +B, (4)
将(4)式代入(3)式可得(αP+S(A))X(k+1)=2αPX k+( )12 +(S(A)-αP)X(k),因此迭代(2)等价于:

(αP+R(A))X k+( )12 =(αP-S(A))X(k)+B
(αP+S(A))X(k+1)=2αPX k+( )12 +(S(A)-αP)X(k{ )

,k=0,1,…, (5)

现引入参数ω≥0,将(5)式中第2个方程中的两项2αPX k+( )12 和-αPX(k)作加权处理得:
(αP+S(A))X(k+1)=(2-ω)αPX k+( )12 +[S(A)-(1-ω)αP]X(k)。 (6)

把(5)式中第1个方程与(6)式联立,即可建立如下新的外推NPSS迭代,记作ENPSS。

ENPSS:
(αP+R(A))X k+( )12 =(αP-S(A))X(k)+B
(αP+S(A))X(k+1)=(2-ω)αPX k+( )12 +[S(A)-(1-ω)αP]X(k{ )

,k=0,1,…。 (7)

显然,当ω=0时,根据(2)式与(5)式的等价性,迭代(7)就退化为NPSS(0);当ω=1时,迭代(7)就退化为

NPSS(1),为进一步讨论ENPSS的收敛性,将迭代(7)等价地写成如下单步格式:

X(k+1)=M(α,ω)X(k)+N(α,ω)B, (8)
其中:

M(α,ω)=(αP+S(A))-1[S(A)-(1-ω)αP+(2-ω)αP(αP+R(A))-1(αP-S(A))],

N(α,ω)=(2-ω)α(αP+S(A))-1P(αP+R(A))-1,
这里M(α,ω)是ENPSS迭代(7)的迭代矩阵。

2收敛性分析

本小节主要分析ENPSS迭代的收敛性,并给出迭代收敛因子α的一个上界及拟最优参数估计式。
定理1 设A∈P>

n (Q)是给定亚正定矩阵,R(A),S(A)分别是A 的自共轭与斜自共轭分支,P∈SC>
n (Q)是

给定的正定矩阵,α是给定的正数,则求解方程(1)的NPSS(0)迭代矩阵M(α)的谱值半径满足:
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ψ(M(α))≤max
1≤i≤n

α-λi

α+λi
<1,

其中:λ1,…,λn 是正定矩阵R
~
=P-12R(A)P-12的特征值,从而NPSS(0)迭代收敛。

证明 显然αP+R(A)和αP+S(A)是非奇异的。由(8)式令ω=0可得:

M(α)=(αP+S(A))-1[S(A)-αP+2αP(αP+R(A))-1(αP-S(A))]=
(αP+S(A))-1(αP-R(A))(αP+R(A))-1(αP-S(A)),

作与M(α)相似的矩阵M
~(α),并记R

~
=P-12R(A)P-12,S

~
=P-12S(A)P-12得:

M
~(α)=P-12(αP+S(A))M(α)(αP+S(A))-1P

1
2=

P-12(αP-R(A))(αP+R(A))-1(αP-S(A))(αP+S(A))-1P
1
2=

(αI-P-12R(A)P-12)(αI+P-12R(A)P-12)-1(αI-P-12S(A)P-12)(αI+P-12S(A)P-12)-1=

(αI-R
~)(αI+R

~)-1(αI-S
~)(αI+S

~)-1。

由于P∈SC>
n (Q),所以S

~*=(P-12S(A)P-12)*=P-12(S(A))*P-12=-S
~,即S

~
∈SC-

n (Q),则根据引理2知,

(αI-S
~)(αI+S

~)-1是酉矩阵。又因为R
~
=P-12R(A)P-12∈SC>

n (Q),所以存在酉矩阵U 使得R
~
=U*diag(λ1,…,

λn)U,其中λ1≥…≥λn>0。于是:

(αI-R
~)(αI+R

~)-1=U*diagα-λ1
α+λ1

,…,α-λn

α+λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
U,

从而:

ψ(M(α))=ψ(M
~(α))≤ (αI-R

~)(αI+R
~)-1(αI-S

~)(αI+S
~)-1 2= (αI-R

~)(αI+R
~)-1 2=

U*diagα-λ1
α+λ1

,…,α-λn

α+λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
U

2
=max
1≤i≤n

α-λi

α+λi
=σ(α)。

又由α>0可知,ψ(M(α))≤σ(α)<1,即NPSS(0)迭代收敛。 证毕

推论1 设A∈P>
n (Q)是给定亚正定矩阵,R(A)和S(A)分别是A 的自共轭与斜自共轭分支,P∈SC>

n (Q)

是给定的正定矩阵,则NPSS(0)迭代的拟最优参数α*= λmaxλmin,此时

σ(α*)= λmax- λmin

λmax+ λmin

,

其中:λmax和λmin分别表示R
~
的最大和最小特征值。

证明 因A∈P>
n (Q)是亚正定矩阵,则R

~
=P-12R(A)P-12 正定,于是R

~
的特征值λi 均为大于0的实数,不妨

设λmax=λ1≥λ2≥…≥λn=λmin>0是R
~
的全体特征值。对于固定的α>0,实值函数f(t)=α-tα+t

(t>0)单调递减,

因此:

σ(α)=max
1≤i≤n

α-λi

α+λi
=max α-λmax

α+λmax
,α-λmin

α+λ{ }
min

。

根据非负函数g(α)= α-τ
α+τ

在区间[0,τ]上单调递减,在区间[τ,+∞)上单调递增,则σ(α)的最小值在

g1(α)= α-λmax

α+λmax
和g2(α)= α-λmin

α+λmin
的交点处取得,令g1(α)=g2(α),可求得α*= λmaxλmin,此时σ(α*)=

λmax- λmin

λmax+ λmin

。 证毕

引理3 设A∈P>
n (Q)是亚正定矩阵,R(A)和S(A)分别是A的自共轭与斜自共轭分支,P∈SC>

n (Q)是给定

的正定矩阵,α>0,ω≥0是给定的非负实数,M(α)是NPSS(0)的迭代矩阵,则ENPSS的迭代矩阵M(α,ω)满足:

M(α,ω)=12
[ωI+(2-ω)M(α)]。 (9)

证明 显然P∈SC>
n (Q)是非奇异的,则 NPSS(0)的迭代矩阵 M(α)和ENPSS的迭代矩阵 M(α,ω)可改
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写为:

M(α)=P-12(αI+S
~)-1(αI-R

~)(αI+R
~)-1(αI-S

~)P
1
2,

M(α,ω)=P-12(αI+S
~)-1 S

~
-(1-ω)αI+(2-ω)α(αI+R

~)-1(αI-S
~

[ ])P
1
2,

其中:R
~
=P-12R(A)P-12,S

~
=P-12S(A)P-12,对M(α,ω)化简可得:

M(α,ω)=P-12(αI+S
~)-1[S

~
-(1-ω)αI+(2-ω)α(αI+R

~)-1(αI-S
~)]P

1
2=

P-12(αI+S
~)-1(αI+R

~)-1[(αI+R
~)(S

~
-(1-ω)αI)+(2-ω)α(αI-S

~)]P
1
2=

P-12(αI+S
~)-1(αI+R

~)-1[α2I+R
~
S
~
-(1-ω)α(R

~
+S
~)]P

1
2,

又因为:

ωI+(2-ω)M(α)=ωI+(2-ω)P-12(αI+S
~)-1(αI-R

~)(αI+R
~)-1(αI-S

~)P
1
2=

P-12 ωI+(2-ω)(αI+S
~)-1(αI-R

~)(αI+R
~)-1(αI-S

~
[ ])P

1
2=

P-12(αI+S
~)-1(αI+R

~)-1 2α2I+2R
~
S
~
-2(1-ω)αR

~
+S( )[ ]
~

P
1
2,

故M(α,ω)=12
[ωI+(2-ω)M(α)]。 证毕

定理2 设A∈P>
n (Q)是亚正定矩阵,M(α)和M(α,ω)分别是NPSS(0)迭代与ENPSS迭代的迭代矩阵,则

当α>0,0≤ω<2时,ENPSS迭代收敛。

证明 不妨设θi,γi 分别为矩阵M(α,ω),M(α)的任一右特征主值。则由(9)式有 M(α,ω)=12
[ωI+(2-

ω)M(α)],从而θi=12
[ω+(2-ω)γi]。当γi 为实数时,有 θi =12

(ω+ 2-ω γi );当γi 为复数时,设γi=

μi+iηi,则有

θi = 1
2
[ω+ (2-ω)γi] = 12

[ω+ (2-ω)μi]2+ [(2-ω)ηi]2 =

1
2 ω2+2ω(2-ω)μi+ (2-ω)2(μi+ηi)2≤12 ω2+2ω(2-ω)μ2i+η2i + (2-ω)2(μi+ηi)2 =

1
2
(ω+ (2-ω)μ2i+η2i)2 =

1
2
(ω+ 2-ω μ2

i+η2i)=
1
2
(ω+ 2-ω γi )。

于是,ψ(M(α,ω))≤
1
2
(ω+ 2-ω γi )≤12

(ω+ 2-ωψ(M(α))),根据定理1的证明可知ψ(M(α,ω))≤
1
2
(ω+

2-ωσ(α)),又因为0<σ(α)<1,所以:

ω
2<

ω+ 2-ωσ(α)
2 < 2-ω2 +ω

2
。

要使ψ(M(α,ω))<1,只需0≤ω
2<1

与 2-ω
2 +ω

2≤1
同时成立,由此可得0≤ω<2,因此

ψ(M(α,ω))≤
1
2
(ω+ 2-ωσ(α))<1,

故当0≤ω<2时,ENPSS迭代收敛。 证毕

根据四元数矩阵的复表示运算性质,对四元数体上的迭代(2)和迭代(8)均可形成与复数域 C上等价的

迭代:

(2-c):
(αPσ+(R(A))σ)(X k+( )12 )σ=(αPσ-(S(A))σ)(X(k))σ+Bσ

(αPσ+(S(A))σ)(X(k+1))σ=(αPσ-(R(A))σ)(X k+( )12 )σ+B{ σ
,

(8-c):
(αPσ+(R(A))σ)(X k+( )12 )σ=(αPσ-(S(A))σ)(X(k))σ+Bσ

(αPσ+(S(A))σ)(X(k+1))σ=(2-ω)αPσ(X k+( )12 )σ+[(S(A))σ-(1-ω)αPσ](X(k)){ σ
,

其中:(·)σ 表示四元数矩阵(·)的复表示矩阵。
实际计算时,因四元数乘法不可交换,故在 Matlab软件运行时只需按上述(2-c),(8-c)格式来计算,最后
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将第k次近似解(X(k))σ 还原回X(k)=Xk1+Xk2j,即可得方程(1)的近似解。根据四元数矩阵与它复表示矩阵的

Frobenius范数的关系,方程(1)的第k次近似解余项范数为:

Rk= B-AX(k)
F=1
2

Bσ-Aσ(X(k))σ F。

3数值算例

算例1 给定下列n阶亚正定矩阵:

A=

15+6i -1+2j
-1-2i-2k 15+6i ⋱

⋱ ⋱ -1+2j

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú-1-2i-2k 15+6i

,B=

5.2 -2+k
-4-i 5.2 ⋱

⋱ ⋱ -2+k

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú-4-i 5.2

,

用ENPSS迭代求解矩阵方程(1)。
解 先计算系数矩阵A的自共轭分支R(A)和斜自共轭分支S(A),然后分别利用迭代格式(2-c)和(8-c)

求解此方程组。令R(A)=R1+R2j,S(A)=S1+S2j,B=B1+B2j,其中:

R1=

15 -1+i
-1-i 15 ⋱

⋱ ⋱ -1+i

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú-1-i 15

,R2=

0 1+i
-1-i 0 ⋱

⋱ ⋱ 1+i

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú-1-i 0

,

S1=

6i -i
-i 6i ⋱

⋱ ⋱ -i

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú-i 6i

,S2=

0 1-i
1-i 0 ⋱

⋱ ⋱ 1-i

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú1-i 0

,

B1=

5.2 -2
-4-i 5.2 ⋱

⋱ ⋱ -2

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú-4-i 5.2

,B2=

0 i
0 0 ⋱
⋱ ⋱ i

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú0 0

。

选取初始迭代矩阵X=I,以及自共轭正定矩阵

P=

12 1+3i+3j+3k
1-3i-3j-3k 12 ⋱

⋱ 1+3i+3j+3k
1-3i-3j

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú-3k 12

,

于是P可表示为P=P1+P2j,其中:

P1=

12 1+3i
1-3i 12 ⋱

⋱ ⋱ 1+3i

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û
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ú
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ú
úú1-3i 12

,P2=

0 3+3i
-3-3i 0 ⋱

⋱ ⋱ 3+3i

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú-3-3i 0

,

这里选取终止条件为R
~
k= Bσ-Aσ(X(k))σ <10-8。此时,视X(k)是方程AX=B的第k个近似解。

分别记tIter为迭代次数,tCPU为迭代时间,rErr为迭代残差。下面利用本文 NPSS(0)及ENPSS的等价形式

(2-c)和(8-c)求解矩阵方程(1),对不同的矩阵阶数n,计算出结果,并与文献[12]中PSS及EPSS方法相

比较。
从表1和表2给出的数值实验结果可知,在同一精度条件下,NPSS(0)迭代与ENPSS迭代到达截断误差所

需的迭代次数及迭代时间均优于PSS迭代与EPSS迭代,这表明本文所给的ENPSS迭代具有更快的收敛速度。
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表1 PSS与NPSS(0)方法的迭代时间和迭代次数比较

Tab.1 ComparisonofiterationtimesanditerationsbetweenPSSandNPSS(0)

参数 PSS NPSS(0)

n α tIter tCPU/s rErr tIter tCPU/s rErr

 100 1.3 151   2.553 9.3579e-09 32  0.450 7.5795e-09

200 1.3 154 19.811 8.6183e-09 33 2.854 6.2764e-09

500 1.3 157 541.079 8.7996e-09 34 65.094 5.3973e-09

800 1.3 158 2004.347 9.6108e-09 34 367.210 6.9548e-09

1000 1.3 159 2985.357 9.2580e-09 34 735.745 7.8227e-09

表2 EPSS与ENPSS方法的迭代时间和迭代次数比较

Tab.2 ComparisonofiterationtimesanditerationsbetweenEPSSandENPSS

参数 EPSS ENPSS

n α ω tIter tCPU/s rErr tIter tCPU/s rErr

 100 1.5 0.5 160  0.455 9.8156e-09 34 0.206 9.5725e-09

200 1.5 0.5 163 2.541 9.2345e-09 35 0.582 7.2274e-09

500 1.5 0.5 166 52.162 9.6583e-09 36 7.808 5.8418e-09

800 1.5 0.5 168 342.529 9.2402e-09 36 34.628 7.4488e-09

1000 1.5 0.5 169 526.902 8.9812e-09 36 88.002 8.3500e-09

4结语

本文在四元数体上讨论了亚正定矩阵方程(1)的分裂迭代方法。构建出一种新的ENPSS迭代,并运用四元

数矩阵特征值理论证明了该迭代的收敛性,同时给出迭代参数的拟最优估计式,所得结果推广了复矩阵方程的

分裂求解问题。数值算例表明,本文所给方法更优于已有文献的结果。
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OnNPSSIterationandExtrapolationMethodof
theSub-PositiveDefiniteQuaternionMatrixEquation

ZHANGShanshan,HUANGJingpin,XIONGHao
(SchoolofMathematicsandPhysics,GuangxiUniversityforNationalities,Nanning530006,China)

Abstract:[Purposes]ThepresentworkproposedtheproblemofsplittingiterationfortheSub-positiveDefiniteMatrixequationAX=

Boverthequaternionfield.[Methods]Byusingtheself-conjugateandskew-self-conjugatesplittingofquaternionnormalmatrixand

sub-positivedefinitematrix,twonewNPSSsplittingiterationsareestablished,andparametersareintroducedtospeedthemup.
[Findings]TheextrapolationNPSSiteration(ENPSS)isobtained.ItisprovedthattheENPSSiterationconvergestotheunique

solutionoftheoriginalequations.Atthesametime,anupperboundoftheiterativeconvergencefactorandthequasioptimal

parameterestimationaregiven.[Conclusions]Thesplittingproblemofcomplexmatrixequationisextendedtothequaternionfield,

andanewENPSSiterationisconstructed.Numericalexamplesshowtheeffectivenessandfeasibilityoftheproposediteration.

Keywords:quaternionfield;sub-positivedefinitematrix;alternatingiteration;NPSSiteration;ENPSSiteration
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