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多响应混料模型的R-最优设计
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摘要:【目的】研究分别具有一阶和二阶线性混料模型的两响应的R-最优设计。【方法】由于响应之间具有一定的相关性,

在分析两个线性混料模型的R-最优设计时候发现与协方差矩阵有关,关于这类模型下最优设计的构造就变得比较复杂。

在协方差矩阵未定的情况下,根据R-最优准则的定义给出了相关矩阵的对角线乘积的一般表达式。【结果】在给定协方

差的情况下用两个具体的例子说明如何求解R-最优设计,并验证了例2满足多响应R-最优设计的等价定理。【结论】对
于任意的两响应混料试验模型可以用提出的方法求R-最优设计。
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试验设计在工程、制药、生物医学、环境、农业等领域有重要的作用。在这些领域的试验中经常需要对每组

控制变量测量多个响应,这样的试验称为多响应试验设计。例如,大部分的工业生产过程或产品都含有多个质

量指标。在制药行业中,近些年来使用混料试验设计研究中医问题的文献较多[1-4],因为中药药剂不同于西药化

学物质的显示化学反应,更类似混料回归模型中的“黑箱理论”。越来越多的中医药剂研究人员在从事中药新剂

型和新技术研究中使用混料试验设计[5],给中药药剂配方和处方提供理论依据。在混料试验设计优化金黄纳米

凝胶贴膏基质处方时[2],国家药典对凝胶贴膏的初黏力、内聚力和黏接力都有规定,这需要考虑3个响应的混料

回归模型;姜黄疗癣乳膏更是考虑有7个响应变量的混料模型[3]。因此对多响应变量的研究更具有实际应用

价值。

Draper和Hunter[6]首次研究了试验设计的多响应模型。Wijesinha[7]研究了响应之间的相关性已知和未知

的试验设计,Krafft和Schaefer[8]和Chang[9]研究了多响应模型的一些基本性质,Imhof[10],Chang等人[11]研究

了多响应模型的某些例子,Liu和Yue[12]得到一些多响应模型的一些定理,Liu等人[13]研究了多响应线性混合模

型。在多响应混料模型的试验设计中,Smith和Cornell[14]研究了多响应数据的双图显示,Jin和Yue[15]研究了

一类多响应混料模型的D-,A-最优设计,Mandal和Pal[16]利用权重组合设计研究多响应混料K-模型的A-最优

设计,Pal和 Mandal[17]研究了混料线性和二阶混料规范多项式模型构成的二响应的D-,A-最优设计,乐锐等

人[18]和郝红花等人[19]分别研究了两个二阶混料规范多项式模型的二响应的D-最优设计和A-最优设计,郝红花

等人[20]研究了多个二阶混料规范多项式模型的多响应的D-最优设计,以及二响应的Ds-最优设计。更多有关多

响应模型的试验设计可参考文献[21-23],其中文献[23]专门讲述了混料中多响应模型的试验设计。

R-最优设计准则是Dette[24]基于参数估计的置信区间提出的,它一经提出就受到广泛关注,刘欣和岳荣

先[25]关于R-最优设计有较多的研究,他们先研究了多响应的R-最优设计并比较了R-最优效率与D-最优效率,
发现R-最优设计的效率优于D-最优设计。本文将多响应的R-最优设计拓展到混料试验设计。

混料试验设计的最新进展可以参考文献[26-29]。本文结构如下,第1节主要介绍R-最优准则及多响应混

料试验设计的模型,第2节分析了混料多响应的R-最优设计,第3节通过两个例子说明多响应混料试验设计的

R-最优设计,第4节为总结与展望。
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1R-最优准则及多响应模型

本节首先介绍混料试验设计中的多响应模型及设计,之后介绍R-最优准则的背景及相关定义,为下面的混

料多响应的R-最优设计做基础准备工作。

1.1多响应模型及设计介绍

对应于多响应混料模型,首先给出模型的试验域,混料试验模型的解释变量与各成份(配料)之间比例有关

而与总量无关,记模型中q个变量分别为x1,x2,…,xq,且这q个变量满足∑
q

i=1
xi=1,这一限制称为混料基本约

束,混料试验设计的试验域为q-1维的正规单纯形:

Sq-1= x=(x1,x2,…,xq)T ∈Rq ∑
q

i=1
xi=1,0≤xi≤1,i=1,…,{ }q 。 (1)

记试验域为 X={(x1,x2,…,xq)T∈Sq-1:0≤xi≤1,i=1,…,q}。
本文所考虑具有两个响应的混料试验模型,分别为具有一阶Scheffé混料规范多项式模型的线性模型和具

有二阶模型的Scheffé混料规范多项式模型,形式记作如下:

E(y(x))=
E(y1(x))

E(y2(x
æ

è
ç

ö

ø
÷))
, (2)

E(y1(x))=∑
q

i=1
β1ixi=fT

1(x)β1, (3)

E(y2(x))=∑
q

i=1
β2ixi+∑

q

i<j
β2ijxixj=fT

2(x)β2。 (4)

其中:fT
1(x)=(x1,x2,…,xq),fT

2(x)=(x1,x2,…,xq,x1x2,x1x3,…,xq-1xq),β1=(β11,β12,…,β1q)T,β2=(β21,

β22,…,β2q,β212β213,…,β2,q-1,q)T,(2)式为多响应模型,(3)式与(4)式分别为各响应模型。通常情况下y1(x)与

y2(x)存在相关性,yi(x)=E(yi(x))+εi(i=1,2)中εi 满足均值为0,方差为σ2i。记y1(x)与y2(x)的协方差矩阵

为Σ,y1(x)与y2(x)的方差分别为σ21 与σ22,相关系数为ρ,因而有:

Σ=
σ21 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷2

2

。

对于模型(2),连续设计可以写为概率分布:

ξ(x)=
x1 x2 … xn

r1 r2 … r
æ

è
ç

ö

ø
÷

n

。

其中:x1,x2,…,xn 是 X 中的有限个支撑点,权重ξ(xi)=ri 满足∑ri=1,i=1,2,…,n。 设Ξ是所有设计的集

合,最优设计的目的是在统一各种最优准则的函数Φ中找到某个ξ*∈Ξ,Ξ称为设计空间。
在多响应的模型中,对于任意设计ξ∈Ξ和给定的协方差矩阵Σ,对应的信息矩阵M(ξ,Σ)为:

M(ξ,Σ)=∫X
F(x)Σ-1FT(x)dξ(x)。 (5)

1.2R-最优准则的背景介绍

Dette[24]提出了一种新的“标准化”最优准则,标准化是指最优准则依赖于单个参数估计的标准化方差,由此

可以看出R-最优准则可以消除定量因子的量纲带来的影响。由于D-最优准则是最小化未知参数估计的置信椭

球体[30],除非是在维数比较小的时候比如二维或者三维,否则这个区域既不容易计算也不容易解释,因此考虑参

数估计的另一种常用联合置信区域,即基于Bonferronit-置信区间IVol的p-维矩形[31-32],利用等式(5)可得:

IVol={β∈Rp
βi-̂βn

i ≤̂sntn-k,1-α/2p (M(ξ,Σ)-1)ii,i=1,…,p}。 (6)

其中:̂s2n 和̂β
(n)
i 分别为σ2 和βi 的极大似然估计[33],Rp 为p 维实数空间,于是产生了最小化体积IVol的最优准则。

从上面可以看出此准则与∏
k

i=1

(M(ξ,Σ)-1)ii 成正比,于是有下面的R-最优设计准则的定义。

1.3R-最优准则的定义

根据(6)式的几何意义,定义某一近似设计ξ是R-最优设计准则[24],当满足:
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Φ(ξ)=∏
p

i=1

(M-1(ξ))ii=∏
p

j=1
eTpjM-1(ξ)epj →inf

ξ∈Ξ
。 (7)

其中:ξ∈Ξ,M-1(ξ)是信息矩阵的逆矩阵,epj为Rp中第j个元素为1的单位向量。

2多响应混料模型的R-最优设计

Scheffé于1958年提出了混料试验设计的单纯形格子设计{q,m},对于q个变量m 阶的单纯形格子设计,其

中的混料变量属于集合 0,1m
,2
m
,…,{ }1 ,在{q,m}单纯形格子设计中一共包含

q+m-1æ

è
ç

ö

ø
÷

m
个设计点,例如:{3,1}

单纯形格子设计包含(1,0,0),(0,1,0),和(0,0,1)3个纯分量点,而{3,2}单纯形格子设计共包含6个设计点:除

了包含上面的3个纯分量点还包括 1
2
,1
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷0 ,12

,0,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,0,12

,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 3

个二分量点。本文涉到及的混料试验设

计的试验点是q分量二阶单纯形格子设计{q,2},它的设计点为顶点(1,0,…,0),…,(0,0,…,0,1)和各边中点

1
2
,1
2
,0,…,æ

è
ç

ö

ø
÷0 ,…,0,…,0,12

,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
。由于顶点和各边中点的对称性,在顶点处给予相同的测度,在各边中点

处给予相同的测度。
基于最优准则的混料试验设计分为精确设计和近似设计,精确设计是在每个试验点xi 给予测度pi 且npi

(i=1,2,…,n)为整数,而近似设计删除了对npi 为整数的要求。本文考虑近似设计,在混料试验设计中,它的特

点是在顶点处有相同的权重记为r1,在各边中点处有相同的权重记为r2。记p 个设计点(包括C1q 个顶点和C2
q

个边中点)的R-最优设计为ξ*,则有:

ξ*=
(1,0,…,0) … (0,…,0,1) (1/2,1/2,0,…,0) … (0,…,0,1/2,1/2)

r1 … r1 r2 … r
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

,

其中:p=C1q+C2q,并且测度r1,r2满足C1qr1+C2qr2=1。
模型(2)信息矩阵M(ξ,Σ)中F(x)=diag(fT

1(x),fT
1(x)),由于在计算信息矩阵时需要用到Σ-1,为了计算

的简便,假设Σ-1=
a cæ

è
ç

ö

ø
÷

c b
,通过计算可得信息矩阵为:

M(ξ,Σ)=∑
q

i=1
F(xi)Σ-1FT(xi)+∑

C2q

j=1
F(xj)Σ-1FT(xj)=

a cæ

è
ç

ö

ø
÷

c b
⊗ r1+q-1

4 ræ

è
ç

ö

ø
÷2 Iq+r2

4
æ

è
ç

ö

ø
÷U r2
8

æ

è
ç

ö

ø
÷

c
b
⊗VT

r2
8
(c b)⊗VT 1

16br2IC2

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

q

=
A Bæ

è
ç

ö

ø
÷

C D
。

其中:Iq,IC2q
为q阶和C2

q 阶单位矩阵,V 为C2
q×q的0-1型矩阵,其中第一行前两个元素全为1,后q-2个元素全

为0,其余行是第一行按字典顺序做的全排列。U=1q×11Tq×1-Iq,1q×1为全为1的列向量,比如当q=4时,有:

VC24×4=V6×4=

1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

0 0 1 1

,U4×4=

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

1 1 1 0

,

注意到:

BD-1C=r24
æ

è
ç

ö

ø
÷

c
b
⊗V

æ

è
ç

ö

ø
÷

T ((c b)⊗V)=r24
æ

è
ç

ö

ø
÷

c
b
(c b

æ

è
ç

ö

ø
÷)⊗(VTV)=

r2
4

c2
b cæ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

c b
⊗((q-1)Iq+U),

从而:
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A-BD-1C=
W cr1Iq

cr1Iq br1I
æ

è
ç

ö

ø
÷

q

,

其中:

W= ar1+
(q-1)r2
4 a-c

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

b Iq+
r2
4 a-c

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

b U。

令K=
W cr1Iq

cr1Iq br1I
æ

è
ç

ö

ø
÷

q

,有:

L=W-c
2r1
bIq= a-c

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

b r1+
(q-1)
4 ræ

è
ç

ö

ø
÷2 ar1+

(q-1)r2æ

è
ç

ö

ø
÷

4 Iq+ a-c
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

b
r2
4U=sIq+tU,

其中:s= a-c
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

b r1+
(q-1)
4 ræ

è
ç

ö

ø
÷2 ,t= a-c

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

b
r2
4
,于是由(5)式得L-1,K-1,M-1(ξ,Σ):

L-1= 1
s2+(q-2)st-(q-1)t2

((s+(q-2)t)Iq-tU),

K-1=
L-1 -c

bL-1

-c
bL-1 1

br1Iq+c
2

b2L

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷-1

,

M-1(ξ,Σ)=
K-1 -2bK-1 æ

è
ç

ö

ø
÷

c
b
⊗VT

-2bK-1(c b)⊗VK-1 16
br2IC2q+

4
b2
(c b)⊗VK-1 æ

è
ç

ö

ø
÷

c
b
⊗V

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷T

。

于是有:

∏
2q

i=1
eTiK-1ei= s+(q-2)t

s2+(q-2)st-(q-1)t
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

q 1
br1+c2

b2
s+(q-2)t

s2+(q-2)st-(q-1)t
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

q
。

又因:

16
br2IC2q+

4
b2
(c b)⊗VK-1 æ

è
ç

ö

ø
÷

c
b
⊗VT=16br2IC2q+

4
br1VV

T,

由(7)式计算得:

Φ(ξ)=∏
2q+C2q

i=1
eTiM-1(ξ,Σ)ei=

s+(q-2)t
s2+(q-2)st-(q-1)t
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

q 1
br1+

c2
b2

s+(q-2)t
s2+(q-2)st-(q-1)t

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

q 16
br2+

8
br

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

C2q。

由此可以看出多响应混料模型的R-最优设计与协方差矩阵Σ-1相关。多响应中对于设计ξ*∈Ξ是R-最优

设计的等价定理,文献[25]给出了详细证明,接下来给出此R-最优设计的等价定理,将它应用在多响应混料试验

设计中,并在例2中将利用等价性定理验证所得设计的最优性。
对于模型(2),记:

φ(x,ξ)=sup
x∈X
trM-1(ξ)FT(x)Σ-1F(x)M-1(ξ)∑

p

i=1

eieT
i

eT
iM-1(ξ)e{ }

i
, (8)

则对一个设计ξ*是R-最优设计,当且仅当φ(x,ξ*)=p,并且在设计ξ*的支撑点处取得极大值。基于此用下面

的两个例子来说明如何求多响应混料试验设计的R-最优设计。

3多响应混料模型的R-最优设计例子

因为协方差矩阵与对应的逆矩阵的乘积为单位矩阵,于是由ΣΣ-1=I2 可得:

σ21 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷2

2

a cæ

è
ç

ö

ø
÷

c b
=
1 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 1
。

计算可得:a= 1
σ21(1-ρ2)

,b= 1
σ22(1-ρ2)

,c= -ρ
σ1σ2(1-ρ2)

。
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接下来对给定的方差σ21,σ22 和相关系数ρ,分别计算不同q值下的R-最优设计。
例1 在此例中有两个变量x1,x2,即q=2,于是模型化为如下形式:

y1=β11x1+β12x2
y2=β21x1+β22x2+β212x1x{

2

。

在此模型中方差与协方差矩阵的假定与(2)式相同,于是回归函数的矩阵形式为:

F(x)=
x1 x2 0 0 0
0 0 x1 x2 x1x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

。

前面已经分析了信息矩阵及逆矩阵的形式,在此给出对应的矩阵V,K,U 的表达式:

V1×2 ( )= 1 1 ,U2×2=
0 1æ

è
ç

ö

ø
÷

1 0
,K4×4=

2r1+r24
r2
4 r1 0

r2
4 2r1+r24 0 r1

r1 0 r1 0
0 r1 0 r

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

1

。

且假定ρ2=0.5,σ21=1,σ22=2时,有a=2,b=c2=1,根据R-最优设计设计有:

min
r1+r24

r1+r2æ

è
ç

ö

ø
÷

4
2

- r2æ

è
ç

ö

ø
÷

4

æ

è

ç
ç
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ö

ø

÷
÷
÷

2

2

1
2r1+

r1+r24

2 r1+r2æ

è
ç

ö

ø
÷

4
2

- r2æ

è
ç

ö

ø
÷

4
é
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êê

ù

û
úú

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

2

2

8
r2+

4
r

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷1
。

于是在混料试验设计的基本约束2r1+r2=1下用拉格朗日乘数法求极小值问题。
设Φ是拉格朗日函数:

Φ=
r1+r24

r1+r2æ

è
ç

ö

ø
÷

4
2

- r2æ

è
ç

ö

ø
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4
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4
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ø
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1
+λ(2r1+r2-1)。

通过Φ分别对r1,r2 及λ的偏导为0所得的方程组,计算可得:r1=0.3937,r2=0.2126,从而在q=2时R-

最优设计ξ*
2 为在顶点(1,0)处测度为0.3937,在二顶点 1

2
,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

处测度为0.2126,即:

ξ*
2 (x)=

(1,0) (0,1) 1
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
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0.3937 0.3937 0.2126
。

例2 考虑两响应的混料模型,变量为q=3,即x=(x1,x2,x3)时的R-最优设计,对应的模型形式为:

y1=β11x1+β12x2+β13x3
y2=β21x1+β22x2+β23x3+β212x1x2+β213x1x3+β223x2x{

3

。

类似于例1,这里给出对应的矩阵V,K,U 的表达式:

V3×3=
1 1 0
1 0 1
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。
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且假定ρ2=0.5,σ21=1,σ22=2时,有a=2,b=c2=1,根据R-最优设计有:

min
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。

于是在混料试验设计的基本约束3r1+3r2=1下用拉格朗日函数法求极小值问题:

Φ=
r1+3r24
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通过Φ分别对r1,r2 及λ的偏导为0所得的方程组,计算后可得r1=0.1400,r2=0.1933,从而在q=3时

R-最优设计ξ*
3 为在顶点(1,0,0)处测度为0.1400,在二顶点 1

2
,1
2
,æ

è
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ø
÷0 处测度为0.1933,即:
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。

下面验证q=3时的等价定理,即满足(8)式。
证明 对于顶点x=(1,0,0,0,0,0),有

φ(x,ξ)=trM-1(ξ)FT(x)Σ-1F(x)M-1(ξ)∑
p

i=1

eieT
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eT
iM-1(ξ)e{ }

i
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i
。 (9)

其中:
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。

将以上结果以及在q=3时根据R-最优设计求出的r1,r2 代入(9)式可得φ(x,ξ)=9,即在顶点处满足等价

定理。同理可以证明在各边中点处也有φ(x,ξ)=9成立。从而证明在q=3时,φ(x,ξ)的极大值在各个试验点处

取得。 证毕

4总结与展望

本文考虑了具有一阶与二阶Scheffé模型的两响应的R-最优设计,发现最优权重的计算与协方差矩阵密切

相关。在给出协方差矩阵一般表达式的情况下,得到对于任意维变量x的R-最优设计的表达式。通过两个例子

介绍了在具体情况下的R-最优设计的计算,并且在q=3时候验证了R-最优设计的等价定理成立。因此可以考

虑在已知协方差的情况下利用本文给出的方法进行两个响应(Scheffé一阶和Scheffé二阶)的R-最优设计。
以后的研究方向可以考虑在本文基础上的其他最优设计,或者将二响应混料模型拓展到多个响应。多响应

的混料模型的最优设计和协方差的关系也有待解决,根据参考文献[22]可知特殊情况下有结论:当每个响应的

模型函数都相同时最优设计和协方差无关,此时等同这一单响应的最优设计。关于多响应的最优设计和协方差

在其他情况下的关系还有待研究。
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R-OptimalDesignofMulti-ResponseMixtureModel

ZHANGXinfeng1,HAOHonghua1,LIGuanghui2

(1.SchoolofEconomicsandStatistics,GuangzhouUniversity,Guangzhou510006;

2.SchoolofScience,KailiUniversity,KailiGuizhou556011,China)

Abstract:[Purposes]TheR-optimaldesignwiththefirst-orderandthesecond-orderlinearmixturemodelsisstudied.[Methods]

ThecorrelationbetweentheresponsesshowsthattheR-optimaldesignoftwolinearmixturemodelsisrelatedtothecovariance
matrix.Itmadetheconstructionofoptimaldesignundersuchmodelsmorecomplicated.Intheundeterminedcovariancematrix,the

generalexpressionofthediagonalproductofthecorrelationmatrixisgivenaccordingtothedefinitionoftheR-optimalcriterion.
[Findings]TwoconcreteexamplesillustratehowtosolvetheR-optimaldesignunderthegivencovariancematrix,andthe
equivalencetheoremofexample2satisfyingthemulti-response.[Conclusions]Foranytworesponsemixturemodels,thismethod
canbeusedtosolvetheR-optimaldesign.
Keywords:multi-response;mixtureexperiment;R-optimal;equivalencetheorem
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