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:%>

!

4

"

L1

(

则有
+L!

#

/!

#

"M!

"

[D

/

:%>

#

!

(

D

[

D

!

"

2

!

"

*

D

* +

[D

4

! "

(这里的
#

"M!

为对角矩阵%

#

!

(

D

[

D

!

"

2

!

"

*

D

为三对角
矩阵%解上述方程组只需解出多个右端向量的三对角系统%为线性复杂度%需要进行

+

!

(

D

(

!

"次运算(

由于!

J

"%!

E

"式具有相似的形式%因此%可运用同样的方法对!

E

"式进行交替分裂迭代(

!@!

收敛性分析及最优参数的计算
下面将对!

D"

"式的收敛性进行理论分析%!

D"

"式收敛当且仅当
$

!

-

!

#

""

.

D

(定理
!

将给出!

D"

"式的收敛
结果(

定理
!

!/

#

0

"

%迭代格式!

D"

"是收敛的%即有
$

!

-

!

#

""

1%

!

#

"

.

D

%其中#

%

!

#

"

L 8/X

&

$'

!

2

[D

"

&

[

#

&

M

#

(

证明
!

令
-

#

!

#

"

L

!

#M

#

!

"

-

!

#

"!

#M

#

!

"

[D

%由
"

%

#

对称正定性%则有#
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第
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$

!

-

!

#

""

L

$

!

-

#

!

#

""

1

-

#

!

#

"

!

L

!

#

"[!

(

!

"!

#

"M!

(

!

"

[D

!

#

!

(

!

[#

"!

#M

#

!

(

!

"

[D

!

1

!

#

"[!

(

!

"!

#

"M!

(

!

"

[D

!

!

#

!

(

!

[#

"!

#M

#

!

(

!

"

[D

!

L

$

!!

#

"[!

(

!

"!

#

"M!

(

!

"

[D

"

$

!!

#

!

(

!

[#

"!

#M

#

!

(

!

"

[D

"

L8/X

%

$'

!

"

"

D[

#

%

DM

#

%

8/X

($'

!

#

"

#

[

(

#

M

(

(

又因为
#

0

"

%

(0

"

%故#

[

(

#

M

(

1

D

%则有#

$

!

-

!

#

""

1

8/X

%

$'

!

"

"

D[

#

%

DM

#

%

L 8/X

&

$'

!

"

[D

"

&

[

#

&

M

#

L

2

%

!

#

"

.

D

(

可见
$

!

-

!

#

""

1%

!

#

"

.

D

( 证毕
由于迭代矩阵的谱半径越小%迭代的收敛速度越快(因此%为了使迭代算法拥有更快的收敛速度%需要选择

合适的参数
#

%使得迭代矩阵
-

!

#

"的谱半径
$

!

-

!

#

""尽可能小(由于在实际处理过程中找到最小的谱半径
$

!

-

!

#

""比较困难%因此%本文考虑求取谱半径的上界
%

!

#

"最小%最佳参数
#

"就是取谱半径的上界
%

!

#

"最小的
值(在定理

(

中将给出交替方向分裂迭代算法的最优迭代参数
#

"

(

定理
(

!

令
%

86.

L 86.

%

$'

!

"

"

!

%

"%

%

8/X

L8/X

%

$'

!

"

"

!

%

"%则
#

"

L/-

4

86.

#

0

"

%

!

#

"

L

D

%

8/X

%

86.槡 时为最优迭代参数(

证明
!

易知
%

!

#

"

L 8/X

&

$'

!

"

[D

"

&

[

#

&

M

#

L8/X

%

[D

86.

[

#

%

[D

86.

M

#

%

%

[D

8/X

[

#

%

[D

8/X

M

#

0 1

(易知%当
%

!

#

"最小时%需满足%即#

#

"

L

D

%

8/X

%

86.槡 % !

D(

"

取最优参数时%

%

!

#

"

"

L

%

8/X

%

86.槡[D

%

8/X

%

86.槡MD

( 证毕

注
!

同理%计算!

E

"式的交替分裂迭代格式及最优参数选取与!

J

"式的计算过程类似(

由定理
!

,定理
(

可知%迭代格式!

D"

"的渐进收敛速度#

3

]

!

-

!

#

"

""

L[0+

4

D"

$

!

-

!

#

"

""

3

[0+

4

D"

%

!

#

"

"

L0+

4

D"

%

8/X

%

86.槡MD

%

8/X

%

86.槡[D

(

即误差减少
D"

倍%需要迭代次数为
0+

4

D"

%

8/X

%

86.槡MD

%

8/X

%

86.槡[D

&

'

4

5

[D

(

!@(

预处理迭代算法
已经证明在

/

#

0

"

的条件下%格式!

#

"式是收敛的%但在实际运算过程中%收敛速度仍不够快%下面将介绍预
处理方法对它进行加速(

通过!

#

",!

D"

"式%可以将线性系统
,

$L%

等价于!

![-

!

#

""

$L/

[D

!

#

"

,

$L5

(这里的
5L/

[D

!

#

"

%

%可以
运用̂

_PS$

算法*

DI

+来计算上述的线性系统%其中
/

[D

!

#

"

,

为预处理之后的矩阵%而矩阵
/

!

#

"为预处理子(

由定理
!

知
$

!

-

!

#

""

.

D

%则预处理后的系数矩阵
/

[D

!

#

"

,

L![-

!

#

"的特征值聚在复平面上以!

D

%

"

"为中心%

半径小于
D

的圆内部%由此可知预处理的̂
_PS$

算法速度很快(

(

数值实验
为了验证上文所提出的交替分裂迭代及相应预处理方法的有效性%本章内容将以

_/<0/̀ P!"!"/

为计算工
具进行数值实验(为验证本文格式的精确性以及可靠性%在所有测试中%均选择最优参数

#

"进行实验%当相对
残差减小至

D"

个数量级!即
%[

,

$

.

!

1

D"

[D"

%[

,

$

"

!

"时%停止迭代%其中
$

"为零向量(规定误差为
4

%--+-

L

JI
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&

5

[6

!

$

'

"

]

%其中#

&

5

表示数值解%

6

!

$

'

"表示精确解或参考解(

例
D

!

考虑变系数反应扩散方程%令问题!

D

"中扩散系数函数为
%

!

"

%

#

"

L%

"M

#

%

&

!

"

%

#

"

L%

"[

#

%空间区域为
!

L

*

"

%

D

+

N

*

"

%

D

+%时间区域为*

$

"

%

$

'

+

L

*

"

%

D

+%源项为#

'

!

"

%

#

%

$

%

!

"

LG

$

!

%

"[$

!

%

#

M%

[

#

"

;6.

!

!

$

"

"

;6.

!

!

$

#

"

[%

[($

;6.

(

!

!

$

"

"

;6.

(

!

!

$

#

"

M![!

(

%

边界条件为齐次
A6-6>30%<

边界条件%初始条件为
!

!

"

%

#

%

"

"

L;6.

!

!

$

"

"

;6.

!

!

$

#

"(精确解为
!

!

"

%

#

%

$

"

L%

[$

;6.

!

!

$

"

"

;6.

!

!

$

#

"(

选取时间和空间步长为
D

$

D"

%

D

$

!"

%

D

$

G"

%

D

$

I"

%分别将这些步长带入算法中实现(表
D

所示为
"

L6L

"

"L

"

#

LD

$

D"

%

D

$

!"

%

D

$

G"

%

D

$

I"

时最大模误差,近似收敛阶,迭代次数及计算时间(这里迭代次数为每个时间步迭
代次数的平均值(由表

D

可知#改进
A+,

4

0/;

分裂方法是二阶收敛的%交替分裂迭代方法所需计算时间最短%预
处理̂

_PS$

迭代方法所需迭代次数最小%且交替分裂迭代方法和预处理̂
_PS$

迭代方法在迭代次数和计算
时间方面的结果都优于未预处理̂

_PS$

迭代方法%由此可看出本文所提出的预处理方法在很大程度上加快了
线性系统的迭代速度%减少了计算成本(

表
D

!

例
D

的数值结果
V/̀ 'D

!

7,8%-6>/0-%;,0<;1+-%X/8

&

0%D

"

6

最大模误差 近似收敛阶 交替分裂迭代法 预处理̂
_PS$

未预处理̂
_PS$

迭代次数 计算时间$
;

迭代次数 计算时间$
;

迭代次数 计算时间$
;

D

$

D" D

$

D" G@IG#"%["!

2

DI@( "@DJ#" DD@) "@"GG! JG@I "@")!(

D

$

!" D

$

!" D@D#E(%["! !@"DE# DJ@J "@"(J! D"@# "@"J)J D!!@) "@!DDI

D

$

G" D

$

G" (@""()%["( D@##)D DJ@E "@"I!D DD@" "@D(JD !("@G D@!("G

D

$

I" D

$

I" E@)DDE%["G D@###G DE@G "@)!EJ DD@" D@DIJ# G")@# ()@#(GE

图
D

所示为迭代矩阵
-

!

#

"

"的特征值分布%由图
D

可见#

(L(

D

L(

!

时%

-

!

#

"

"的特征值聚在复平面上一
个以!

"

%

"

"为中心%半径小于
D

的范围内(因此%本文所介绍的交替分裂迭代算法是收敛的算法(

/ `

> Z

图
D

!

例
D

迭代矩阵
-

!

#

"

"的特征值分布图
a6

4

'D

!

V3%Z6;<-6̀,<6+.+1%6

4

%.:/0,%;+16<%-/<6:%8/<-6X-

!

#

"

"

1+-%X/8

&

0%D
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最后对最优参数的选取进行分析%观察图
!

可知%

%

!

#

"恒大于
$

!

-

!

#

""%为
$

!

-

!

#

""的一个上界(当
#

L

#

"

时%

%

!

#

"

"达到了最小%从而验证了定理
!

(

/ `

> Z

图
!

!

例
D

的
%

!

#

"与
$

!

-

!

#

""关于不同
#

的变化图
a6

4

'!

!

R0+<+1

%

!

#

"

/.Z

$

!

-

!

#

""

b6<3-%;

&

%><<+Z611%-%.<

#

1+-%X/8

&

0%D

例
!

!

考虑反应扩散方程%令!

D

"式中扩散系数函数为
%

!

"

%

#

"

L"@D

!

"

!

M!

"%

&

!

"

%

#

"

L"@D

!

#

!

M(

"%空间区
域为

!

L

*

"

%

D

+

N

*

"

%

D

+%时间区域为*

$

"

%

$

'

+

L

*

"

%

"@D

+%源项为
'

L;6.

!

!

"(边界条件为齐次
A6-6>30%<

边界条
件%初始条件为

!

!

"

%

#

%

"

"

LD"""";6.

!

I

$

"

"

;6.

!

$

#

"(将时间步长取
D

$

D""""

时得到的数值解作为例
!

的参
考解(

固定空间步长为
D

$

DJ"

%选取时间步长为
D

$

D""

%

D

$

!""

%

D

$

G""

%

D

$

I""

%

D

$

DJ""

%

D

$

(!""

%分别将这些步长带
入算法中实现(表

!

所示为固定
6LD

$

DJ"

时最大模误差,近似收敛阶,迭代次数及计算时间%从表
!

可以再次
看出此算法能很好地达到二阶精度%且预处理之后的交替分裂迭代方法和预处理̂

_PS$

迭代方法均比未预处
理̂

_PS$

迭代方法迭代次数更小,计算时间更少%此结果再次验证了本文所提出预处理方法的有效性(

表
(

所示为固定时间步长
"

LD

$

G"

%选取空间步长为
D

$

I"

%

D

$

DJ"

%

D

$

(!"

%

D

$

JG"

带入算法中实现的相关结
果(由表

(

可知%交替分裂迭代方法和预处理̂
_PS$

迭代方法的迭代次数不随空间步长的不同而发生变化%

且预处理方法所产生的结果更为优越(

表
!

!

例
!

的数值结果
V/̀ '!

!

7,8%-6>/0-%;,0<;1+-%X/8

&

0%!

"

6

最大模误差 近似收敛阶
交替分裂迭代法 预处理̂

_PS$

未预处理̂
_PS$

迭代次数计算时间$
;

迭代次数计算时间$
;

迭代次数计算时间$
;

D

$

D""

D

$

!""

D

$

G""

D

$

I""

D

$

DJ""

D

$

(!""

D

$

DJ"

I@G(##%["(

(@JI)I%["(

D@"J!)%["(

!@E(E"%["G

J@EJE)%[")

D@)J!!%[")

2

D@D#)!

D@E#G)

D@#)JI

!@"D)#

!@DD)"

#@#

D"@#

DD@#

D!@G

D!@E

D!@I

"@DJ!E

"@!#II

"@J!IJ

D@(DJD

!@J())

)@!"E#

J@"

J@D

E@"

E@D

E@G

E@)

"@GGGI

"@GJDE

D@"DGJ

D@#E!D

G@"ED)

I@!DGI

D!"@I

EJ@I

GI@#

(D@D

D#@D

D!@J

(@J!!G

G@G)ID

)@E!D!

I@I()#

I@#!DD

#@EE"!
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表
(

!

例
!

的数值结果
V/̀ '(

!

7,8%-6>/0-%;,0<;1+-%X/8

&

0%!

"

6

交替分裂迭代法 预处理̂
_PS$

未预处理̂
_PS$

迭代次数 计算时间$
;

迭代次数 计算时间$
;

迭代次数 计算时间$
;

D

$

G"

D

$

I"

D

$

D""

D

$

D!"

D

$

DG"

D

$

DJ"

DD@(

DD@(

DD@(

DD@(

DD@(

"@"!GE

"@"((#

"@"GI!

"@"))I

"@"J#D

)@)

)@)

)@)

)@)

)@)

"@"(EG

"@"G#J

"@"J)D

"@DDJ#

"@"IJE

E#@G

D"I@J

D("@#

DJE@D

D#J@#

"@(DJD

"@E(J(

D@DJII

D@#!EI

!@!(#I

图
(

与图
G

为迭代矩阵
-

!

#

"

"的特征值分布图与最优参数选取的分析图(由图
(

可知%

-

!

#

"

"的特征值聚
在一个以!

"

%

"

"为中心%半径小于
D

的范围内%故达到了收敛效果%再次验证了收敛性理论分析结果的正确性(

由图
G

可知%当
#

L

#

"时%

%

!

#

"

"达到了最小%从而再次验证了最优参数理论分析的结果(

/ `

图
(

!

例
!

迭代矩阵
-

!

#

"

"的特征值分布图
a6

4

'(

!

V3%Z6;<-6̀,<6+.+1%6

4

%.:/0,%;+16<%-/<6:%8/<-6X-

!

#

"

"

1+-%X/8

&

0%!

/ `

图
G

!

例
!

的
%

!

#

"与
$

!

-

!

#

""关于不同
#

的变化图
a6

4

'G

!

R0+<+1

%

!

#

"

/.Z

$

!

-

!

#

""

b6<3-%;

&

%><<+Z611%-%.<

#

1+-%X/8

&

0%!

G

结语
本文提出了一种变系数反应扩散方程的快速预处理迭代算法%运用改进

A+,

4

0/;

分裂方法对时间方向进行
离散%对离散后的线性系统%用一类交替分裂迭代法进行计算%研究结果表明了该交替分裂方法具有无条件收敛
性%且数值算例验证了新方法的有效性(
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