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一种新的关于行动决策问题的后验概率的计算方法"
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摘要#&目的'从一个实际的贝叶斯检验例子出发%为克服此类型问题中后验概率计算的复杂性%提出改进计算方法(&方
法'通过数值实验引出改进后的计算方法%并在理论上证明了改进方法的可行性与准确性(&结果'在该方法的基础上加
以推广使它适用更复杂的情况%最后的算例分析进一步表明该方法的推广是成立的(&结论'基于本文提出的后验概率的
计算方法%不仅未使最后的计算结果发生改变%而且使得计算的步骤得到了极大的简化(

关键词#贝叶斯推断)先验分布)后验分布)行动决策
中图分类号#
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文献标志码#
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文章编号#
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贝叶斯统计作为统计学派的一个分支%最早由英国学者贝叶斯提出%后被统计学者们发展为一种系统的统
计推断方法(贝叶斯统计方法常被应用于分类*

DKG

+

,预测*

)KH

+

,决策*

#KD"

+

,控制工程*

DD

+等(贝叶斯统计在考虑统计
推断问题时除了利用抽样信息以外%还利用参数的先验信息%当先验信息足够多时%可获得先验分布*

D!

+

(贝叶斯
统计在面对决策问题时%常常利用后验概率最大的类作为输出%如经典的朴素贝叶斯*

D(

+

%它在解决决策问题时运
算效率往往较高(

当贝叶斯理论用于解决包含复杂步骤的产品检验一类实际问题时%为提高产品的质量和决策的可信度并减
少检验的偶然性%一般采取分步检验*

DG

+

(这类序贯分析的方法在控制工程中是常见的%因为使用这种方法可以
在每步检验的过程中通过改进技术来增加产品的质量%从而提高经济效益(同时使用此种检验方法要求每一步
检验的先验信息都基于前一步检验的后验信息%这是合理的)否则%若每次检验都基于最初的先验信息%那么所
谓的先验信息将失去本质含义(

上述情形所面临的实际问题是在做最终决策时会涉及大量且复杂的运算%同时也会消耗较多的财力,物力
和时间%而运算的复杂程度与检验步骤的数量是正相关的%这意味着可以通过减少检验步骤来提高做决策的效
率%但此时必须承担一定的检验偶然性和低可信度的风险*

D)

+

(目前在现有文献中并未检索到合理解决上述问题
的方法%基于此%本文鉴于贝叶斯检验过程的复杂步骤导致后验概率计算的复杂性%提出一种仅依赖于抽样总数
和不满足要求产品数的贝叶斯推断方法%该方法不仅未影响决策的最终选取%还会大大简化计算过程%提高运算
的效率(此外本文不仅在理论上给出了证明%而且将该方法推广至更一般的情形%并以一个实际的例子用于检
验该方法的可行性(

本文主要内容安排如下#第
D

节介绍文中涉及的一些预备知识)第
!

节基于文献*

DJ

+中的具体实例提出问
题%给出了两种不同情况的变式)第

(

节给出了合理解决所提问题的方法%并进一步探讨该方法%使它适用于更
复杂情形)在第

G

节中提供一个例子%通过对比两种方法得到的结果%论述本文所提的方法的简洁性)第
)

节总
结全文(本文所有实验数据均基于

L

软件计算得出%结果具有可靠性(

D

预备知识
本节主要介绍一些基本定义和贝叶斯推断的基本方法(
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定义
D
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由参数
!

的先验信息确定的概率分布称为先验分布%用
"
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"表示随机变量
!

的概率函数(

定义
!

*

D!

+

!

在获得样本
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之后%
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的后验分布就是给定
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定义
(

!

将采取某种决策后所取得的最终效果称为决策效果(

定义
G

!

在采取某种决策后生产的产品中随机抽样%未达到该决策预期的产品称为不满足要求的产品(

!

问题提出
文献*

DJ

+中给出了一个实例#为提高产品质量%决定增加投资来改进设备%现有两种决策(

!
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#改进设备后%

高质量产品占
#"W

)
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#改进设备后%高质量产品占
E"W

(由过去的经验认为
!

D

的可信度有
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%
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的可信度
有
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%为规避主观经验的影响%前后做了两次试验
I

%

M

(实验
I

#试制
)

个产品%全是高质量(在实验
I

之后
再做实验

M

#试制
D"

个产品%其中
#

个高质量(在本文中%给出上述例题的两种变式情况(

变式
D

!

将实验
I

和实验
M

合并为一个实验
2

#试制
D)

个产品%其中优等品
DG

个%计算实验
2

情形下两种
决策的后验概率
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"并与没发生变化的情况下两种决策的后验概率
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D
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"的值进行
比较(
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根据实验
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可得%两种决策的先验概率分别为#
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(于是%实验
2

在两种决策下的条件概率分别为#
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在实验
2

的情形下%计算各决策的后验概率所需的步骤由原来的两步变成了一步%也即是原来的实验
M

是
需要依赖实验

I

的%而变式之后仅依据总的抽样数和不满足要求产品数即可%将上述计算过程通过
L

软件实现%

计算结果如表
D

所示(表
D

中将该结果与文献*

DJ

+中的结果进行了对比(

表
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变式
D

的后验概率值
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表中的!
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中不满足要求产品数为
D

%在实验
M

中不满足要求产品数为
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"表示在实验
I

中不满足要求产品数为
"

%在实验
M

中不满足要求产品数为
D

(本文在后面小节用同样的方法表示不满足要
求产品的归类(

通过表
D

的具体数据观察发现%将两个实验合成一个实验%抽样总数和不满足要求产品数等于这两次实验
的总和%仅通过一步计算得来的后验概率值与之前分为两步进行计算的后验概率的值是一样的%这也就说明了
将二者合为一个实验不会对所做的决策产生影响(但变式

D

的情况考虑较为简单%并未很好地体现本文所提出
新方法计算的简洁性%且不满足要求产品数仅为

D

可能比较偶然%因此提出以下更复杂的变式
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仍考虑实验
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为试制
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个产品%实验
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为试制
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个产品%所得不满足要求产品数如表
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类所示%将实验
I

%

M

合并为实验
2

#试制
D)

个产品%其中优等品
DD

个%计算变式
!

情形下的后验概率
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"的值进行比较(

未发生变化情形下的后验概率计算步骤仍如文献*
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+中所示%不过相应的不满足要求产品的分类会发生改
变%变式

!

的计算步骤类似于变式
D

%同样相应的不满足要求产品的分类会发生改变%基于
L

程序显示的结果如
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变式
!

情形说明%即使不满足要求的产品数不为
D

%分类情况更复杂%将两次实验合为一次实验%最后的后验
概率值也没有发生改变(

由表
D

和表
!

的数据可以得出结论#若将实验分成两步进行%且后一步的先验信息为前一步的后验信息时%

所计算的后验概率与将两者结合成一步计算所得结果是一致的%并且这里的后一步的先验信息基于前一步的后
验信息是合理的(由此可以看出%基于先验信息,抽样总数和不满足要求产品的个数计算后验概率使得计算过
程得到了大大的简化%并且结果并未发生改变(本文将在第

(

节给出理论证明%并对分步情况进行进一步推广%

使得该方法在更复杂的情况下也适用(
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理论证明并推广
本节首先将结果以定理或推论的形式给出%然后给出相应的证明(
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(

!

!
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""
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#

D

+

5

$
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0

#

D

"

!

!

0

"

(

!

!

0

"

$

4

5

#

D

*

5

.
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5

!

D

.

(

!

!

0
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$

4

5

#

D

+

5

%

'

#

D

%

!

( !

D)

"

将!

DG

"式化简正是!

D)

"式%于是推论
!

得证( 证毕
推论

(

!

对于
-

!

-

%

!

"种决策
!

D

%

!

!

%-%

!

-

%设采取这
-

种决策所取得的决策效果分别是
(

!

!

D

"%

(

!

!

!

"%-%

(

!

!

-

"%它们的先验分布分别为
"

!

!

D

"%

"

!

!

!

"%-%

"

!

!

-

"%若进行了
4

次实验分别记为
I

D

%

I

!

%-%

I

4

%其中每次实
验抽取的产品数目分别为

*

D

%

*

!

%-%

*

4

%且每次实验不满足要求产品数为
+

D

%

+

!

%-%

+

4

%将前
$

次实验合成的
一次实验记为

M

$

%那么由前
4

次实验合成的实验
M

4

所算得的各决策的后验概率与由实验
I

D

%

I

!

%-%

I

4

所算
得的后验概率一致(

推论
(

的证明可结合推论
D

%

!

的证明过程得出%在下节中将举例说明并检验该推论(

G

算例分析
例

D

!

公司为提高产品的质量%采取
(

种决策
!

D

%

!

!

%

!

(

%所取得的决策效果是高质量产品分别占
"@#

%

"@H

%

"@E)

%但根据以往的经验%这
(

种决策的可信度分别是
"@(

%

"@(

%

"@G

(但产品经理不想用过去的经验来决策此
事%想通过小规模的实验后再下结论%为此前后共做了

(

次实验记为
I

%

M

%

2

%结果分别如下%实验
I

#试制
)

个产
品%均为高质量)为减少检验的偶然性再做实验

M

#试制
D"

个产品%有
#

个是高质量)得到此结果经理还是不太确
认%接着做了实验

2

#试制
D)

个产品%有
D(

个是高质量%现在需要根据实验结果对
(

种决策的选择做出一个
判断(

在本例中%因为
(

次实验是先后进行的%从而每次实验完成之后%对于各决策的可信度会相应发生变化(从
而有两种计算方法#一种是根据题目的步骤%依次计算后验概率%再根据最后一步后验概率的最大值做决策)另
一种是根据本文提出的计算方法%将

(

次实验合在一起令为实验
A

%仅依据最初始的先验概率
"

!

!

D

"

V"@(

%

"

!

!

!

"

V"@(

%

"

!

!

(

"

V"@G

和抽样总数
("

%高质量产品数
!E

进行计算%再根据最后一步后验概率的最大值做决
策(由

L

程序执行结果如下(根据题目要求的步骤算得各后验概率如表
(

"

)

所示(根据本文提出的方法算得
的结果如表

J

所示(

表
(

!

实验
I

的后验概率值
N/Y'(

!

N3%

&

+;<%-6+-

&

-+Y/Y606<

=

+1%[

&

%-68%.<I

"

!

!

D

I

"

"

!

!

!

I

"

"

!

!

(

I

"

"@GEH!#(E "@!J)GD# "@!)J!HE(

表
G

!

实验
M

的后验概率值
N/Y'G

!

N3%

&

+;<%-6+-

&

-+Y/Y606<

=

+1%[

&

%-68%.<M

"

!

!

D

M

"

"

!

!

!

M

"

"

!

!

(

M

"

"@J"H!!H "@!((HJ!H "@D)E#"#(

表
)

!

实验
2

的后验概率值
N/Y')

!

N3%

&

+;<%-6+-

&

-+Y/Y606<

=

+1%[

&

%-68%.<2

"

!

!

D

2

"

"

!

!

!

2

"

"

!

!

(

2

"

"@JE(E!"D "@!!GD"G# "@D"!DE)

表
J

!

实验
A

的后验概率值
N/Y'J

!

N3%

&

+;<%-6+-

&

-+Y/Y606<

=

+1%[

&

%-68%.<A

"

!

!

D
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"

"

!

!

!

A

"

"

!

!

(

A

"

"@JE(E!"D "@!!GD"G# "@D"!DE)

表
(

"

)

依次表示每次实验的后验概率%且实验
M

的后验概率计算依赖实验
I

%实验
2

的后验概率计算依赖
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于实验
M

%即基于分步检验的方法计算最终的后验概率需要
(

步完成)表
J

显示的是实验
A

的后验概率值%只需
一步就可算的最终的结果%对比表

)

发现%尽管二者的步骤不同%但最终的值是一样的%即不影响决策者做最终
的判断%并且可以看到计算的过程得到大大简化(

)

总结
本文从一个实际的贝叶斯检验例子出发%鉴于该例后验概率计算过程的复杂步骤而导致做决策时的低效率

问题%提出一种新的计算方法%理论证明了该方法的可行性%并在此基础上进行了推广%使它适用于更复杂的检
验情形%提供了复杂情形的例子来验证推广形式的可行性%从最后的实验结果可以看出%该方法在复杂情形下也
适用(本文提出的后验概率的计算方法不仅没有改变最终的结果%即不影响最终决策%而且使得过程大大简化%

提高了运算得效率%该方法在更复杂得情形也下适用%在包含复杂步骤的贝叶斯推断过程中利用该方法计算可
节省大量的计算时间(
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