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摘要:【目的】最优传输在实际应用中通常使用Sinkhorn算法求解熵正则化形式得到近似解,考虑Sinkhorn算法的效果容

易受熵正则化参数影响,且难以收敛到最终精确解,提出了一种超松弛形式的近似点算法。【方法】针对原最优传输的近

似点算法,为其中传输计划的迭代计算引入超松弛算子,并给出了超松弛参数计算方法。【结果】在保持算法对正则化参

数具有鲁棒性及可收敛至精确解的优点的同时,所提算法能更快地收敛至精确解。【结论】数值实验表明,相较于原近似

点算法,所提算法进一步提升了收敛速度,在有限的迭代步骤下能够达到更高精度,算法可更好地应用于机器学习。
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最优传输是概率论、偏微分方程和凸优化的活跃交叉研究领域。在讨论两个可分度量空间的距离时,最优

传输可从其中定义的任意概率测度角度给出度量方法,由此定义的距离称为 Wasserstein距离。近些年最优传

输在机器学习尤其深度学习中应用广泛,如在生成对抗网络中,WGAN通过近似 Wasserstein距离训练生成对

抗网络(Generative
 

adversarial
 

network,GAN)[1],使训练稳定性和生成样本多样性均显著提升,而OT-GAN的

损失函数则直接由 Wasserstein距离构成[2];在自然语言处理领域中,最优传输可用于机器翻译任务[3];在医学

图像分割领域,王生生等人[4]将最优传输用于特征选择。而文献[5]中介绍了更多最优传输的相关应用。
然而,最优传输的计算复杂度过高使得应用一直受限。最优传输问题可采用线性规划方法求解精确解[6],

但计算复杂度为O(n3)。近些年来,Lee等人[7]将计算复杂度改进至O(n5/2),但计算时间仍难以接受,因此在实

际应用中很少采用此类算法也即线性规划方法进行最优传输问题的求解。第二类算法是最优传输设定下的标

准优化算法,包括加速梯度下降法[8]和拟牛顿法[9]等。虽然该类算法十分有效,但在近几年才开始兴起,理论分

析仍然有待发展。最后一类且最为普遍的算法涉及到通过传输计划对目标函数进行正则化,称为熵正则化方

法,由Cuturi[10]提出。熵正则化后的目标函数可通过Sinkhorn矩阵缩放算法[11]进行求解。之后,国内外学者在

此基础上提出了多种算法。如:Altschuler[12]提出了Greenkhorn算法,它是Sinkhorn算法的贪婪形式;Alexis
等人[13]提出了Sinkhorn算法的超松弛形式,能进一步加速Sinkhorn算法的收敛速度;Xie等人[14]受熵正则化方

法启发提出了一种快速的近似点算法,使用Sinkhorn算法作为内迭代步骤进行传输计划计算的算法,最终算法

能够收敛至精确的最优传输计划。
本文提出的算法是对Xie等人[14]提出的近似点算法的一种改进。该近似点算法具有能够收敛至最优传输

精确解和对参数选择具有鲁棒性的优点,但实际应用时包括在生成对抗网络等的应用中对算法收敛速度有更高

的要求,在调研了其他Sinkhorn算法的改进算法后,笔者认为该算法的收敛速度有进一步提升的空间。这是由

于近似点算法在内迭代步骤相当于对一个不同形式的熵正则化最优传输问题求解,使用了Sinkhorn算法,而

Sinkhorn算法的收敛速度相对于超松弛的Sinkhorn算法较慢。因此本文将为该近似点算法的内迭代步骤中传

输计划的计算引入超松弛算子,并给出适应于近似点算法的超松弛参数的计算方法,由此得到超松弛的近似点

算法。通过提升内迭代步骤的收敛速度,从而提升整个近似点算法的收敛速度。最后通过理论和实验验证算法

收敛速度是否得到提升。
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1
 

最优传输理论与近似点算法

1.1
 

离散最优传输与Sinkhorn算法

最优传输问题最早由法国数学家蒙日在解决实际运输问题时提出,即在给定代价函数下寻求将一种分布变

换成另一种分布的有效方式。本文所讨论的是离散形式的最优传输问题,它涉及到求解下述的 Wasserstein
距离:

W(μ,v)= min
Γ∈Σ(μ,v)

<c,Γ>, (1)

其中:μ、v为两个概率向量,W(μ、v)是μ,v间的 Wasserstein距离,矩阵c=[cij]∈Rm×n
+ 为代价矩阵,m、n 取值

为正整数,cij 为μ 的第i个和v的第j个支撑点间的距离,Σ(μ,v)={Γ∈Rm×n
+ :Γ1m=μ,ΓT1n=v}。1n 表示元

素均为1的n 维向量,<·>为Frobenius点积。问题(1)的精确解Γ*被称为最优传输计划,通过线性规划方法可

求解问题(1)的精确解,但时间复杂度过高,效率低。

Cuturi[10]则引入了问题(1)的正则化形式,转化为下述的熵正则化最优传输问题:

Wε(μ,v)= min
Γ∈Σ(μ,v)

<c,Γ>+εh(Γ)。 (2)

其中:熵正则化项h(Γ)=ΣijΓijln
 

Γij,ε为熵正则化参数,ε>0。(2)式可采用Sinkhorn矩阵缩放算法快速求解,
首先给定标号:

A1:
R

n1n2 →R
n1

(A1x)i=∑
j
xi,j ,A2:

R
n1n2 →R

n2

(A2x)j =∑
i
xi,j ,

Ck ={Γ∈R
n1n2|AkΓ=uk},u1=μ,u2=v,uk ∈R

nk
+*,k=1,2。

记PC 是在集合C 上的Bregman投影,将它定义为PC(ζ):=argmin
 

KL(Γ,ζ),ζ为任意矩阵,KL(·)表示

计算KL散度,则Sinkhorn算法为:

Γ0=G=e-c/ε,Γl+1=PC2
(PC1

(Γl)),Γ0=G=e-c/ε,Γl+1=PC2
(PC1

(Γl)),lim
l→+∞

Γl=Γ*。

离散形式下的具体迭代步骤为:a(l+1)= μ
Gb(l),b

(l+1)=
v

GTa(l+1)。b
(0)初始化为

1
n1n,G=[Gij],其中Gij=

e
-cij/ε,则Γij=aiGijbj,因此最终可求得矩阵Γ。
1.2

 

近似点算法

Sinkhorn算法应用广泛,但计算效率受正则化参数ε的影响较大,且无法收敛到精确解。本节介绍一种非

确定的近似点算法[14](Inexact
 

proximal
 

point
 

method,IPOT),以下简称为IPOT算法。
根据一般形式的近似点算法[15],构造适用于问题(1)的近似点迭代格式:

Γ(t+1)=arg
 

min
Γ∈Σ(μ,v)

 

<c,Γ>+β
(t)Dh(Γ,Γ

(t))。 (3)

其中:β
(t)为系数,作用及取值范围同参数ε。若:

Dh(X,Y)=∑
n

i=1
Xilog

Xi

Yi
-∑

n

i=1
Xi+∑

n

i=1
Yi。 (4)

将(4)式代入(3)式可得:

Γ(t+1)=arg
 

min
Γ∈Σ(μ,v)

 

<c-β
(t)logΓ(t),Γ>+β

(t)h(Γ)。 (5)

令c'=c-β
(t)ln

 

Γ(t),而在(5)式中,Γ(t)是一个与Γ 无关的确定的矩阵。因此c'可被看成一个新的代价矩

阵,则(5)式转变为形如(2)式的熵正则化最优传输问题。与问题(2)相比,只需将Sinkhorn算法中的Gij 换为

G' ij=e
-c'ij/β

(t)

=Γ(t)
ije

-cij/β
(t)

即可。因此,算法可理解为每一步对G 进行修正和利用Sinkhorn算法进行(5)式的

求解。同时IPOT算法采取在每一步只进行一次Sinkhorn迭代的策略,算法最终仍能收敛至问题(1)的精

确解[14]。

2
 

超松弛的IPOT算法

IPOT算法具有较高的计算效率,本文参考超松弛形式的Sinkhorn算法[13],为IPOT算法的内迭代步骤中

传输计划的计算引入超松弛算子,并为超松弛参数的计算给出新的策略,使收敛速度得到进一步提升。
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2.1
 

超松弛Sinkhorn算法

首先介绍超松弛的Sinkhorn算法,在1.1节Sinkhorn算法中,给定下述标号:

PC1
(Γ)=diag(a)Γ,PC2

(Γ)=Γdiag(b), (6)
其中:diag(·)表示由向量生成对角矩阵,再给定参数ω≥0,为上述的Bregman投影算子引入ω 松弛投影算子

Pω
Ck
,有log

 

Pω
Ck
(Γ)=(1-ω)log

 

Γ+ωlog
 

PCk
(Γ)。

接下来的定理1则给出如何选择超松弛参数ω。在进行每一步超松弛的Sinkhorn迭代时,都分别需要在a
和b方向上分别给定超松弛参数ω,则分别记为Θ1、Θ2。

定理1[13] 根据局部收敛性选定目标参数θ0∈[1;2)(具体方式在2.3节给出),并给定小的安全距离δ>0,
定义Θ*(ω)=sup{ω∈[1;2]|φω(min

 

ω)≥0},其中:

φω(x)=x(1-x-ω)-ωlog
 

x,

Θ(ω)=min(max(1,Θ*(ω)-δ),θ0)。 (7)
则选择的Θk 为:

Θk(Γ)=Θ((AkΓ)÷uk)。 (8)
其中:÷表示对应元素相除,k=1,2,其余变量的符号说明已前文给出。

定理1选择的Θk 即为每一步超松弛Sinkhorn迭代的超松弛参数ω。
2.2

 

超松弛的IPOT算法

Xie等人[14]提出的IPOT算法使用经典的Sinkhorn迭代作为内迭代步骤,并在每个内迭代步骤仅进行一次

Sinkhorn迭代。而由于超松弛形式的Sinkhorn算法是对原Sinkhorn算法的一种加速,一步迭代能够比原

Sinkhorn算法走得更远,而所提的算法采用超松弛形式的Sinkhorn算法,因此性能更优。
图1a展示了Sinkhorn算法的收敛结果,与最优解存在较大的误差。图1b则展示了原IPOT算法的收敛过

程,它通过内外迭代步骤使得收敛结果逐渐逼近且最终能收敛至最优解。图1c则展示了超松弛的IPOT算法的

收敛过程,与原IPOT算法迭代过程类似。但由于内迭代步骤引入了超松弛算子,能够在更少的迭代步骤达到

同等的精度,也即算法的收敛更快。图中3个算法的初始化相同,本文提出的算法如算法1所示,基本框架继承

于原IPOT算法[14]。

a Sinkhon算法 b IPOT算法 c 超松弛的IPOT算法

图1 3种算法迭代过程示意

Fig.1 Iterative
 

process
 

of
 

the
 

three
 

methods

算法1 超松弛IPOT算法框架

输入:概率向量{μ,v},支撑点分别为{gi}mi=1,{hj}nj=1,代价矩阵c=[gi-hj ]。
输出:Γ*

b←
1
m1m

Gij←e
-cij/β

Γ(1)←11T

for
 

t=1,2,3,…
 

do
 Q←G⊗Γ(t)%%􀱋表示对应元素相乘

  for
 

1=1,2,3,…,L
 

do%%通常设定L=1

  a~=μ
Gb
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  ω=Θ(a÷a~)
  a=a1-ω⊗a~ω

  b
~
=

v
GTb

  ω=Θ(b÷b
~)

  b=b1-ω⊗b
~ω

  end
 

for
 Γ(t+1)←diag(a)Qdiag(b)
end

 

for
2.3

 

超松弛参数选择

对于超松弛参数ω 的选择尤为重要,而参数θ0 的选择直接影响超松弛参数ω 的确定。本节主要给出θ0 的

选择策略,之后ω 的具体计算使用(7)、(8)式即可。首先给出超松弛Sinkhorn算法的局部收敛性,并由此给出

参数θ0 选择方式。

图2 收敛性说明

Fig.2 Indication
 

of
 

convergence

定理2[13] Sinkhorn算法的局部收敛性是线性

的,为1-ξ,而超松弛形式的Sinkhorn算法的最佳

局部收敛性为(1-ξ)/(1+ξ),此时θ0=2/(1+

ξ)。若直接使用原超松弛的Sinkhorn算法中的θ0
选择策略,它会造成算法不收敛,见图2。原因是

IPOT算法在每步的Sinkhorn算法后进行了矩阵G
的修正这一外迭代步骤,则每一步的Sinkhorn算法

相当于是在不同的设定下进行的。因此考虑IPOT
算法,根据所要求的精度设定算法停止条件,对每一

次内迭代步骤的Sinkhorn算法进行局部收敛性估

计,再经计算得到不同的θ0(每一步θ0 的计算与原

超松弛的Sinkhorn算法中方法相同),从中选择最

小的即可保证算法收敛性,且能尽量使算法具有较快的收敛速度。
具体地,对于初始两个概率分布分别为a1、a2,近似点算法过程中某一步Sinkhorn内迭代步骤结束后的暂

时结果为a、b。则此时误差为:

E2= a1-a(Qdiag(b))+ a2-b(QTdiag(a))。
根据上式可计算局部收敛性,对于第k个Sinkhorn迭代,局部收敛性估计[13]为

1-ξk
 =

 

1-(E2k-1-E2k
)/E2k

。

则由定理2可得θk
0

 =
 

2/(1
 

+
 

ξk),因此最终θ0 =
 

min{θn
0},此时n=1,2,3,…。

2.4
 

收敛性分析

定理3 对于优化问题,arg
 

min
x∈χ

 f(x)假设{x(t)}、{x(t)
* }分别是IPOT算法和超松弛的IPOT算法的迭代序

列,定义误差序列e(t+1)∈β
(t)[�f(x(t+1))+∂ιχ(x

(t+1))]+[�h(x(t+1))-�h(x(t))],其中:ιχ 为集合χ 的示性函

数,∂ιχ(·)为它的次微分。若{ek}满足∑
∞

k=1
ek < ∞,且∑

∞

k=1

<ek,x(t)>存在并有限,则{x(t)}收敛至x∞,且

f(x∞)=f*。而若对于ρ∈(0,1),有 e(t) ≤ρt,<e(t),x(t)>≤ρt,则{x(t)}线性收敛,{x(t)
* }性质同上。具体地,

令d(t)=d(Γ,Γ(t))=h(Γ)-h(Γ*)-<�h(Γ*),Γ-Γ*>,则:

d(t+1)≤λd(t)+λ(L e(t+1) +<x(t+1),e(t+1)>)。 (9)
{x(t)}和{x(t)

* }的收敛速度均由上式给出。其中L=sup
x∈χ
{x },对于{x(t)},λ取λ1=1/(1+βη1),而对于{x(t)

* },λ

取λ2=1/(1+βη2),η由f(x)-f(x*)≤ηd(x)给出。且有η1<η2,所以λ1>λ2。因此超松弛IPOT算法进一

步提升了收敛速度。
证明 直到(9)式均由文献[14]中定理2给出证明,而要证明η1<η2,因为η1,η2 描述了内迭代步骤分别采
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取的Sinkhorn算法和超松弛的Sinkhorn算法的收敛性,大小关系与两算法的局部收敛性的大小关系保持一致,

此处为了简便起见不妨直接令η1=1-ξ,η2=(1-ξ)/(1+ξ),则有:

η1-η2=1-ξ-(1-ξ)/(1+ξ)=
(1-ξ)2-(1-ξ)2

1-ξ
。

而ξ∈(0,1),则1-ξ<1-ξ,则η1-η2<0,即η1<η2。 证毕

3
 

实验结果及分析

本节将通过实验验证本文算法的收敛性能、对参数的鲁棒性及结果的稀疏性,也即将超松弛的IPOT算法

与原IPOT算法、Sinkhorn算法及其改进算法进行对比分析。实验中使用python开源的最优传输计算库

POT[16]采用线性规划方法进行最优传输精确解的求解。

3.1
 

收敛性能

本节将应用算法求解如图3所示的两个高斯混合分布间的 Wasserstein距离及最优传输计划来证明本文算

法的收敛性能提升。红线为a1=0.4φ(·|60,8)+0.6φ(·|40,6),蓝线为a2=0.5φ(·|35,9)+0.5(·|70,

9),其中φ(·|μ,σ2)表示均值为μ,方差为σ2 的一维高斯分布。

图3 两个概率分布输入

Fig.3 Two
 

probability
 

distributions
 

as
 

input

图4 β=0.005时两个算法表现

Fig.4 The
 

iterative
 

process
 

with
 

parameter
 

of
 

0.005

对于较小的β,如β=0.005时,IPOT算法与超松弛的IPOT算法收敛情况如图4所示,图中纵轴的E1=
W-Wlp 表示算法得到的 Wasserstein距离与精确 Wasserstein距离间的误差,其中Wlp 表示精确 Wasserstein

距离,横轴表示迭代次数。从图中可以看到超松弛的IPOT算法在同样的迭代步骤下误差基本上都小于原

IPOT算法,也即为了达到相同的精度,超松弛的IPOT算法可以在更少的迭代步骤完成,收敛速度得到了一定

的提升。
而对于较大的β,如β=0.1时,更多迭代次数下IPOT算法与超松弛的IPOT算法收敛情况如图5所示。

其中E1 和横轴等定义同图4,而E2= a1-a(Qdiag(b))+ a2-b(QTdiag(a)),从两个输入向量角度描述

算法迭代过程中传输计划的误差。从图5a中可以看出,虽然在β较大时,在开始时的一些迭代步骤两个算法收

敛速度几乎没有差别,但在达到一定迭代步骤后,超松弛的IPOT算法相比原IPOT算法在同样的迭代步骤能够

达到更小的误差。图5b从另一个角度也佐证了在同样的迭代步骤下超松弛的IPOT算法误差更小。可以看到

在β较大时,超松弛的IPOT算法在越逼近精确解时表现效果越优于原IPOT算法。
上述实验可以验证,超松弛的IPOT算法相对于原IPOT算法有一定的收敛速度提升,超松弛的IPOT算法

可在更少的迭代步骤达到同等精度,收敛性能更佳。
进一步,将超松弛的IPOT 算法、原IPOT 算法与熵正则化方法的Sinkhorn算法[10]及改进算法包括

greekhorn[12]和超松弛的Sinkhorn算法[13]进行直接对比,5种算法的收敛性对比见图6。横轴、竖轴表示同图4。
从图6a可以看到,熵正则化方法包括Sinkhorn算法及改进算法在迭代初期收敛速度都快于IPOT算法和

本文所提的超松弛的IPOT算法,但这类算法在达到一定迭代步骤后误差就不再变化,具体如图6b所示,也即

这类算法无法收敛至最优传输精确解,只能达到有限的精度。而原IPOT算法和超松弛的IPOT算法在迭代中

误差能够持续下降,且超松弛的IPOT算法相对于原IPOT算法收敛速度更快。
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a 以最优传输计划的准确性为度量 b 以最优传输计划的行列和误差为度量

图5 β=0.1时两算法在两种度量下的表现

Fig.5 Algorithm
 

performance
 

under
 

two
 

metrics
 

with
 

parameter
 

of
 

0.1

a 算法在较早迭代过程的收敛性对比 b 算法在整体迭代过程的收敛性对比

图6 β=0.005时5种算法的表现

Fig.6 Algorithm
 

performance
 

with
 

parameter
 

of
 

0.005

3.2
 

对正则化参数选择的鲁棒性

图7 不同正则化参数下的迭代过程

Fig.7 Iterative
 

process
 

under
 

different
 

regularization
 

parameters

本节输入分布同3.1节,选取正则化参数β
分别为1、0.1、0.01和0.005,采取所提出的超

松弛IPOT算法进行 Wasserstein距离的求解,
各参数下的算法收敛情况如图7所示。

从图7可以看出,不同的参数β 下算法均

能够鲁棒地朝着最优传输精确解收敛,均可在

有限迭代步骤下达到所要求的精度,只是收敛

速度有所不同。因此所提的超松弛IPOT算法

保留了原IPOT算法的优点,对正则化参数选

择也具有鲁棒性。

3.3
 

稀疏性

在诸如颜色传递[17]等图像处理任务中,往
往需要精确而稀疏的最优传输计划。本节将直接对比分析Sinkhorn算法,IPOT算法和超松弛的IPOT算法在

各迭代步骤的最优传输计划图,如图8所示,输入分布同3.1节,Sinkhorn算法中参数ε=0.01,后两个算法中参

数β=0.01。图中黑色线为精确最优传输计划,红色为各算法在该迭代步骤下求得的最优传输计划。
从图8中可以看出,IPOT算法和超松弛的IPOT算法均能在有限迭代步骤有效收敛,得到与精确最优传输

计划误差较小的结果。而作为对比,Sinkhorn算法则在很大的迭代步骤下仍然无法得到更精确的最优传输计

划。因此在求解更为精确的最优传输计划时,所提的超松弛IPOT算法和原IPOT算法均优于Sinkhorn算法。
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Sinkhorn IPOT 超松弛的IPOT

a 迭代次数为1

b 迭代次数为100

c 迭代次数为500

d 迭代次数为2
 

000

图8 各迭代步骤下最优传输计划

Fig.8 Optimal
 

transport
 

plans
 

under
 

different
 

iteration
 

step

4
 

结束语

本文提出超松弛的IPOT算法,为原IPOT算法的内迭代步骤中传输计划的计算引入超松弛算子,并给出了

超松弛参数的计算方法。所提算法,相较于原IPOT算法,提升了算法的收敛速度,在相同的迭代步骤下,能够

达到更高的精度。未来将在近似点算法这个方向继续优化内迭代步骤,进一步提升整个算法的收敛速度。
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Operations
 

Research
 

and
 

Cybernetics

An
 

Overrelaxed
 

Proximal
 

Point
 

Method
 

for
 

Optimal
 

Transport

WU
 

Fan,
 

LIU
 

Xiangyang
(School

 

of
 

Science,
 

Hehai
 

University,
 

Nanjing
 

211106,
 

China)

Abstract:
 

[Purposes]In
 

practical
 

applications,
 

Sinkhorn
 

algorithm
 

is
 

usually
 

used
 

to
 

solve
 

the
 

entropy
 

regularization
 

form
 

of
 

the
 

optimal
 

transport
 

to
 

obtain
 

its
 

approximate
 

solution.
 

Considering
 

that
 

the
 

Sinkhorn
 

algorithm
 

is
 

easily
 

affected
 

by
 

the
 

entropy
 

regularization
 

parameter,
 

and
 

it
 

is
 

difficult
 

to
 

converge
 

to
 

the
 

final
 

accurate
 

solution,
 

an
 

overrelaxed
 

form
 

of
 

proximal
 

point
 

method
 

is
 

proposed.
 

[Methods]The
 

overrelaxed
 

operator
 

is
 

introduced
 

to
 

the
 

iterative
 

calculation
 

of
 

the
 

transport
 

plan
 

in
 

the
 

original
 

proximal
 

point
 

method
 

of
 

optimal
 

transport,
 

and
 

the
 

calculation
 

strategy
 

of
 

the
 

overrelaxed
 

parameter
 

is
 

given.
 

[Findings]While
 

maintaining
 

the
 

robustness
 

to
 

the
 

regularization
 

parameter
 

and
 

the
 

advantages
 

of
 

converging
 

to
 

the
 

accurate
 

solution,
 

the
 

proposed
 

method
 

can
 

converge
 

towards
 

the
 

accurate
 

solution
 

faster.
 

Through
 

theoretical
 

and
 

experimental
 

analysis,
 

the
 

method
 

is
 

not
 

only
 

robust
 

to
 

the
 

selection
 

of
 

entropy
 

regularization
 

parameter,
 

but
 

can
 

also
 

converge
 

to
 

an
 

accurate
 

optimal
 

transport
 

plan.
 

[Conclusions]Compared
 

with
 

the
 

original
 

form
 

of
 

the
 

proximal
 

point
 

method,
 

the
 

proposed
 

method
 

further
 

improves
 

its
 

convergence
 

speed,
 

it
 

can
 

achieve
 

higher
 

accuracy
 

within
 

limited
 

iteration,
 

and
 

the
 

method
 

can
 

be
 

better
 

applied
 

to
 

machine
 

learning.
Keywords:

 

optimal
 

transport;
 

overrelaxed;
 

proximal
 

point
 

method;
 

entropy
 

regularized;
 

matrix
 

scaling
 

method
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