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基于可变速率 M/M/c排队的接触匹配模型分析
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摘要:【目的】针对实际生活中利用手机软件呼叫出租车的排队场景,建立并分析了可变到达率和可变服务率的接触匹配

的 M/M/c排队模型。【方法】利用概率分析方法导出拟生灭过程的状态转移规律及无穷小生成元矩阵,利用矩阵几何解

方法给出系统的稳态平衡条件、稳态概率分布及系统的主要性能指标。【结果】通过数值分析讨论系统参数对于性能指标

的影响,并建立系统收益函数研究系统最优收益。【结论】得到了系统参数对系统性能指标及系统收益的影响关系,表明

在接触匹配中应当同时调整服务率及接触匹配成功率才能显著提高系统收益。
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随着信息时代的迅速发展,生活中的排队场景也发生了许多变化,这也促使排队的模型理论进一步发展。
生活中的实际排队模型,越来越将顾客以及服务台的个人感受考虑到模型中。在20世纪50年代,Haight[1]提
出了带有阻塞的 M/M/1排队模型,从顾客行为角度来分析排队模型。类似地,也可从服务台角度来研究排队模

型,这往往与系统收益有关,田乃硕[2]提出了由系统中顾客数控制休假终止时间的 M/M/1服务员休假排队模

型,讨论了以净收益为最大目标的休假策略优化问题。

Bai等人[3]提出了一个内生供给(参与代理的数量)和内生需求(客户请求率)的分析模型来研究按需服务平

台,在客户效用函数中加入了基于排队模型的稳态等待时间性能,以描述平台利润最大化的最优价格和工资率。

Sudtachat等人[4]提出了易腐的库存模型,将易腐的库存模型系统发展成一个带有不耐烦顾客的马尔可夫过程。
Ashour等人[5]提出了一个分析框架,用以估计服务率变化的优先级排队系统的队列长度等系统性能指标。卢

宜玲等人[6]提出了疫情下医生因为疲劳度等问题会使得医院的服务率降低,进而提出了通过可变服务率来使得

医生的疲劳度最小化及患者的满意度最大化。Wang等人[7]考虑在多服务器忙期排队系统中可能会出现阻塞和

拒绝的客户的不耐烦行为,并研究了服务提供商在系统繁忙时试图提高服务率的策略行为,即等待队列到达一

个阈值时,顾客到达率会相应减少,系统为了系统收益会提高服务率使得等待队列小于阈值,从而减少顾客损

失。Ke等人[8]提出了带休假的 M/M/c阻塞重试队列,即顾客进入系统没有空闲服务台时顾客可以选择离开系

统也可以继续等待,离开系统再次进入重试轨道的顾客的速率会根据等待队列的大小而变化。孙敬煊等人[9]则

提出了接触匹配的排队理论,即顾客与服务台之间在接受服务之前,会存在一个接触匹配的过程,即顾客可以选

择离开系统,服务台也可以根据实际情况拒绝与顾客进行匹配。
近些年来,随着网络性能的发展以及智能手机的普及,网络打车逐渐成为人们的日常出行方式之一。在网

络打车这个概念之前,生活中与之类似的是网络租车,George等人[10]讨论了汽车租借公司控制公司最佳车队规

模的问题,提出了一个基于稳态的优化问题来确定利润最优的车队规模,并给出了一个求解精确解的迭代算法。
在实际生活中出租车在对顾客进行服务前,会存在一定的匹配时间,Shi等人[11]研究了非零匹配时间的客运出租

车排队系统,考虑了乘客与出租车司机逗留时间的尾部分布,来对相关系统性能指标进行数值模拟。由于空间

异质性等因素,网络打车系统会在某一时间段的某一区域出现大量顾客,此时系统需要一定的激励措施来增加

系统收益,Qian等人[12]研究了出租车运营的激励策略,在最优分配下实现效率最优化。Zhang等人[13]提出了竞

争性的出租车市场的创新建模结构,将出租车系统内使用类似 M/M/1排队系统来匹配顾客出行,城市道路系统
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使用多服务台的 M/M/c排队队列进行建模,将道路网络状态反馈给出租车系统来进行出租车最优分配及系统

效益最优化。
本文在上述研究的基础上,考虑这样一个问题:在一个固定的区域内,按需服务平台一方面为代理商(出租

车司机)提供顾客信息进而进行服务,另一方面为有出行需求的顾客提供出租车信息从而提高顾客的打车效率。
与传统排队模型不同的是,服务台和顾客是同时加入系统,且顾客与服务台在进行服务前有一个接触匹配的过

程,即接触匹配成功再进行服务,不成功则顾客离开系统。本文将顾客和服务台都考虑在内,在 M/M/c排队模

型的基础上,加入了顾客中途离开、接触匹配、可变到达率和可变服务率等策略,并给出了相关的稳态分布求解

方法和相关系统性能指标,最后通过数值模拟讨论了顾客到达率与服务率对于系统性能指标以及系统收益函数

的影响。

1
 

模型假设

本文在 M/M/c排队模型的基础上加入了可变到达率、可变服务率以及接触匹配的服务机制。顾客进入系

统后若有空闲的服务台,顾客与空闲的服务台直接进行接触匹配,若接触匹配成功则顾客接受服务,服务台处于

忙期状态;若接触匹配不成功,顾客则可以离开系统,也可以在等待队列中继续等待与新的服务台进行接触匹

配。若顾客进入系统后没有空余的服务台,顾客可以选择在等待队列中等待,也可以选择离开系统,顾客在等待

队列中等待新的服务台加入系统进行接触匹配或者等待系统中的服务台处于闲期时接受服务。当等待队列n≥
c1 时,顾客考虑到进入系统后等待时间会过长,则进入系统的速率会随着等待队列的变大而减小。与此相同的

是,服务台考虑到系统收益,服务率会随着等待队列的变大而增大。到达率和服务率均可变的接触匹配的 M/

M/c排队模型的具体描述如下:

1)
 

当顾客的等待队列0≤n<c1 时,顾客的到达间隔时间与服务时间分别服从参数为λ、μ 的指数分布,即顾

客的到达率为λ,单个服务台的服务率为μ,服务规则为先到先服务(First-come
 

first-served)。

2)
 

当顾客的等待队列c1≤n≤N 时,顾客的到达率会发生一定的变化,由于等待队列较长,顾客进入系统的

速率会随着等待队列的长度增大而不断衰减。此时顾客动态到达率为λn=λαn,其中:

a1=
1
2ln

N
c1  

-1

,αn=
1 2≤n<c1

1+a1ln
c1
n c1≤n≤N

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

,即此时到达率满足λmin=0.5λ。

3)
 

当顾客的等待队列c1≤n≤N 时顾客的到达率会不断减小,同时正处于工作状态的服务台为了增加系统

收益选择加大服务速率,则每个工作的服务台的动态服务率为μn=μβn,其中:

bn=
1
2ln

c1
N  

-1

,βn=
1 2≤n<c1

1+bnln
c1
n c1≤n≤N

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

,即此时服务率满足μmax=1.5μ。

4)
 

顾客的主动匹配和服务台的拒绝匹配,视为两个独立的过程,且均服从指数分布。顾客的主动匹配成功

率为η,服务台的拒绝匹配率为ε。处于等待队列的顾客,会出现等待不耐烦情况导致中途离开等待队列,顾客

会以σ的速率离开系统,且服从指数分布,当等待队列n≥N 时,顾客离开系统率达到阈值,此时σn=Nσ;与此

类似的是,当系统出现等待队列时,所有的服务台都处于忙期或者接触匹配期,服务台会以速率q 进入系统直接

与队列中第一个等待顾客进行接触匹配,服务台进入系统与顾客中途离开队列是相互独立的过程。系统内最多

有c个服务台处于忙期或者接触匹配的状态。特别的是,当系统中没有服务台处于闲期时,顾客会以概率b 进

入等待队列,顾客会以概率1-b不选择等待而直接离开系统,即此时顾客的到达率为bλn。

5)
 

当等待队列n>N 时,顾客的到达率和服务率均保持不变,此时λn=0.5λ,μn=1.5μ。

2
 

模型建立

为了进行建模分析,设K(t)为t时刻系统中处于忙期的服务台的个数,W(t)为t时刻等待队列的人数,

S(t)为t时刻系统中处于接触匹配的服务台的个数,则三维马尔科夫过程{W(t),K(t),S(t),t≥0}是一个拟生

灭过程,它的状态空间为Ω={(n,k,s)|0≤k+s≤c,n≥0}。将状态按字典序排列,它的无穷小生成元矩阵可以

写成下列分块三对角形式:
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Q=

A0 C0

B1 A1 C0

⋱ ⋱ ⋱
Bc1-1 Ac1-1 C0

Bc1 Ac1 Cc1

⋱ ⋱ ⋱
BN-1 AN-1 CN-1

BN AN CN

BN AN CN

BN AN CN

⋱ ⋱ ⋱

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

其中各子块矩阵如下:

1)
 

A0 为
(c+2)×(c+1)

2
阶方阵,可表示为:

A0=

Y0
0 X0

0

Z0
1 Y0

1 X0
1

Z0
2 Y0

2 X0
2

⋱ ⋱ ⋱
⋱ ⋱ ⋱

Z0
c-1 Y0

c-1 X0
c-1

Z0
c Y0

c

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

其中:Y0
k 为k+1阶方阵,可记为:

Y0
0=-(λ+bλ),Y0

k=

h0 l0
h1 l1

⋱ ⋱
hk-1 lk-1

hk

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,1≤k≤c,

且当1≤k≤c-1时,
hi=-[λ+bλ+iμ+(k-i)(ε+η)],0≤i≤k,

li=(k-i)η,0≤i≤k-1,
当k=c时,

hi=-[bλ+iμ+(k-i)(ε+η)],0≤i≤k,
li=(k-i)η,0≤i≤k-1。

X0
k 为(k+1)×(k+2)阶矩阵,可表示为:

X0
0=[λ,0],X0

k=

λ 0
λ 0

⋱ ⋱
λ 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,1≤k≤c-1。

Z0
k 为(k+1)×k阶矩阵,可记为:

Z0
1=

ε

μ
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,Z0

k=

p0

r1 p1

⋱ ⋱
rk-1 pk-1

rk

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,2≤k≤c,
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且当2≤k≤c时,

pi=(k-i)ε,0≤i≤k-1,
ri=iμ,1≤i≤k。

2)
 

矩阵C0 为
(c+2)×(c+1)

2
阶方阵,可表示为:

C0=

c0,0
c0,1

⋱
c0,c

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

其中i+1阶方阵c0,i=

bλ
bλ

⋱
bλ

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,0≤i≤c。

3)
 

An(1≤n≤c1)可表示为:

An=

Yn
0 Xn

0

Zn
1 Yn

1 Xn
1

Zn
2 Yn

2 Xn
2

⋱ ⋱ ⋱
⋱ ⋱ ⋱

Zn
c-1 Yn

c-1 Xn
c-1

Zn
c Yn

c

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

其中:Yn
k 为k+1阶方阵,可记为:

Yn
0=-(λ+bλ+nσ+q),Yn

k=

hn,0 l0
hn,1 l1

⋱ ⋱
hn,k-1 lk-1

hn,k

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,1≤k≤c,

且当1≤k≤c-1时,

hn,i=-[λ+bλ+iμ+(k-i)(ε+η)+nσ+q],0≤i≤k,
li=(k-i)η,0≤i≤k-1,

当k=c时,

hn,i=-[bλ+iμ+(k-i)(ε+η)+nσ],0≤i≤k,
li=(k-i)η,0≤i≤k-1。

同理,Xn
k 为(k+1)×(k+2)阶矩阵,可记为:

Xn
0=[λ,0],Xn

k=

λ0
λ0

⋱︙

λ0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,1≤k≤c-1。

Zn
k 为(k+1)×k阶矩阵,可记为:

Zn
1=

ε

μ
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,Zn

k=

p0

r1 p1

⋱ ⋱
rk-1 pk-1

rk

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,2≤k≤c,
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且当2≤k≤c时,

pi=(k-i)ε,0≤i≤k-1,
ri=iμ,1≤i≤k。

4)
 

矩阵Bn(1≤n≤N)可表示为:

Bn=

v0,n d0

v1,n d1

⋱ ⋱
vc-1,n dc-1

vc,n

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

其中:vk,n 为k+1阶矩阵,可记为:

v0,n=nσ,vk,n=

nσ
nσ

⋱
nσ

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,1≤k≤c,

dk 为k×(k+1)阶矩阵,可记为:

d0=[q 0],dk=

q 0
q 0

⋱ ︙

q 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,1≤k≤c-1。

5)
 

An(c1+1≤n≤N)可表示为:

An=

Yn
0 Xn

0

Zn
1 Yn

1 Xn
1

Zn
2 Yn

2 Xn
2

⋱ ⋱ ⋱
⋱ ⋱ ⋱

Zn
c-1 Yn

c-1 Xn
c-1

Zn
c Yn

c

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

其中:Yn
k 为k+1阶方阵,可记为:

Yn
0=-(λn+bλn+nσ+q),Yn

k=

hn,0 l0
hn,1 l1

⋱ ⋱
hn,k-1 lk-1

hn,k

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,1≤k≤c,

且当1≤k≤c-1时,

hn,i=-[λn+bλn+iμn+(k-i)(ε+η)+nσ+q],0≤i≤k,
li=(k-i)η,0≤i≤k-1,

当k=c时,

hn,i=-[bλn+iμn+(k-i)(ε+η)+nσ],0≤i≤k,
li=(k-i)η,0≤i≤k-1。

同理,Xn
k 为(k+1)×(k+2)阶矩阵,可记为:

Xn
0=[λn,0],Xn

k=

λn 0
λn 0

⋱ ︙

λn 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,1≤k≤c-1。
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Zn
k 为(k+1)×k阶矩阵,可记为:

Zn
1=

ε

μn

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,Zn

k=

p0

rn,1 p1

⋱ ⋱
rn,k-1 pk-1

rn,k

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,2≤k≤c,

当2≤k≤c时,

pi=(k-i)ε,
 

0≤i≤k-1;
 

rn,i=iμn,
 

1≤i≤k。

6)
 

矩阵Cn(c1≤n≤N)可表示为:

Cn=

cn,i

cn,i

⋱
cn,c

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

其中i+1阶方阵cn,i=

bλn

bλn

⋱
bλn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,0≤i≤c。

3
 

稳态分析

在确定系统的稳态性能指标前,要进行系统稳态性的验证,以确定系统稳态分布存在。令F=CN+AN+

BN,e=[e0,e1,…,ei,…,ec]T,其中ei 为i+1维全1列向量。记P 为F 的平稳概率向量,且P=[P0,P1,…,

Pi,…,Pc],其中Pi=[p0,i,p1,i-1,…,pi-1,1,pi,0]。
由PF=0,Pe=1可得到以下方程组:

当i=0时,
(λN+bλN-Nσ)p0,0=εp0,1+μNp1,0,

当1≤i≤c-1时,
(λN+bλN-Nσ)(p0,i+p1,i-1+…+pi,0)+(bλN-Nσ-q)(p0+p1+…+pi-1)=

(i+1)εp0,i+1+μNp1,i+iεp1,i+2μNp2,i+…+(i+1)μNpi+1,
当i=c时,

(λN+q)(p0,c-1+p1,c-2+…+pc-1,0)-(λN+bλN-Nσ)(p0,c+p1,c-1+…+pc,0)=
cεp0,c+μNp1,c-1+(c-1)εp1,c-1+2μNp2,c-2+…+cμNpc,0。

此外,

∑
c

i=0
Piei=1。

求解上述方程组可知P 满足PBNe>PCNe,由文献[14]的定理2.5可知系统的稳态分布存在。记πn
k,s 表示系统

稳态概率,即稳态下系统中有k个处于忙期的服务台,s个处于接触匹配的服务台,n 个处于等待队列的顾客的

概率,0≤k+s≤c,n≥0。记稳态概率向量π=[π0,π1,…,πc,…],其中πn=[πn
0,0,πn

0,1,πn
1,0,πn

0,2,πn
1,1,πn

2,0,…,

πn
0,c,πn

1,c-1,…,πn
c,0],从而可以得到下列平衡方程组:

π0A0+π1B1=0, (1)

πn-1C0+πnAn+πn+1Bn=0,1≤n≤c1, (2)

πn-1Cn-1+πnAn+πn+1Bn=0,c1+1≤n≤N-1, (3)

πN-1CN-1+πNAN+πNBN=0, (4)

πNRn-1-NCN+πNRn-NAN+πNRn-N+1BN=0,n≥N+1, (5)
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∑
∞

n=0
πne=1。 (6)

直接求解上述方程组比较困难,为了求解稳态分布,由拟生灭过程和矩阵几何解方法可知,需求解率阵R,
即矩阵方程R2BN+RAN+CN=0的最小非负解,且使得谱半径SP(R)<1。由于直接解二次矩阵方程得到率阵

R 的精确解是十分困难的,下面采用Neuts[15]给出的数值迭代方法来近似计算,具体迭代过程为:

1)
 

确定系统参数c、c1、N、λ、μ、ε、η、σ、q、b以及精度δ=10-10。

2)
 

输入CN、BN、AN。

3)
 

定义R(n)=R,R
 

=
 

-(CN
 +

 

R2B)A-1
N ,R(n+1)=R。

4)
 

若 R(n+1)-R(n)<δ成立,则取R=R(n+1),迭代结束。否则转步骤3。
通过上述算法求解出率阵R 后,根据(1)~(4)式可以得出下列递推方程:

π0=π1B1(-A0)-1=π1ω1, (7)

πn=πn+1Bn[-(ωnC0+An)]-1=πn+1ωn+1,
 

1≤n≤c1, (8)

πn=πn+1Bn[-(ωnCn+An)]-1=πn+1ωn+1,
 

c1+1≤n≤N-1, (9)

πNωNCN+πNAN+πNRBN=0, (10)
 

由拟生灭过程和矩阵几何解可知:

πN+n1=πNR
N+n1,n1>0。 (11)

结合(7)~(11)式并根据(6)式得到:

1=∑
∞

n=0
πne=πN ∑

N

n=1
∏
N

i=n
ωi+(I-R)-1  e。 (12)

联立(7)~(12)式可以求得稳态概率向量π=(π0,π1,π2,…,πN,…)。
利用系统稳态分布可进一步给出系统性能指标,为了表示方便,令Lq 表示稳态下系统等待队列长度,Cs 表

示稳态下处于接触匹配状态的服务台数,Bs 表示稳态下处于忙期的服务台数,则有:

1)
 

稳态下系统平均等待队长:

E(Lq)=∑
N-1

j=1
jπje+NπNRe+(N +1)πNR2e+…=

πN ∑
N

j=2

(j-1)∏
N

i=j
ωj +N(I-R)-1+R(I-R)-2  e。

2)
 

稳态下处于接触匹配的平均服务台数:

E(Cs)=∑
∞

j=0
πjt1=πN ∑

N

n=1
∏
N

i=n
ωi+(I-R)-1  t1,

其中,t1=[0,1,0,2,1,0,…,c,c-1,…,0]T。

3)
 

稳态下处于忙期的平均服务台数:

E(Bs)=∑
∞

j=0
πjt2=πN ∑

N

n=1
∏
N

i=n
ωi+(I-R)-1  t2,

其中,t2=[0,0,1,0,1,2,…,0,1,…,c]T。

4
 

数值分析

在实际生活中,由于节假日以及上下班等社会行为会极大影响顾客到达率λ,接触匹配成功率η等系统参数

的变化。人们由于节假日或上下班高峰期等因素,出行意愿较大,对订单价格的敏感度会下降,导致η 会增大。
当系统中顾客数量较多时,服务台进入系统的意愿也会加大,同时系统为了更好的运营也会采取一定的激励措

施来鼓励服务台与顾客进入系统,服务台与顾客的接触匹配率增加。这些行为都会使得系统参数发生变化,系
统的性能指标和系统收益也会随着系统参数的变化而变化。下面给出数值例子来刻画性能指标和系统收益函

数随系统参数的趋势变化以及实际意义。

4.1
 

系统性能指标的敏感性分析

为了更加方便直观地分析系统参数变化对系统性能指标的影响,下面假设c=3,c1=7,N=13,b=0.5,σ=
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0.3,研究顾客到达率λ、服务率μ、接触匹配率η、服务台拒绝率ε和服务台进入系统率q对系统性能指标的影响。
当q=1,μ=0.8,ε=0.3,η=0.3时,

 

图1反映了E(Lq)、E(Cs)和E(Bs)随λ的变化趋势。可以发现随着

λ的增大,E(Lq)会逐渐增加,而E(Cs)、E(Bs)却增长十分缓慢。这是因为λ 越大,进入系统的顾客越来越多,
而η、μ 固定,等待队列E(Lq)会不断增大。由于此时η=0.3匹配成功速率较低,尽管λ变化较大,单位时间内

匹配成功的顾客数量相对来说还是较少,从而导致E(Cs)、E(Bs)整体变化不大。这表明当λ增大时,若此时系

统不采取激励措施来提高匹配成功速率,会造成顾客在等待队列中出现不耐烦的顾客行为进而离开系统,对系

统收益造成一定的损失。

图1 λ对E(Lq)、E(Cs)和E(Bs)的影响变化

Fig.1 Change
 

of
 

influence
 

of
 

λ
 

on
 

E(Lq),E(Cs)
 

and
 

E(Bs)

图2 μ、η对E(Lq)的影响

Fig.2 Change
 

of
 

influence
 

of
 

μ,η
 

on
 

E(Lq)

当λ=1.5,q=1,η=0.3时,图2反映了E(Lq)随μ、ε的变化趋势。不难发现当ε不变时,E(Lq)减少的相

对缓慢,这是由于顾客在接受服务前,需要与服务台进行接触匹配,当其他系统参数不变时,μ 的增大对于

E(Lq)的影响不会很大。而当服务台拒绝匹配速率ε增大时,E(Lq)则下降十分明显。这表明当系统无法采用

激励措施提高匹配成功速率时,由于E(Lq)较大时会给系统带来不必要的成本,系统会为了减少成本而提高服

务台拒绝匹配速率ε,来使得系统运营成本较低。
通过上述分析可知,当其他系统参数不变时,仅有服务率μ 的变化,对于系统性能指标影响较小。下面分别

讨论当μ 与ε、η共同变化时对E(Cs)、E(Bs)的影响。
当λ=1.5,ε=0.3,q=1时,表1反映了μ、η对E(Cs)、E(Bs)的影响。当μ、η 同时增大时,E(Cs)在不断

减小,E(Bs)在不断增大。这表明了随着η的增大,匹配成功的顾客数量越来越多,尽管μ 的增大会使得服务时

间变短,但由于顾客数量的增大,处于忙期的服务台数量仍然会小幅度增大。当λ=1.5,η=0.3,q=1时,表2
反映了μ、ε对E(Cs)、E(Bs)的影响。当μ、ε同时增大时,E(Cs)、E(Bs)均不断减小。一方面ε的增大使得服

务台拒绝匹配的速率增大,会使得继续接受服务的顾客数量越来越少,且随着μ 的增大会使得服务时间变短,此
时E(Bs)下降明显。

表1 系统参数μ、η对E(Cs)、E(Bs)的影响

Tab.1 Effects
 

of
 

system
 

parameters
 

μ,η
 

on
 

E(Cs),E(Bs)

系统参数 E(Cs) E(Bs)

μ=0.5,η=0.3 1.220
 

9 0.601
 

1

μ=0.6,η=0.4 1.175
 

4 0.626
 

4

μ=0.7,η=0.5 1.133
 

7 0.643
 

1

μ=0.8,η=0.6 1.094
 

7 0.653
 

2

μ=0.9,η=0.7 1.057
 

9 0.658
 

4

μ=1.0,η=0.8 0.993
 

5 0.659
 

6

表2 系统参数μ、ε对E(Cs)、E(Bs)的影响

Tab.2 Effects
 

of
 

system
 

parameters
 

μ,ε
 

on
 

E(Cs),E(Bs)

系统参数 E(Cs) E(Bs)

μ=0.5,ε=0.3 1.220
 

9 0.601
 

1

μ=0.6,ε=0.4 1.181
 

7 0.533
 

2

μ=0.7,ε=0.5 1.138
 

3 0.471
 

7

μ=0.8,ε=0.6 1.091
 

7 0.416
 

3

μ=0.9,ε=0.7 1.043
 

1 0.366
 

9

μ=1.0,ε=0.8 1.000
 

1 0.323
 

3
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当系统等待顾客较多时,若系统的运营能力较强,可以同时增大μ、η使得更多的顾客接触匹配成功的同时,
服务时间也会变少,系统收益会增大。与此相反的是,若由于特殊情况比如极端天气、极端路况导致系统的运营

能力会下降,系统会提高μ、ε,使得等待队列顾客数量下降,系统成本下降,从而减少系统损失。
由于排队系统的复杂性,下面从服务台角度出发,研究服务台进入系统速率q 对系统性能指标的影响。当

η=0.3,μ=1,ε=0.3时,图3反映了E(Lq)随q、λ 的变化趋势。当q 不变,λ 增大时,E(Lq)会变大。当λ 不

变,随着q的增大,E(Lq)会不断变小。这是由于当系统中的服务台都处于忙期或接触匹配期时,新的服务台进

入系统的速率增大,E(Lq)会减少。即当系统中E(Lq)较大,系统会采取激励措施使得服务台进入系统的速率

增大,从而使得E(Lq)减少,进入系统接受服务的顾客数量更多,系统收益更大。
当λ=3,μ=1,ε=0.3时,图4反映了E(Bs)随q、η的变化趋势。当q不变,由于η的增大使得系统接触匹

配成功率增大,顾客接触匹配成功的顾客数量会越多,服务台处于忙期的数量会越来越多。同样的,当η不变,q
的增大会使得E(Bs)增大,这是因为服务台进入系统的速率增大,系统中会有更多的服务台与顾客进行接触匹

配,顾客接触匹配成功的顾客数量越多,服务台处于忙期的数量会越来越多。

图3 q、λ对E(Lq)的影响

Fig.3 Change
 

of
 

influence
 

of
 

q,λ
 

on
 

E(Lq)

图4 q、η对E(Lq)的影响变化

Fig.4 Change
 

of
 

influence
 

of
 

q,η
 

on
 

E(Lq)

4.2
 

系统收益分析

为了进一步分析系统收益的合理性,下面通过构造单位时间内预期收益函数来分析排队系统。现实生活中

若顾客等待时间较久,顾客在下一次接受服务的意愿就会大大减小。为此,定义cw 为等待队列每位顾客单位时

间对系统所造成的损失收益,ck 为正在接受服务的每位顾客单位时间对系统带来的收益,cf 为单位时间每个服

务台处于接触匹配期所带来的潜在收益,cr 为单位时间内随服务率变化的处于忙期状态的服务成本,则单位时

间系统的收益函数为:

T=ckE(Bs)-crE(Bs)-cfE(Cs)-cwE(Lq)。
为保证系统盈利,需满足:

ck>
crE(Bs)+cfE(Cs)+cwE(Lq)

E(Bs)
。

为更加方便直观地分析不同变量对收益函数的影响,假设cw=1,cf=2,cr=3,ck=15,c=3,N=13,q=1,

b=0.5,σ=0.3,研究顾客到达率λ,服务率μ,接触匹配率η,服务台拒绝匹配率ε对系统收益的影响,见图5和

图6。
当μ=1,ε=0.3时,图5反映了T 随λ、η的变化趋势。当λ不变时,随着η的增大,匹配成功的顾客越来越

多,系统收益也会越来越大。当η不变且较小时,由于系统接触匹配成功的顾客数量较少,系统接受顾客进入系

统的能力有限,随着λ的增大导致E(Lq)较大使得系统成本增大,导致系统收益降低。当η=0.9较大时,T 随

着λ增大先增大后减小。这是由于η增大使得系统接触匹配成功的顾客数量更多,系统有能力接受更多的顾客

进入系统使得系统收益增大,但当λ 越来越大时,系统接受顾客数量的能力达到阈值,则系统成本增大,系统收

益减小。
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当λ=1.5,η=0.3时,图6反映了T 随μ、ε的变化趋势。当ε不变时,T 随着μ 的增大而减小,这是由于此

时λ、η较小,μ 的增大使得系统成本增大,但所带来的系统收益却较小,使得T 下降,这表明当进入系统的顾客

数量较少时,系统需要选择低成本的服务速率来使得系统收益最大。当μ 不变时,T 随着ε增大而减小。由于ε
的增大导致服务台拒绝匹配的顾客数量越来越多,给系统收益带来了一定损失,使得系统收益较低,系统也应当

对服务台采取激励措施,比如每单的系统抽成比适当降低来提高系统中服务台的积极性,使得系统收益更大。

图5 λ、η对T 的影响变化

Fig.5 Change
 

of
 

influence
 

of
 

λ,η
 

on
 

T

图6 μ、ε对T 的影响变化

Fig.6 Change
 

of
 

influence
 

of
 

μ,ε
 

on
 

T

5
 

结论

本文从手机打车软件的实际排队场景出发,在 M/M/c排队模型的基础上加入了可变到达率、可变服务率、
接触匹配等策略,更加贴合实际情况。本文中服务台进入系统与传统服务台休假策略不同的是,服务台更多的

是考虑自己的个人收益而主动加入系统进行服务,这也与生活中许多网络线上平台的模式相同。本文通过数值

例子详细评估了系统参数的变化对系统性能指标及系统收益的影响。由于系统处于完全可见情形,等待队列的

变化会导致顾客到达率的减小,系统考虑系统收益会采取提高服务率等策略来使得系统收益最大。系统根据等

待队列大小来动态调整服务率等性能指标的同时,也需要采取一定的激励措施来提高接触匹配成功率等性能指

标。激励措施可以是双向的,在顾客到达率较高时,可以降低对服务台的抽成比激励更多的服务台进入系统。
在顾客到达率较低时,可以降低订单价格来激励更多顾客进入系统且提高了接触匹配率,以此来提高系统收益。
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Abstract:
 

[Purposes]Combined
 

with
 

the
 

actual
 

queuing
 

scene
 

of
 

DiDi
 

taxi
 

in
 

life,
 

it
 

studies
 

the
 

M/M/c
 

queueing
 

model
 

of
 

contact
 

matching
 

with
 

variable
 

arrival
 

rate
 

and
 

variable
 

service
 

rate.
 

[Methods]It
 

obtains
 

the
 

state
 

transition
 

law
 

of
 

quasi
 

birth
 

and
 

death
 

process
 

and
 

the
 

infinitesimal
 

generator
 

matrix
 

with
 

probability
 

analysis
 

method,
 

and
 

gives
 

the
 

steady-state
 

condition,
 

steady-state
 

probability
 

distribution
 

and
 

main
 

performance
 

indices
 

of
 

the
 

system
 

by
 

using
 

the
 

matrix
 

geometric
 

solution
 

method.
 

[Findings]The
 

numerical
 

analysis
 

is
 

presented
 

to
 

demonstrate
 

the
 

influence
 

of
 

system
 

parameters
 

on
 

performance
 

indices.The
 

system
 

profit
 

function
 

is
 

established
 

to
 

discuss
 

system
 

optimal
 

profit.
 

[Conclusions]The
 

influence
 

relationship
 

of
 

system
 

parameters
 

on
 

system
 

performance
 

indices
 

and
 

system
 

profit
 

are
 

obtained,
 

which
 

shows
 

the
 

service
 

rate
 

and
 

contact
 

matching
 

success
 

rate
 

in
 

contact
 

matching
 

model
 

should
 

be
 

adjusted
 

at
 

the
 

same
 

time
 

in
 

order
 

to
 

significantly
 

improve
 

the
 

system
 

benefit.
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