
2022年11月 重庆师范大学学报(自然科学版) Nov.
 

2022
第39卷 第6期 Journal

 

of
 

Chongqing
 

Normal
 

University
 

(Natural
 

Science) Vol.39 No.6

 DOI:10.11721/cqnuj20220510

给定匹配数的图的代数连通度的上界
*

朱银芬1,
 

王国平2

(1.
 

新疆工程学院
 

数理学院,
 

乌鲁木齐
 

830029;
 

2.
 

新疆师范大学
 

数学科学学院,
 

乌鲁木齐
 

830017)

摘要:【目的】确定给定匹配数的n 个点图的拉普拉斯代数连通度的上界与该上界所对应的极图。【方法】首先,利用图的

匹配数与奇连通分支个数的关系与图的变换等方法刻画了给定匹配数的n 个点图的拉普拉斯代数连通度上界所对应的

极图;其次,利用具有相同邻点集的图与对应特征值的关系得到给定匹配数的n 个点图的拉普拉斯代数连通度上界。【结

果】借助图与补图的关系以及拉普拉斯特征方程证明得到给定匹配数的n 个点图的拉普拉斯代数连通度的上界与该上界

所对应的极图是一一对应且唯一确定的,从而同时确定了给定匹配数的n 个点图的拉普拉斯代数连通度的上界以及此上

界所对应的极图。【结论】用全新的方法同时确定了给定匹配数的n 个点图的拉普拉斯代数连通度的上界以及此上界所

对应的极图,克服了以往利用图的最小度,最大连通度与代数连通度的关系只刻画了给定匹配数的图中具有最大代数连

通度的图类特征,但无法得到此类图的连通度的上界这一弊端。
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设图G=(V,E)中的点集是V(G)={v1,…,vn}。点vi 所关联的边的个数被定义为点vi 的度,且记作

dG(vi)。若点vi 与点vj 由一条边连接,则vi 与vj 相互邻接。A(G)=(aij)表示G 的邻接矩阵,若vi 与vj 邻

接,那么aij=1,否则aij=0。由于图G 是简单连通图,即A(G)是(0,1)的实对称矩阵。对角线上元素为

dG(vi)的n 阶对角矩阵被记作D(G),那么,图G 的拉普拉斯矩阵为L(G)=D(G)-A(G)。且L(G)是半正定

的实对称矩阵,将它的特征值做如下排序:

λ1(L(G))≥λ2(L(G))≥…≥λn-1(L(G))≥λn(L(G))=0,
其中:λn-1(L(G))被称为G 的代数连通度。

Fiedler[1]最早提出图G 的λn-1(L(G))定义,并且给出了关于λn-1(L(G))的性质。Merris[2]证明了若图G
的λn-1(L(G))>0当且仅当该图是连通的。关于图G 的λn-1(L(G))的研究近年来受到了广泛的关注。Lu等

人[3]用图的直径以及边数刻画了图G 的λn-1(L(G))的下界。Grone和 Merris[4]得到了n 个点的图G 中树的

λn-1(L(G))的界,此后他们又确定了给定度序列的图G 的λn-1(L(G))的下界[5]。Kirkland[6]证明了给定图G
的割点的数量的λn-1(L(G))的上界,并且刻画了λn-1(L(G))取到上界所对应的极图。Mohar[7]借助图G 的直

径与点数参数确定了λn-1(L(G))的下界。Chung[8]也确定了图G 的λn-1(L(G))与它的直径d 的关系为d≤
ln(n-1)
ln(1-ln-1)

。Zhu[9]利用图的最小度,最大连通度与代数连通度的关系刻画了给定匹配数的图中具有最大代数

连通度的图类特征,但由于以上方法的局限性并未得到此类图的连通度的上界。本文采用了一种新方法,不但

刻画了此类图中的极图,而且得到了这个极图的代数连通度的一个上界。

1
 

相关引理

引理1[10] 设A 是n 阶实对称矩阵,M 是A 的s(s<n)阶主子阵,那么有λi+n-s(A)≤λi(M)≤λi(A)
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i≤s)其中λi 是A 的第i大特征值。

引理2[11] 设uv 是图H 的一条边,若图G=H-uv,那么图G 与H 的特征值就有如下的关系:

λ1(H)≥λ1(G)≥…≥λn-2(G)≥λn-1(H)≥λn-1(G)≥λn(H)=λn(G)=0。
若有X⊂V(G),那么图G 的子图G-X 是将图G 的X 中的点与X 中点相关联的边同时删除后得到的,若

只删除X 中点相关联的部分边得到的图则被称为G 的生成子图。图G 的一个匹配是指图G 中不相邻的边的集

合,那么图G 的匹配数是指所有匹配中含有最大的边数。图G 的奇连通分支是指它所含的点数是奇数的连通

分支;若此连通分支具有偶数个点,那么,称此连通分支是偶连通分支。
引理

 

3[12-13] 若图G 是匹配数为m 点数为n 的图,那么

n-2m=max{o(G-X)-|X|:X⊂(G)},
其中o(G-X)是图G-X 的奇连通分支的个数。

NG(u)表示点u 在G 中的邻点集且u 在G 中的度用dG(u)表示,那么就有dG
 (u)

 

=
 

|NG
 (u)|。若u 和v

是图G 中不同的2个点,有NG
 (v)

 

=
 

NG
 (u),则u 与v 被称为G 中的同邻点。

引理
 

4 设G 是点数为n 的图,{v1,v2,…,vP}是图G 中的同邻点构成的集合,令w=dG(vi)其中i∈{1,

2,…,p},那么就有w 是L(G)的一个特征值,且重数至少为p-1。
证明 因为dG

 (v1
 )

 

=
 

dG
 (v2

 )
 

=
 

…
 

=
 

dG
 (vP

 )
 

=
 

w,即L(G)-wIn 有p 个相同的行(或列),这表明w
是L(G)的一个特征值,且重数至少为p-1。

如果图G 的一个子图Y 是完全图,那么Y 就被称为是G 的一个团。
引理5 设G 是点数为n 的图,K 是图G 中的一个团,且有V(K)={v1,v2,…,vq},如果NG

 (vi
 )

 

-
 

V(K)
 

=
 

NG
 (vj

 )
 

-
 

V(K)(1≤i,j≤q)。令t
 

=
 

dG
 (vi

 )
 

其中i∈{1,2,…,q}。那么t+1是L(G)的一个特征值,且重

数至少为q-1。
证明 因为对于所有的1≤i,j≤q都有NG

 (vi
 )

 

-
 

V(K)
 

=
 

NG
 (vj

 )
 

-
 

V(K),所以就有:

dG
 (vi

 )
 

=
 

dG
 (vj

 )
 

=
 

t≥1。
容易看到L(G)-(t+1)In 有q个相同的行(或列),这表明t+1是L(G)的一个特征值,且重数至少为q-1。

证毕

令图G 的补图记作G。
引理

 

6[2] 设G 是点数为n的连通图,设图G 与G 的拉普拉斯谱分别是λ1≥λ2≥…≥λn=0和λ1≥λ2≥…≥

λn=0。那么就有λi+λn-i=n
 

(1≤i≤n-1)。

引理7 设G 是点数为n 的连通图,若G 有μ 个连通分支,那么n 是L(G)的一个特征值且重数是μ-1。
证明 由于图G 有μ 个连通分支,因此,0作为L(G)的特征值,它的重数是μ。由引理6得到n 作为L(G)

的特征值,它的重数是μ-1。
设G1 与G2 是点不相交的2个图,将它们的并记为G1∪G2;用G1∨G2 表示将图G1∪G2 的G1 中的每一个

点连接G2 中的每一个点所得到的图。 证毕

引理8 i)
 

若图G=Km∨Kn-m
 (n>m),则λn-1(L(G))=m;

ii)
 

若图G=Ka,b(b>a;a+b=n),则λn-1(L(G))=a。

证明 i)
 

首先可以注意到,图G=Km∨Kn-m 中V(Kn-m)的n-m 个点都是同邻点,它们有相同的度m。

由引理4可知m 是L(G)的一个特征值且重数至少为n-m-1。且注意到,G 中有m+1个连通分支。根据引

理7得到n 是L(G)的一个特征值且重数是 m。经过简单的计算,得 Km∨Kn-m 的拉普拉斯特征多项式

fL(G)(λ)=λ(λ-m)n-m-1(λ-n)m。由于n>m,于是得到λn-1(L(Km∨Kn-m))=m。

ii)
 

由引理4可知a 与b分别是L(G)的2个特征值且重数至少分别为b-1和a-1。设图H=Ka∪Kb,那

么由此可知,0作为L(H)的特征值,且重数为2。注意到,图 H=G。根据引理6得到了a+b是L(H)的一个

特征值且重数为1。因为b>a,所以就有λn-1(L(Ka,b))=a。 证毕

若删除连通图G 中的一些点,使得剩余的点构成的子图不连通的最小点数被称为图G 的点连通度,这里记
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为κ(G)。
引理9[1] 设图G 是n 个点的非完全图,即有λn-1(L(G))≤κ(G)。图G 的最大度记作Δ(G)。

引理10[5] 设图G 至少有一条边,则有λ(L(G))≥Δ(G)+1。

2
 

定理及推论

图Gm
n 为点数为n,匹配数为m 的图类。

定理 设图G∈Gm
n,那么就有:

i)
 

若m=
n
2
,则λn-1(L(G))≤n,当且仅当G≅Kn 时取到等号。

ii)
 

若1≤m≤
n
2 -1

,则λn-1(L(G))≤m,当且仅当G≅Km∨Kn-m 或者G≅G'∨Kn-m 时取到等号,其中

G'是Km 的生成子图。

证明 i)
  

设m=
n
2
,由引理2可知,λn-1(L(G))≤λn-1(L(Kn))=n。

下面需证明:若G≇Kn,则λn-1(L(G))<n。假定u 与v 是Kn 中的2个点。若G≅Kn-uv,则u 与v 是

G 中的同邻点,且dG(u)=dG(v)=n-2。由引理4得到n-2是L(G)的一个特征值。因此,就有λn-1(L(G))≤
n-2<n。

若G 是Kn-uv 的生成子图,那么由引理2得λn-1(L(G))<λn-1(L(Kn-uv));进而有λn-1(L(G))<n。

ii)
 

设1≤m≤
n
2 -1

,由引理3可知存在某个X0⊆V(G)使得n-2m=o(G-X0)-|Xo|。

记|X0|=s,o(G-X0)=k。这时n-2m=k-s。若s=0,则由于G 是连通图,故有k=1,从而m=
n-1
2
,

这表明n 是奇数,于是m=
n
2
,这一矛盾说明s≥1。若k≤2,则由上面的讨论可以看出s=1或者s=2。这样

也有m=
n
2
,这一矛盾说明k≥3。

若k-s=1,则n-2m=1,于是m=
n
2
。这一矛盾说明k-s≥2。通过上面的论证可以得到,若s=0或

k≤2或k-s=1,那么m=
n
2
。因此,下面认为

k≥3
s≥1
k-s≥2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 。

设G-X0 的所有连通分支为 H1,H2,…,Hk,Hk+1,…,Ht,其中 H1,H2,…,Hk 是G-X0
 的奇连通分

支,Hk+1,…,Ht
 是G-X0

 的偶连通分支。
下面将针对s与m 的大小关系展开论证。
若s>m,则由n-2m=k-s得到k>n-m,这样就n≥k+s>m+(n-m)=n,这一矛盾表明s≤m。首先

假设s<m。接下来将分为以下2种情形进行讨论。

1)
 

t=k。这时,G-X0 的所有连通分支 H1,H2,…,Hk,都为奇连通分支。设|V(Hi)|=ni,则ni 是奇数

(i=1,2,…,k)。在G≅Ks∨(Kn1∪Kn2∪…∪Knk
)的情况先进行验证。为方便书写,不妨假定n1≤n2≤…≤

nk。若n1=…=nk=1则n=k+s。注意到n-2m=k-s。这样就有s=m,这与s<m 矛盾。因此可以令p
是{1,2,…,k}中满足np

 ≥3的最小数,那么就有n1
 =

 

…
 

=
 

np-1
 =

 

1。设V(Ks
 )

 

=
 

{v1,v2,…,vs
 },并设ui 为

Kni
(i≤s)中与vi

 邻接的一个点。设Mi 是Kni
 (p≤i≤s)不覆盖ui 的最大匹配,而Mj

 是Knj
 (s

 

+
 

1≤j≤k)的
最大匹配。令M

 

=
 

{v1u1,v2u2,…,vsus}
 

∪Mp
 ∪Mp

 

+
 

1
 ∪…∪Mk。明显可以看出,M 就是G 的一个匹配。这

样就有
 

m ≥|M|=s+∑
k

i=p
Mi =s+∑

k

i=p

ni-1
2

。 注意到,当p≤i≤k时,ni≥np。
 

因此,m≥|M|=s+
np-1
2
·
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(k-p+1)。
若p≥3,则n1

 =
 

n2
 =

 

1。设u 与v 分别是Kn1
与Kn2

的点,且dG
 (v)

 

=
 

dG
 (u)

 

=
 

s。
由引理4便可得s是L(G)的一个特征值,且重数至少是1。可得到λn

 

-
 

1
 (L(G))≤s

 

<
 

m。
若p=2,那么n1

 =
 

1,而对于所有的2≤i≤k都有。且注意到k≥3,由:

m≥|M|=s+
np-1
2
(k-p+1),

得到m≥s+2。此时,κ(G)=s,ni≥3,由引理9得到λn
 

-
 

1
 (L(G))≤κ(G)

 

=
 

s
 

<
 

s
 

+
 

2≤m,即有λn-1(L(G))<m。
若p=1,则对于所有的1≤i≤k都有ni≥3。下面将针对k≥3的取值情况进行分类讨论。
若k≥4,设u 和v 是Kn1

中不相同的两个点,则dG
 (v)

 

=
 

dG
 (u)

 

=
 

s
 

+
 

n1
 -

 

1。由引理5可得到s+n1

是L(G)的一个特征值,且重数至少是n1-1。又由m≥s
 

+
 k(n1

 -
 

1)
2

,得到m≥s
 

+
 

2(n1
 -

 

1)≥s
 

+
 

n1
 +

 

1。

这表明,λn
 

-
 

1
 (L(G))≤s

 

+
 

n1
 <

 

s
 

+
 

n1
 +

 

1≤m,即有λn
 

-
 

1
 (L(G))

 

<
 

m。

当k=3且n3=3时,由 m≥s+
np-1
2

(k-p+1),得到 m≥s+3,此时仍有κ(G)=s,由引理9得到

λn-1(L(G))≤κ(G)=s<s+3≤m,即λn-1(L(G))<m。
当k=3且n3≥5时,设u和v是Kn1

 中不同的2个点。且它的邻点集有NG
 (v)-V(Kn1

)=NG
 (u)-V(Kn1

),

即有dG(v)=dG(u)=s+n1-1。由引理5可知s+n1 是L(G)的一个特征值,且重数至少是n1-1。由m≥s+
k(n1-1)
2

,得到m≥s+2(n1-1)≥s+n1+1。进一步得到λn-1(L(G))≤s+n1<s+n1+1≤m,即有λn
 

-
 

1
 

(L(G))
 

<
 

m。
综上所述,当G≅Ks∨(Kn1∪Kn2∪…∪Knk)时,λn-1(L(G))<m。
当G≇Ks∨(Kn1∪Kn2∪…∪Knk)时,因为G 是Ks∨(Kn1∪Kn2∪…∪Knk)的生成子图,所以由引理2可

知,λn-1(L(G))<Ks∨(Kn1∪Kn2∪…∪Knk),进而有λn-1(L(G))<m。

2)
 

t>k。在这种情形下,G-X0 不仅有k个奇连通分支,且有t-k个偶连通分支。对所有的k+1≤j≤t,
 

设uj 是Hj 上的一个点,在G 中连接每一个uj 和H1
 中的一个点v1,这时得到的图记为G″。显然G″-X0 的k

个连通分支都是奇的,且G″的匹配数m(G″)≥m。
由引理3就有n-2m≥n-2m(G″)≥o(G″-X0)-|X0|=o(G-X0)-|X0|=n-2m,表明m(G″)=m,

即G″∈Gm
n。

情形1已经表明,λn-1(L(G″))<m。由引理2知λn-1(L(G))≤λn-1(L(G″)),于是就有
 

λn-1(L(G))<m。
至此,便证明了当s<m 时,都有λn-1(L(G))<m。假设s=m,则由于n-2m=k-s,得到k=n-m。并且由

于有n=|X0|+∑
t

i=1
|V(Hi)|=m+∑

t

i=1
|V(Hi)|,所以t=k=n-m。这意味着G-X0 的所有连通分支都

是由单个孤立点构成的。
若G≅Km∨Kn-m,则由引理8的结论i)可知,λn-1(L(Km∨Kn-m))=m。

若G≇Km∨Kn-m,则G 是Km∨Kn-m 的生成子图。由引理
 

2可知,λn-1(L(G))≤λn-1(L(Km∨Kn-m))=m。

若G≅G'∨Kn-m,则 Km,n-m 是G 的生成子图,而G 又是Km∨Kn-m 的生成子图。由引理2与引理8
可知:

m=λn-1(L(Km∨Kn-m))≥λn-1(L(G))≥λn-1(L(Km,n-m))=m,
即有

 

λn-1(L(G))=m。
若λn-1(L(G))=m,那么由第一部分的论证可得,s=m 且t=k;进而由上面的论证便可以确定G≅Km∨

Kn-m 或G 是Km∨Kn-m 的生成子图。接下来则只需要用反证法说明:若G≇Km∨Kn-m,那么一定有G≅G'∨

Kn-m。

假定G 是经过删去Km∨Kn-m 的一条边uv 得到的,其中v∈V(Km)。那么G=Km∪Kn-m+uv。
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设X=(x(v1),…,x(vn))T 是L(G)对应于λ(L(G))的一个特征向量。

令v1 与v2 是V(Kn-m\{u})中2个不同的点,S
 

=
 

∑
w∈V(Kn

 

-
 

m)\{
 

v1,v2,
 

u}
x(w)。 则由相应的特征方程有:

λ(L(G))x(v1)=(n-m-1)x(v1)-x(v2)-x(u)-S

λ(L(G))x(v2)=(n-m-1)x(v2)-x(v1)-x(u)-S 。

于是有(λ(L(G))-(n-m))(x(v1)-x(v2))=0。引理10表明,λ(L(G))>n-m。因此可得到x(v1)=
x(v2)。这样,对任意的 w∈V(Kn-m {u})便可令 x(w)=x1,x(u)=x2 且 x(v)=x3。由特征方程

λ(L(G))x(vi)=∑
vi~vj

(x(vi)-x(vj)),可以得到:

λ(L(G))x1=x1-x2

λ(L(G))x2=(n-m)x2-(n-m-1)x1-x3

λ(L(G))x3=x3-x2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

令M=
1 -1 0

m+1-n n-m -1
0 -1 1  ,那么M 的特征值也是L(G)的特征值。

经过简单的计算,可以确定,n+1-m 是M 的一个特征值,它也是L(G)的一个特征值。由引理6可知m-1
是L(G)的一个特征值。这表明λn-1(L(G))≤m-1,这与λn-1(L(G))=m 矛盾。因此,若λn-1(L(G))=m,

则G≅Km∨Kn-m 或G≅G'∨Kn-m。
至此,完成了定理的证明。 证毕
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Upper
 

Bounds
 

of
 

Algebraic
 

Connectivity
 

of
 

a
 

Graphs
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Terms
 

of
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ZHU
 

Yinfen1,WANG
 

Guoping2

(1.School
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Engineering,
 

Urumqi
 

830023;
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Xinjiang
 

Normal
 

University,
 

Urumqi
 

830054,
 

China)

Abstract:
 

[Purposes]Characterizing
 

the
 

extremal
 

graphs
 

with
 

the
 

upper
 

bounds
 

of
 

algebraic
 

connectivity
 

among
 

all
 

graphs
 

of
 

n-vertex
 

graphs
 

in
 

terms
 

of
 

matching
 

number.
 

[Methods]First,
 

according
 

to
 

the
 

relation
 

between
 

the
 

matching
 

number
 

and
 

the
 

number
 

of
 

odd-connected
 

branches
 

of
 

the
 

graph
 

and
 

the
 

transformation
 

of
 

the
 

graph
 

characterize
 

the
 

extremal
 

graphs
 

with
 

the
 

upper
 

bounds
 

of
 

algebraic
 

connectivity
 

among
 

all
 

graphs
 

of
 

n-vertex
 

graphs
 

in
 

terms
 

of
 

matching
 

number.
 

Then,
 

the
 

upper
 

bound
 

of
 

the
 

Laplacian
 

algebraic
 

connectivity
 

of
 

n-vertex
 

graphs
 

in
 

terms
 

of
 

matching
 

number
 

is
 

obtained
 

by
 

using
 

the
 

relation
 

between
 

graphs
 

with
 

the
 

same
 

set
 

of
 

adjacent
 

vertices
 

and
 

their
 

eigenvalues.
 

Finally,
 

by
 

using
 

the
 

relation
 

between
 

graph
 

and
 

its
 

complement
 

graph
 

and
 

Laplace
 

characteristic
 

equation,
 

it
 

is
 

proved
 

that
 

the
 

upper
 

bound
 

of
 

the
 

Laplacian
 

algebraic
 

connectivity
 

of
 

n-vertex
 

graphs
 

in
 

terms
 

of
 

matching
 

number
 

is
 

projectively
 

and
 

uniquely
 

determined
 

with
 

the
 

corresponding
 

the
 

extremal
 

graphs.[Findings]The
 

paper
 

got
 

both
 

the
 

upper
 

bound
 

of
 

Laplacian
 

algebraic
 

connectivity
 

of
 

n-vertex
 

graphs
 

in
 

terms
 

of
 

matching
 

number
 

and
 

the
 

corresponding
 

the
 

extremal
 

graphs.
 

[Conclusions]It
 

determines
 

the
 

extremal
 

graphs
 

with
 

the
 

upper
 

bounds
 

of
 

algebraic
 

connectivity
 

among
 

all
 

graphs
 

of
 

n-vertex
 

graphs
 

in
 

terms
 

of
 

matching
 

number
 

by
 

a
 

new
 

method.
 

At
 

the
 

same
 

time,
 

the
 

method
 

overcomes
 

the
 

problem
 

that
 

the
 

graph
 

class
 

features
 

with
 

maximum
 

algebraic
 

connectivity
 

in
 

terms
 

of
 

matching
 

numbers
 

are
 

characterized
 

by
 

the
 

relation
 

between
 

smallest
 

degree,
 

maximum
 

connectivity
 

and
 

algebraic
 

connectivity
 

of
 

a
 

graph,
 

the
 

upper
 

bound
 

of
 

the
 

connectivity
 

of
 

such
 

graphs
 

cannot
 

be
 

obtained.

Keywords:
 

Laplacian
 

matrix;
 

algebraic
 

connectivity;
 

matching
 

number
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