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摘要:【目的】研究β≥α和β<α两种情形下一类三阶中立型分布时滞微分方程解的振动性。【方法】利用广义Riccati变换

技术和Yang不等式等方法对该问题进行研究。【结果】建立了该方程每个解振动或收敛到0的充分条件。【结论】所得结

果推广和改进了已有文献中一些熟知的振动准则,并举例说明了所得结果的适用性。
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考虑一类三阶中立型分布时滞微分方程:

(r(t)z″(t)α-1z″(t))'+∫
d

c
 q(t,ξ)xβ(σ(t,ξ))dξ=0,t>t0。 (1)

其中:z(t)=x(t)-∫
b

a
 p(t,ξ)x(τ(t,ξ))dξ,α,β是正常数。

本文总假设下列条件成立:

(H1)
 

r(t)∈C1([t0,∞),(0,∞)),p(t,ξ)∈C([t0,∞)×[a,b],R),p(t,ξ)≥0,∫
∞

t0
r

-
1
α(t)dt=∞,0≤

 

∫
b

a
p(t,ξ)dξ≤p0 <1;

(H2)
 

τ(t,ξ)∈C([t0,∞)×[a,b],R),lim
 

inf
t→∞

 
τ(t,ξ)=∞,τ(t,ξ)≤t;

(H3)
 

σ(t,ξ)∈C1([t0,∞)×[c,d],R),lim
 

inf
t→∞

 
σ(t,ξ)=∞,σ(t,ξ)≤t,σ(t,ξ)关于ξ是增函数;

(H4)
 

q(t,ξ)∈C([t0,∞]×[c,d],[0,∞))。

微分方程(1)在人口动力学、工程技术等领域都有着广泛应用[1-2],因此,方程(1)的振动性问题的研究越来

越受到关注,取得了一些重要的结果[3-13]。但是,这些结果都是针对α=β,β≥α,β<α这3种情况之一给出的,文
献[3-11]研究了α=β 的特殊情况,文献[12-13]研究了β≥α,β<α 中的一种情形。本文的目的是利用广义

Riccati变换技术,对β≥α,β<α这两种情况进行研究,导出微分方程(1)的新的Riccati不等式,并将这两种情况

统一起来,最终获得方程(1)每个解振动或收敛到0的充分条件,所得结果推广和改进了文献[4,7,9,11]的主要

结果,并举例说明了本文所得结果的适用性。

1
 

引理

引理1 设x(t)是微分方程(1)的最终正解,则可能有以下4种情形:
(Ⅰ)

 

(r(t)z″(t)α-1z″(t))'≤0,z″(t)<0,z'(t)<0,z(t)<0;
(Ⅱ)

 

(r(t)z″(t)α-1z″(t))'≤0,z″(t)>0,z'(t)>0,z(t)>0;
(Ⅲ)

 

(r(t)z″(t)α-1z″(t))'≤0,z″(t)>0,z'(t)<0,z(t)>0;
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(Ⅳ)
 

(r(t)z″(t)α-1z″(t))'≤0,z″(t)>0,z'(t)<0,z(t)<0。
证明 由x(t)是方程(1)的最终正解,则∃t1>t0,使得:x(σ(t,ξ))>0,x(τ(t,ξ))>0,x(t)>0,t>t1。由

方程(1)有:
(r(t)z″(t)α-1z″(t))'≤0,t>t1。 (2)

因此,r(t)z″(t)α-1z″(t)是一个减函数,于是z″(t)定号,即∃t2>t1,∀t≥t2,有z″(t)<0或z″(t)>0。

1)
 

如果z″(t)<0,t≥t2,由(2)式可得(r(t)(-z″(t))α)'≥0,t≥t2。则r(t)(-z″(t))α 是一个增函数,

∃t3≥t2,∀t>t3,有r(t)(-z″(t))α≥r(t3)(-z″(t3))α=K,t>t3。即z″(t)≤-K
1
αr

-1α(t),t>t3。

将上式在[t3,
 

t]上积分,得到z'(t)≤z'(t3)-K
1
α∫

t

t3
r

-
1
α(s)ds。

令t→∞,有lim
t→∞

 
z'(t)=-∞,于是∃t4≥t3,∀t≥t4,z'(t)<0;又z″(t)<0,t≥t2。因此,∃t5≥t4,∀t≥

t5,z(t)<0,得到情形(Ⅰ)。

2)
 

如果z″(t)>0,t≥t2,于是z'(t)定号,即∃t6>t2,∀t≥t6,有z'(t)<0或者z'(t)>0。
若z'(t)<0,t≥t6,则∃t7≥t6,∀t≥t7,z(t)>0或者z(t)<0,得到情形(Ⅲ)或情形(Ⅳ)。
若z'(t)>0,t≥t6,则∃t8>t6,∀t≥t8,z(t)>0,得到情形(Ⅱ)。 证毕

2
 

主要结果

为方便研究,引进两个集合:E={(t,s):t≥s≥t0},E0={(t,s):t>s≥t0}。

让G(t,s)∈C(E,R),则称G(t,s)∈X,如果满足两个条件:1)
 

G(t,t)=0,
 

t≥t0;G(t,s)>0,(t,s)∈E0。

2)
 ∂G(t,s)
∂s ≤0,且∃ρ∈C1(I,R+),g∈C1(E0,R),I=[t0,∞),使得:

ρ'(s)
ρ(s)

G(t,s)+
∂G(t,s)
∂s =-g(t,s)G

λ
1+λ(t,s),(t,s)∈E0。

定理1 设x(t)是方程(1)的最终正解,且∃ρ∈C1(I,R+),g∈C1(E0,R),G∈X,使得:

lim
 

sup
t→∞

1
G(t,t0)∫

t

t0
G(t,s)ρ(s)Q(s)-

λλ

(λ+1)λ+1(A(s))λ
· g(t,s)λ+1  ds=∞。 (3)

其中:

Q(t)=min{Q1(t),Q2(t)};Qi(t)=Q(t)Ki(t),i=1,2;

Q(t)=∫
d

c
q(t,ξ)dξ;A(t)=min{A1(t),A2(t)};

A1(t)=
α

(r(t)ρ(t))
1
α

;A2(t)= βM2

(r(t)ρ(t))
1
β

;M2=(z″(t8))
-
α-β
β ;

K1(t)=M1
∫

σ1(t)

t10∫
u

t9
r

-
1
α(s)dsdu

∫
t

t9
r

-
1
α(u)du  

α

;K2(t)=
∫

σ1(t)

t10∫
u

t9
r

-
1
α(s)dsdu

∫
t

t9
r

-
1
α(u)du  

β

;

M1=(z(σ1(t9))β-α;σ1(t)=σ(t,c);λ=min{α,β}。
则引理1中的情形(Ⅱ)不存在。

证明 由x(t)是方程(1)的最终正解,则∃t1>t0,使得x(τ(σ,ξ))>0,x(τ(t,ξ))>0,x(t)>0,t>t1。
用反证法,设z(t)满足引理1的情形(Ⅱ),则由方程(1),当t>t1 时,有:

(r(t)z″(t)α-1z″(t))'=-∫
d

c
xβ(σ(t,ξ))q(t,ξ)dξ≤-∫

d

c
zβ(σ(t,ξ))q(t,ξ)dξ≤

-zβ(σ(t,c))∫
d

c
q(t,ξ)dξ=-Q(t)zβ(σ1(t))。

其中:Q(t)=∫
d

c
q(t,ξ)dξ,σ1(t)=σ(t,c)。
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下面分别讨
 

论β≥α和β<α两种情形。

1)
 

假设β≥α,通过广义Riccati变换定义函数w(t)=ρ
(t)r(t)(z″(t))α

(z'(t))α
。于是w(t)>0,且有:

w'(t)=ρ
'(t)r(t)(z″(t))α

(z'(t))α
+ρ(t)

(r(t)(z″(t))α)'(z'(t))α-αr(t)(z″(t))α+1(z'(t))α-1

(z'(t))2α
≤

ρ'(t)
ρ(t)

w(t)-ρ(t)Q(t)(z(σ1(t))β-α
z(σ1(t)
z'(t)  

α

-
α

(r(t)ρ(t))
1
α
w

α+1
α (t),t≥t8。

由条件(H3)知∃t9≥t8,∀t≥t9,有σ(t)≥t8,则有t≥σ(t)≥t8,t≥t9。

由引理1的情形(Ⅱ):∀t≥t8,z(t)>0,z'(t)>0,于是(z(σ1(t))β-α≥(z(σ1(t9))β-α=M1>0,t≥t9。其

中:M1=(z(σ1(t9))β-α,则有:

z'(t)=z'(t9)+∫
t

t9
z″(u)du=z'(t9)+∫

t

t9

(r(u)(z″(u))α)
1
α

r
1
α(u)

du≥r
1
α(t)z″(t)∫

t

t9
r

-
1
α(u)du,t≥t8。

于是,对∀t≥t9 有:

 

z'(t)

∫
t

t9
r

-
1
α(u)du  ' =

z″(t)∫
t

t9
r

-
1
α(u)du-z'(t)r

-
1
α(t)

∫
t

t9
r

-
1
α(u)du  2

≤

z″(t)∫
t

t9
r

-
1
α(u)du-r

-
1
α(t)r

1
α(t)z″(t)∫

t

t9
r

-
1
α(u)du

∫
t

t9
r

-
1
α(u)du  2

=0。

则 z'(t)

∫
t

t9
r

-
1
α(u)du

是一个减函数(t≥t9),由条件(H3)可得
z'(σ1(t))

∫
σ1(t)

t9
r

-
1
α(u)du

≥
z'(t)

∫
t

t9
r

-
1
α(u)du

。即:

z'(σ1(t))
z'(t) ≥

∫
σ1(t)

t9
r

-
1
α(u)du

∫
t

t9
r

-
1
α(u)du

,t≥t9。

还可得到:∃t10≥t9,∀t≥t10,有:

z(t)=z(t10)+∫
t

t10
z'(u)du=

z(t10)+∫
t

t10

z'(u)

∫
u

t9
r

-
1
α(s)ds∫

u

t9
r

-
1
α(s)dsdu≥

z'(t)

∫
t

t9
r

-
1
α(s)ds

·∫
t

t10∫
u

t9
r

-
1
α(s)dsdu,t≥t10。

则得到 z(t)
z'(t)≥
∫

t

t10∫
u

t9
r

-
1
α(s)dsdu

∫
t

t9
r

-
1
α(s)ds

,t≥t10。

因此,有:

z(σ1(t))
z'(t)  

α

=
z(σ1(t))
z'(σ1(t))

·z'
(σ1(t))
z'(t)  

α

≥
∫

σ1(t)

t10∫
u

t9
r

-
1
α(s)dsdu

∫
σ1(t)

t9
r

-
1
α(s)ds

·
∫

σ1(t)

t9
r

-
1
α(u)du

∫
t

t9
r

-
1
α(u)du  

α

=

M1
∫

σ1(t)

t10∫
u

t9
r

-
1
α(s)dsdu

∫
t

t9
r

-
1
α(u)du  

α

· 1
M1

=
K1(t)
M1

,t≥t10。 (4)
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其中:K1(t)=M1
∫

σ1(t)

t10∫
u

t9
r

-
1
α(s)dsdu

∫
t

t9
r

-
1
α(u)du  

α

。 于是有:

w'(t)≤ρ
'(t)
ρ(t)

w(t)-Q(t)K1(t)ρ(t)-
α

(r(t)ρ(t))
1
α
w

α+1
α (t)=

ρ'(t)
ρ(t)

w(t)-ρ(t)Q1(t)-A1(t)w
α+1
α (t),t≥t10。

其中:Q1(t)=Q(t)K1(t),A1(t)=
α

(r(t)ρ(t))
1
α

。因此有:

ρ(t)Q1(t)≤-w'(t)+ρ
'(t)
ρ(t)

w(t)-A1(t)w
α+1
α (t),t≥t10。 (5)

2)
 

假设β<α,定义函数w(t)=ρ
(t)r(t)(z″(t))α

(z'(t))β
。于是有w(t)>0,且:

w'(t)≤ρ
'(t)
ρ(t)

w(t)-ρ
(t)Q(t)zβ(σ1(t))
(z'(t))β

-β
(z″(t))

1-α
β

(r(t)ρ(t))
1
β

(ρ(t))
1+1β(r(t))

1+1β((z″(t))α)
1+1β

((z'(t))β)
1+1β

=

ρ'(t)
ρ(t)

w(t)-ρ(t)Q(t)
z(σ1(t)
z'(t)  β

-
1

(z″(t))
α-β
β

· β
(r(t)ρ(t))

1
β
w

β+1
β (t)。

从方程(1)和引理1的情形(Ⅱ)知z‴(t)≤0,t≥t8,则z″(t)是一个减函数。

又因为z″(t)>0,
α-β
β
>0,于是(z″(t))

α-β
β ≤(z″(t8))

α-β
β =

1
M2
,t≥t8。其中:M2=(z″(t8))

-α-β
β 。

类似(4)式的推导,∀t≥t10,有:

z(σ1(t))
z'(t)  β

=
z(σ1(t))
z'(σ1(t))

·z'
(σ1(t))
z'(t)  β

≥
∫

σ1(t)

t10∫
u

t9
r

-
1
α(s)dsdu

∫
σ1(t)

t9
r

-
1
α(s)ds

·
∫

σ1(t)

t9
r

-
1
α(u)du

∫
t

t9
r

-
1
α(u)du  

β

=K2(t)。

其中:K2(t)=
∫

σ1(t)

t10∫
u

t9
r

-
1
α(s)dsdu

∫
t

t9
r

-
1
α(u)du  

β

,有:

w'(t)≤ρ
'(t)
ρ(t)

w(t)-ρ(t)Q(t)K2(t)- βM2

(r(t)ρ(t))
1
β
w

β+1
β (t)=

-ρ(t)Q2(t)+ρ
'(t)
ρ(t)

w(t)-A2(t)w
β+1
β (t),t≥t10。

其中:Q2(t)=Q(t)K2(t),A2(t)= βM2

(r(t)ρ(t))
1
β

。于是得到:

ρ(t)Q2(t)≤-w'(t)+ρ
'(t)
ρ(t)

w(t)-A2(t)w
β+1
β (t),t≥t10。 (6)

令Q(t)=min{Q1(t),Q2(t)},A(t)=min{A1(t),A2(t)},λ=min{α,β}=
α,β≥α

β,β<α 
 

,则可将(5),(6)式合

并起来写成:

ρ(t)Q(t)≤-w'(t)+ρ
'(t)
ρ(t)

w(t)-A(t)w
λ+1
λ (t),t≥t10。 (7)

于是有:
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∫
t

T
G(t,s)ρ(s)Q(s)ds≤∫

t

T
G(t,s)-w'(s)+ρ'(s)

ρ(s)
w(s)-A(s)w

λ+1
λ (s)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ds=

G(t,T)w(T)+∫
t

T

∂G(t,s)
∂s +ρ'(s)

ρ(s)
G(t,s)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 w(s)-A(s)G(t,s)w
λ+1
λ (s)  ds=

G(t,T)w(T)+∫
t

T
[-g(t,s)G

λ
1+λ(t,s)w(s)-A(s)G(t,s)w

λ+1
λ (s)]ds,t>T ≥t10。

利用不等式[4]Bu-Au
λ+1
λ ≤

λλ

(λ+1)λ+1
·Bλ+1

Aλ ,有:

∫
t

T
G(t,s)ρ(s)Q(s)ds≤G(t,T)w(T)+∫

t

T

λλ

(λ+1)λ+1
1

Aλ(s)g(t,s)λ+1ds,

得到 1
G(t,T)∫

t

T
G(t,s)ρ(s)Q(s)-

λλ

(λ+1)λ+1
1

Aλ(s)g(t,s)λ+1  ds≤w(T)。 此式与(3)式矛盾,因此,引

理1的情形(Ⅱ)不存在。
 

证毕

定理2 假设x(t)是方程(1)的最终正解,z(t)满足引理1的情形(Ⅲ),且:

∫
∞

t0∫
∞

w

1
r(v)∫

∞

v∫
d

c
q(u,ξ)dξdu  

1
α

dvdw=∞。 (8)

则lim
t→∞

 
x(t)=0。

证明 由引理1的情形(Ⅲ),∃c≥0,使得lim
t→∞

 
z(t)=c。因此,断言c=0。如果c>0,则取t11=max{t5,

 

t7},

∀t≥t11,有x(t)≥z(t)≥c,且:

(r(t)(z″(t))α)'=-∫
d

c
xβ(σ(t,ξ))q(t,ξ)dξ≤-cβ∫

d

c
q(t,ξ)dξ,t≥t11。

于是有:

∫
∞

t
r(u)(z″(u))α  'du≤-cβ∫

∞

t∫
d

c
q(u,ξ)dξdu,t≥t11;

z″(t)≥c
β
α 1
r(t)∫

∞

t∫
d

c
q(u,ξ)dξdu  

1
α
,t≥t11。

将上式在[t,∞)上积分,再在[t11,∞)上积分,得到z(t11)≥c
β
α∫

∞

t11∫
∞

w

1
r(v)∫

∞

v∫
d

c
q(u,ξ)dξdu  

1
α

dvdw,与

(8)式矛盾,于是有c=0,即lim
t→∞

 
z(t)=0。

可以断言:x(t)有界。假若x(t)无界,则存在一个序列{tn},lim
n→∞

 
tn=∞,使得lim

n→∞
 
x(tn)=∞,其中x(tn)=

max{x(u):t0≤u≤tn}。由条件(H2)知,lim
 

inf
t→∞

 
τ(t,ξ)=∞,于是,对充分大的n,τ(tn,ξ)>t0。又由条件(H2)

知,τ(t,ξ)≤t,t≥t0,则:

x(τ(tn,ξ))=max{x(u):t0≤u≤τ(tn,ξ)}≤max{x(u):t0≤u≤tn}=x(tn)。
于是,有:

z(tn)=x(tn)-∫
b

a
p(tn,ξ)x(τ(tn,ξ))dξ≥x(tn)-∫

b

a
p(tn,ξ)x(tn)dξ≥x(tn)-p0x(tn)。

则lim
n→∞

 
z(tn)=∞,与lim

t→∞
 
z(t)=0矛盾,于是x(t)有界。因此,可设lim

 

sup
t→∞

 
x(t)=c0,其中0≤c0<∞,则存在一

个序列{ti},lim
i→∞

 
ti=∞,使得lim

i→∞
 
x(ti)=c0。

若c0>0,取ε=
c0(1-p0)
3p0

>0,则有x(ti)<c0+ε,故:

0=lim
i→∞

 
z(ti)≥lim

i→∞
 

[x(ti)-p0x(ti)]≥c0-p0(c0+ε)=
2c0(1-p0)
3p0

>0。

这是一个矛盾,于是c0=0,则lim
t→∞

 
x(t)=0。 证毕

定理3 假设(3)式和(8)式均满足,则方程(1)的每一个解都振动或收敛到0(t→∞)。
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证明 从定理1知,引理1的情形(Ⅱ)不存在。
假设引理1的情形(Ⅲ)满足,则由定理2知lim

t→∞
 
x(t)=0。

如果引理1的情形(Ⅰ)满足,则lim
t→∞

 
z(t)=-∞。与定理2证明类似,可知x(t)与x(t)都有界,则与

lim
t→∞

 
z(t)=-∞矛盾,故引理1的情形(Ⅰ)不会发生。

如果引理1的情形(Ⅳ)满足,则lim
t→∞

 
z(t)=c1≤0,与定理2的证明类似,可得lim

t→∞
 
x(t)=0。 证毕

例 考虑下面的三阶微分方程:

x(t)-
1
2∫

π
2

0
x(t-ξ)dξ  ‴+∫

2π

π
x3t+ξ

2  dξ=0。 (9)

其中:r(t)=1,α=1,β=3,a=0,b=
π
2
,c=π,d=2π,p(t,ξ)=

1
2
,τ(t,ξ)=t-ξ,σ(t,ξ)=

t+ξ
2
,q(t,ξ)=1,λ=1。

选取ρ(t)=1,G(t,s)=(t-s)2,g(t,s)=2,t9=t10=t0=0,于是有:

A(t)=min1,3M2  =A(常数),∫
∞

t0
r

-
1
α(s)ds=∫

∞

t0
ds=∞,Q(t)=π,Q(t)=

π(t+π)6

(8t)3
,

∫
∞

t0∫
∞

w

1
r(u)∫

∞

v∫
d

c
q(u,ξ)dξdu  

1
α

dvdw=∫
∞

t0∫
∞

w∫
∞

v∫
d

c
dξdudvdw=∞,

lim
 

sup
t→∞

1
G(t,t0)∫

t

t0
G(t,s)ρ(s)Q(s)-

λλ

(λ+1)λ+1(A(s))λ
· g(t,s)λ+1  ds=

lim
 

sup
t→∞

1
t2∫

t

0
(t-s)2π

(s+π)6

(8s)3
-
1
A

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ds=∞。

由定理3知方程(9)的解x(t)振动或收敛到0(t→∞)。
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Abstract:
 

[Purposes]There
 

are
 

few
 

results
 

on
 

the
 

oscillation
 

of
 

solutions
 

of
 

third
 

order
 

neutral
 

distributed
 

delay
 

differential
 

equations.
 

Most
 

of
 

them
 

focus
 

on
 

the
 

situation
 

of
 

α=β.
 

The
 

objective
 

is
 

to
 

study
 

the
 

oscillation
 

of
 

solutions
 

for
 

a
 

class
 

of
 

third-order
 

neutral
 

distributed
 

delay
 

differential
 

equations
 

in
 

the
 

cases
 

of
 

β≥α
 

and
 

β<α.
 

[Methods]The
 

oscillation
 

of
 

solutions
 

of
 

third-order
 

neutral
 

distributed
 

delay
 

differential
 

equations
 

is
 

studied
 

by
 

using
 

generalized
 

Riccati
 

transformation
 

technology
 

and
 

Yang
 

inequality.
 

[Findings]Some
 

new
 

sufficient
 

condition
 

for
 

each
 

solution
 

of
 

the
 

equation
 

to
 

oscillate
 

or
 

converge
 

to
 

zero
 

is
 

established.
 

[Conclusions]The
 

results
 

generalize
 

and
 

improve
 

some
 

well-known
 

oscillation
 

criteria
 

in
 

the
 

literature.
 

Finally,
 

an
 

example
 

is
 

given
 

to
 

illustrate
 

the
 

applicability
 

of
 

the
 

new
 

results.
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oscillation
 

criteria;neutral
 

differential
 

equation;generalized
 

Riccati
 

transformation
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