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摘要:【目的】为研究不相交路径覆盖问题,在单位区间图上探讨1-不相交路径可覆盖、2-不相交路径可覆盖、k-不相交路

径可覆盖在删除顶点和经过指定边后仍保持DPC性质的结构。【方法】利用单位区间图的结构特点以及路覆盖的结构性

质,结合数学归纳法和反证法来研究单位区间图的配对多对多k-DPC容错性问题。【结果】单位区间图G 任意删去p 个

点且经过q条边,仍是配对k-DPC,当且仅当G 是(2k+r-1)-连通,其中(p+q)≤r。【结论】单位区间图的容错性路覆

盖问题与哈密顿性质以及连通度有紧密联系。研究方法和研究结果为区间图配对k-DPC容错性问题的研究提供了理论

依据,同时有助于设计在单位区间图上寻找配对k-DPC容错性的有效算法。
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1 研究背景

设G 是有限简单无向图,顶点集和边集分别用V(G)和E(G)表示。对任意图G,若存在映射I,把每个v∈
V(G)对应到实数轴的闭区间[lI(v),rI(v)]上,使vu∈E(G)当且仅当I(v)∩I(u)≠∅,则称G 是区间图,I是

G 的区间表示。若对任意v∈V(G),有rI(v)-lI(v)=1,则称G 为单位区间图,称I 为G 的单位区间表示,如
图1[1]。

a 单位区间图

b 图1a的区间表示

图1 单位区间图及区间表示

Fig.1 A
 

unit
 

interval
 

graph
 

and
 

its
 

interval
 

representation

由于区间图简单的几何表示以及优美的性质,许多经典的图问题在区间图中更容易得到解决。文献[2-4]针
对区间图和单位区间图提出了几种线性时间识别算法。除了具有丰富的数学理论,这两类图在遗传学、生物学、
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心理学、社会学、调度、VLSI电路设计等领域有着广泛的应用。同时,区间图和单位区间图为一般图的许多非确

定性多项式-完全(non-deterministic
 

polynomial-complete,NPC)问题提供多项式解,如独立集、团、顶点着色、哈
密顿圈(Hamiltonian

 

cycle,HC)和哈密顿路径(Hamiltonian
 

path,HP)等[5-6]。

HP的推广问题是路径覆盖(path
 

cover,PC)问题,即找到覆盖图G 所有顶点的不相交路径的最小数目。除

了图论外,PC问题还有许多重要的实际应用,如代码优化、软件测试、数据库设计、网络以及将并行程序映射到并行

结构等。PC问题在一般图中是NPC,但对余图、距离遗传图、块图以及区间图等特殊图类是多项式时间可解[7]。

2017年,笔者研究了区间图上1-不动点PC问题,提出一种线性时间算法解决区间图上的1-HP问题,同时

指出区间图的1-HP问题能简化为特殊2-HP问题[4]。本文工作是基于该研究的进一步延伸。
图G 的配对多对多k-DPC是连接k个不同源集和汇集的k 条不相交路径的集合,其中G 的每个顶点都只

被一条路径覆盖。本文讨论具有指定源集和汇集的k-DPC,设S={s1,…,sk}和T={t1,…,tk}是V(G)的两个

不相交子集,P={P1,…,Pk}是G 的一组DPC。若每条路径Pi 从si 开始,到ti 结束,则称P 是配对多对多k-
DPC,称G 为配对多对多k-不相交路径可覆盖。否则,称G 为未配对多对多k-不相交路径可覆盖。若S={s},

Pi 从s开始,到ti 结束,则称P 是1对多k-DPC。若T={t},则称P 是1对1
 

k-DPC。DPC的示例如图2[8]。

a 1对多2-DPC b 1对1
 

2-DPC c 配对2-DPC d 未配对2-DPC

图2 DPC示例

Fig.2 DPC
 

example

k-DPC问题源于互连网络社区,可比图和弦图的某些图子类在当前k-DPC问题上的复杂性状态(NPC、未
知、多项式)如图3[9],A→B 表示A 包含B。

图3 k-DPC的复杂性状态

Fig.3 Complexity
 

state
 

of
 

k-DPC

虽然DPC问题已经针对许多图类展开探讨,如超立方体[10-11]、
递归循环[12]、n 维环面[13]、k-元n-立方体[14]、连通图立方体[15]、网
格图[16]、区间图[8,17-18]和单位区间图[1]等。但是关于容错性问题的

研究相对较少,因此本文基于单位区间图研究路覆盖的容错性,探
讨删点以及过指定边的配对k-DPC问题。

2 预备知识

本文涉及的符号及说明见表1。
定义1 设G 是任意n-顶点图,π是V(G)的任意序列,其中k∈

[n-1]。若π是G 的HP,对任意i∈[n-1]有dG,π(πi)≥k,则称π
是k-厚的。

定义2 设G 是任意n-顶点图,π 是G 的任意k-厚的序列,其
中k∈[n-1]。若对任意i∈[n-2]有dG,π(πi)+dG,π(πi+1)>2k,
则称π 是近乎(k+1)-厚的。

定义3 若一个森林F 每个连通分支都是路,则称F 为线性森林,F 表示F 边的数目。
定理1[19] 对任意正整数k和单位区间图G,顶点n≥k+1,有连续排序v1,…,vn,G 是k-连通当且仅当

vivj∈E(G),其中1≤ i-j ≤k。

2.1 UIO的性质

定义4 设G 是n-顶点单位区间图,π=π1,…,πn 是V(G)的序列。若对任意p<q<r,vpvr∈E(G)有
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vpvq,vqvr∈E(G),则称π 是G 的单位区间序(UIO)。

表1 符号说明

Tab.1 Symbol
 

description

符号 含义 备注

[i] {1,…,i}

[i,j] {i,…,j}
i,j是正整数,i<j

π[i] π1,…,πi

π[i,j] πi,…,πj

π1,…,πn 是任意排序

NG(v) NG(v)={u:u∈V(G),uv∈E(G)} vi 的开领域

NG[v] NG[v]=NG(v)∪{v} vi 的闭领域

G[S] 由S 诱导的G 的子图

dG,π(πi) NG(πi)∩π[i+1,n]的顶点数 i∈[n-1]

dG,π(π) dG,π(π1),…,dG,π(πn-1) 若π[i+1,n]⊆NG(πi),则dG,π(πi)=+∞

定理2[20] 阶数为n 的简单图G 是单位区间图当且仅当G 有UIO。
引理1[7] 设π 是n-顶点单位区间图G 的UIO,k∈[n],则下列命题等价:1)

 

G 是k-连通;2)
 

对任意i,j∈
[n]有 i-j ≤k,则πi∈NG[πj];3)

 

π 是G 的k-厚的UIO。
算法1 寻找G 的特殊哈密顿路径。输入:n-顶点单位区间图G,G 的2-厚的UIOπ。输出:G 的一条从πn

开始,到πn-1 结束的哈密顿路径θ。具体算法过程如表2[7]。

表2 算法1
Tab.2 Algorithm

 

1

序号 过程

1 if
 

n
 

is
 

even
 

then

2 θ1=πn,θ2=πn-2,θ3=πn-4,…,θn/2=π2,θ1+n/2=π1,θ2+n/2=π3,θ3+n/2=π5,…,θn=πn-1

3 else

4 θ1=πn,θ2=πn-2,θ3=πn-4,…,θ(n+1)/2=π1,θ(n+3)/2=π2,θ(n+5)/2=π4,…,θn=πn-1

5 end
 

if

6 return
 

θ

引理2[7] 设π 为n-顶点单位区间图G 的2-厚的UIO,则算法1的输出是从πn 开始,到πn-1 结束的HP。
注1 设G 是n-顶点单位区间图,π 是G 任意k-厚的UIO(或近乎k-厚的UIO),其中k∈[n-1](或k∈

[2,n-1]),则:

1)
 

对任意i∈[n-1]和j∈[i+1,n],π[i,j]是G[π[i,j]]的k-厚的UIO(或近乎k-厚的UIO);

2)
 

取p∈[k-1]和V(G)的任意p-顶点子集S,则G-S 是(k-p)-连通(或近乎(k-p)-连通),π-S 是

G-S 的(k-p)-厚的UIO(或近乎(k-p)-厚的UIO)。

2.2 配对k-DPC的刻画

定理3[7] 设G 是任意n-顶点单位区间图,则:

1)
 

G 是配对1-不相交路径可覆盖当且仅当G 是3-连通;

2)
 

G 是配对2-不相交路径可覆盖当且仅当G 是近乎4-连通;

3)
 

G 是配对k-不相交路径可覆盖当且仅当G 是(2k-1)-连通,其中k>2,n≥2k。

3 主要结论

3.1 删点

定理4 设G 是任意n-顶点单位区间图,任意删去W 得到G',其中W⊆V(G),W ≤p,则:
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1)
 

G'是配对1-不相交路径可覆盖当且仅当G 是(3+p)-连通,其中n≥2,0≤p≤n-2;

2)
 

G'是配对2-不相交路径可覆盖当且仅当G 是近乎(4+p)-连通,其中n≥4,0≤p≤n-4;

3)
 

G'是配对k-不相交路径可覆盖当且仅当G 是(2k+p-1)-连通,其中k>2,n≥2k,0≤p≤n-2k。
证明 1)

 

必要性。反证法,假设G 不是(3+p)-连通。显然G≤(2+p)-连通,则由注1知存在点集 M,

M =p 使G-M≤2-连通。由定理3的结论1)知G'不是配对1-不相交路径可覆盖,矛盾。
充分性。设G 是(3+p)-连通,由注1知:G'是3-连通。由定理3结论1)知G'是配对1-不相交路径可覆盖。

2)、3)分别利用定理3的结论2)和3)可证,过程与1)类似。 证毕

3.2 删点与经过指定边

3.2.1 1-DPC
引理3 设G 是任意n-顶点单位区间图,G 任意删去W 且经过F 仍是配对1-不相交路径可覆盖当且仅当

G 是(3+r)-连通。其中 W =p,0≤p≤n-2,F =q,(p+q)≤r。n≥2,当n>2时,πsπt∉F。
证明 必要性。设G 任意删去W 且经过F 仍是配对1-不相交路径可覆盖。若p=r,q=0,则由定理4的

结论1)知G 是(3+r)-连通。
充分性。设G 是(3+r)-连通,由注1知G 任意删去W 是(3+r-p)-连通,即G-W≥(3+q)-连通。故证

明结论可简化为:已知G 是(3+q)-连通,求证G 任意经过F 是配对1-不相交路径可覆盖。注意到若q=0,则由

定理3的结论1)知此结论显然成立,故下面讨论q≥1的情况。
由引理1知π 是(3+q)-厚的。设S={πs},T={πt},不妨假设s<t。现对 V(G)进行数学归纳,当

V(G)=4+q时结论显然成立,因为此时G 是团。假设 V(G)>4+q。
情况1:s=1。因为π 是G 的(3+q)-厚的UIO,则π[2,4+q]⊆NG(π1),因此存在j∈[2,4+q]\{t}。由注

1知:π[2,n]是G-π1 的(3+q)-厚的UIO。

1)
 

任意π1πj∉F。由归纳假设得:存在G[π[2,n]]的πj,πt-HP记为τ且经过F。则π1+τ是G 的πs,πt-
HP且经过F。

2)
 

存在π1πj∈F。由归纳假设得:存在G[π[2,n]]的πj,πt-HP记为τ且经过F-π1πj。则π1πj+τ是G
的πs,πt-HP且经过F,如图4。

情况2:s>1,设F 的第一个点为a。

1)
 

s<a,任意πsπi∉F,i∈[s+1,s+q+3]。π 是G 的(3+q)-厚的 UIO,则{πs+1,πs+2,…,πs+q+2}⊆
NG(πs-1),存在j∈[s+1,s+q+2]\{t}。由注1知π[s+1,n]是G[π[s+1,n]]的(3+q)-厚的UIO。由归纳

假设得:存在G[π[s+1,n]]的πj,πt-HP记为τ且经过F。由引理2知存在G[π[s]]的πs,πs-1-HP记为θ。则

θ+πs-1πj+τ是G 的πs,πt-HP且经过F,如图5。

2)
 

s=a,存在πsπi∈F,i∈[s+1,s+q+3]。由注1知π-πs 是G-πs 的(2+q)-厚的UIO。由归纳假设

得:存在G-πs 的πi,πt-HP记为τ且经过F-πsπi。则πsπi+τ是G 的πs,πt-HP且经过F,如图6。

3)
 

s>a。
(a)

 

a 是F 中间点(F 各路径的非端点),即πaπa+1∈F,πaπa+2∈F,如图7。
设π'=π-πa

 ,G'=G-πa
 ,F'=F-πa

 πa+1
 -πa

 πa+2
 +πa+1

 πa+2
 ,显然 F' = F -1=q-1。由注1知

π'是G'的(2+q)-厚的UIO。由归纳假设得:存在G'的πs,πt-HP记为P0 且经过F'。πa 插到πa+1πa+2 得P,
则πa+1πa+2 变为πaπa+1+πaπa+2,P 是G 的πs,πt-HP且经过F,如图8。

(b)
 

a 不是F 中间点且πaπm∈F,m∈[a+1,a+q+3]。由引理2知:存在G[π[a]]的πa,πa-1-HP记为

θ,如图9。设M={F 的中间点},A={F 中以a 为起点的路径上的点}。
(i)

 

任意πsπi∉F,i∈[h,s+q+3]\{s},其中h=min{s-q-3,a}。存在j∈[a+1,a+q+2]\(M∪A),
设π'=π[a+1,n],G'=G[π[a+1,n]],S'=S,T'=T,F'=F-πa

 πm
 +πm

 πj
 。G 是(3+q)-连通,则πa-1πj∈

E(G)。由注1知π'是G'的(3+q)-厚的UIO。由归纳假设得:存在G'的πs,πt-HP记为P0 且经过F'。θ插到

πmπj 得P,则πmπj 变为πmπa+θ+πa-1πj,P 是G 的πs,πt-HP且经过F,如图10。
(ii)

 

存在πsπi∈F,i∈[h,s+q+3]\{s},其中h=min{s-q-3,a}。
证明过程与情况2的2)类似。 证毕

11第2期             李 鹏,等:单位区间图的配对k-DPC容错性问题



图4 π1πj+τ

Fig.4 Schematic
 

diagram
 

of
 

π1πj+τ

图5 θ+πs-1πj+τ

Fig.5 Schematic
 

diagram
 

of
 

θ+πs-1πj+τ

图6 πsπi+τ

Fig.6 Schematic
 

diagram
 

of
 

πsπi+τ

图7 a是中间点

Fig.7 a
 

is
 

the
 

middle
 

point

图8 情况2的(a)的证明

Fig.8 Proof
 

diagram
 

of
 

(a)
 

of
 

case
 

2

图9 a不是中间点

Fig.9 a
 

isn’t
 

the
 

middle
 

point

3.2.2 2-DPC
引理4 设G 是任意n-顶点单位区间图,G 任意删去W 且经过F 仍是配对2-不相交路径可覆盖,则G 是近

乎(4+r)-连通。其中 W =p,0≤p≤n-4,F =q,(p+q)≤r。n≥4,当n>4时,(πs1πt1∪πs2πt2)⊄F。
证明 若p=r,q=0,则由定理4的结论2)可知,G 是近乎(4+r)-连通。 证毕

引理5 设G 是任意(4+r)-连通的n-顶点单位区间图,则G 任意删去W 且经过F 仍是配对2-不相交路径

可覆盖。其中 W =p,0≤p≤n-4,F =q,(p+q)≤r。n≥4,当n>4时,(πs1πt1∪πs2πt2)⊄F。
证明 由注1知G 任意删去W 是(4+r-p)-连通,即G-W≥(4+q)-连通。故证明结论可简化为:已知G

是(4+q)-连通,求证G 任意经过F 是配对2-不相交路径可覆盖。注意到若q=0,则由定理3的结论2)知此结

论显然成立,故下面讨论q≥1的情况。
由引理1知π 是(4+q)-厚的。设S={πs1,πs2},T={πt1,πt2},对任意j∈[2]有:s1<s2,sj<tj。现对

V(G)进行数学归纳,当 V(G)=5+q时结论显然成立,因为此时G 是团。假设 V(G)>5+q。
情况1:s1=1。因为π 是G 的(4+q)-厚的UIO,则对任意j∈[2,5+q]有π1πj∈E(G)。设π'=π[2,n],

G'=G-π1,T'=T。由注1知π'是G'的(4+q)-厚的UIO。

1)
 

任意π1πi∉F,i∈[2,5+q]。存在j∈[2,5+q]\{s2,t1,t2},设S'={πj,πs2}。由归纳假设得:在G'中

对S'和T',有配对2-DPC记为P'={P1,P2}且P'经过F。其中P1 是πj,πt1-路径,设Q=π1πj+P1。则在G
中对S 和T,{Q,P2}是配对2-DPC且经过F,如图11。

图10 经过F 的πs,πt-HP

Fig.10 πs,πt-HP
 

pass
 

through
 

F

图11 {Q,P2}

Fig.11 Schematic
 

diagram
 

of
 

{Q,P2}

2)
 

存在π1πi∈F,i∈[2,5+q],设F'=F-π1πi。
(a)

 

i=t1,设P1=(π1,πi)。由注1知π'-πi 是G'-πi 的(3+q)-厚的UIO。由引理3知,存在G'-πi 的

21 重庆师范大学学报(自然科学版) https://cqnuj.cqnu.edu.cn           第40卷



πs2,πt2-HP且经过F'记为P2。则在G 中对S 和T,{P1,P2}是配对2-DPC且经过F,如图12。
(b)

 

i≠t1,设S'={πi,πs2}。由归纳假设得:在G'中对S'和T',有配对2-DPC记为P'={P1,P2}且经过

F'。其中P1 是πi,πt1-路径,设Q=π1πi+P1。则在G 中对S 和T,{Q,P2}是配对2-DPC且经过F,如图13。

图12 {P1,P2}

Fig.12 Schematic
 

diagram
 

of
 

{P1,P2}

图13 {π1πi+P1,P2}

Fig.13 Schematic
 

diagram
 

of
 

{π1πi+P1,P2}

情况2:s1>1,设F 的第一个点为a。

1)
 

s1<a,任意πs1πi∉F,i∈[s1+1,s1+q+4]。π 是G 的(4+q)-厚的UIO,则对任意j∈[s1,s1+q+3]
有:πjπs1-1∈E(G)。由注1知:π[s1]是G[π[s1]]的(4+q)-厚的UIO。由引理2知存在G[π[s1]]的πs1,πs1-1-
HP记为θ。设π'=π[s1+1,n],G'=G[π[s1+1,n]],S'={πj,πs2},T'=T。存在j∈[s1+1,s1+q+3]\{s2,

t1,t2}。由注1知π'是G'的(4+q)-厚的 UIO。由归纳假设得:在G'中对S'和T',有配对2-DPC记为P'=
{P1,P2}且经过F。其中P1 是πj,πt1-路径,设Q=θ+πs1-1πj+P1。则在G 中对S 和T,{Q,P2}是配对2-
DPC且经过F,如图14。

2)
 

s1=a,存在πs1πi∈F,i∈[s1+1,s1+q+4]。设π'=π-πs1,G'=G-πs1,F'=F-πs1πi,显然 F' =
F -1=q-1。由注1知:π'是G'的(3+q)-厚的UIO。
(a)

 

i=t1,设P1=(πs1,πi)。由注1知π'-πi 是G'-πi 的(2+q)-厚的UIO。由引理3知,存在G'-πi 的

πs2,πt2-HP且经过F'记为P2。则在G 中对S 和T,{P1,P2}是配对2-DPC且经过F,如图15。

图14 情况2中1)的证明

Fig.14 Proof
 

diagram
 

of
 

1)
 

in
 

case
 

2

图15 情况2下2)的(a)示意

Fig.15 Schematic
 

diagram
 

of
   

(a)
 

of
 

2)
 

in
 

case
 

2

(b)
 

i≠t1,设S'={πi,πs2},T'=T。由归纳假设:在G'中对S'和T',有配对2-DPC记为P'={P1,P2}且
经过F'。其中P1 是πi,πt1-路径,设Q=πs1πi+P1。则在G 中对S 和T,{Q,P2}是配对2-DPC且经过F,如
图16。

3)
 

s1>a。
(a)

 

a 是F 中间点。设π'=π-πa
 ,G'=G-πa

 ,S'=S,T'=T,F'=F-πa
 πa+1

 -πa
 πa+2

 +πa+1
 πa+2

 ,显然

F' = F -1=q-1。由注1知π'是G'的(3+q)-厚的 UIO。由归纳假设得:在G'中对S'和T',有配对2-
DPC记为P'={P1,P2}且经过F'。πa 插到πa+1πa+2 得P,则πa+1πa+2 变为πaπa+1+πaπa+2。因此在G 中对

S 和T,P 是配对2-DPC且经过F,如图17。

图16 {Q,P2}

Fig.16 Schematic
 

diagram
 

of
 

{Q,P2}

图17 路径P
Fig.17 Schematic

 

diagram
 

of
 

path
 

P
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  (b)
 

a 不是F 中间点且πaπm∈F,m∈[a+1,a+q+4]。
(i)

 

任意πs1πi∉F,i∈[h,s1+q+4]\{s1},其中h=min{s1-q-4,a}。存在j∈[a+1,a+q+3]\({s2,

t2}∪M∪A),设π'=π[a+1,n],G'=G[π[a+1,n]],S'=S,T'=T,F'=F-πa
 πm

 +πm
 πj

 ,显然 F' =
F =q。G 是(4+q)-连通,则πa-1πj∈E(G)。由注1知π'是G'的(4+q)-厚的UIO。由归纳假设得:在G'中

对S'和T',有配对2-DPC记为P'={P1,P2}且经过F'。由引理2知存在G[π[a]]的πa,πa-1-HP记为θ。

θ插到πmπj 得P,则πmπj 变为πmπa+θ+πa-1πj。因此在G 中对S 和T,P 是配对2-DPC且经过F,如图18。
(ii)

 

存在πs1πi∈F,i∈[h,s1+q+4]\{s1},其中h=min{s1-q-4,a}。
证明过程与情况2中的2)类似。 证毕

3.2.3 k-DPC
定理5 设G 是任意n-顶点单位区间图,G 任意删去W 且经过F 仍是配对k-不相交路径可覆盖当且仅当

G 是(2k+r-1)-连通。其中 W =p,0≤p≤n-2k,F =q,(p+q)≤r,k>2。n≥2k,当n>2k时,(πs1πt1∪
πs2πt2∪…∪πskπtk)⊄F。

证明 必要性。设G 任意删去W 且经过F 仍是配对k-不相交路径可覆盖。若p=r,q=0,则由定理4的

结论3)可知G 是(2k+r-1)-连通。
充分性。设G 是(2k+r-1)-连通,由注1可知G 任意删去W 是(2k+r-p-1)-连通,即G-W≥(2k+

q-1)-连通。故证明结论可简化为:已知G 是(2k+q-1)-连通,求证G 任意经过F 是配对k-不相交路径可覆

盖。注意到若q=0,则由定理3的结论3)知此结论显然成立,故下面讨论q≥1的情况。
由引理1知π 是(2k+q-1)-厚的。设S={πs1,πs2,…,πsk},T={πt1,πt2,…,πtk},对任意j∈[k]有:s1<

s2<…<sk,sj<tj。现对 V(G)进行数学归纳,当 V(G)=2k+q 时结论显然成立,因为此时G 是团。假设

V(G)>2k+q。
情况1:s1=1。因为π 是G 的(2k+q-1)-厚的 UIO,则对任意j∈[2,2k+q]有:π1πj∈E(G)。设π'=

π[2,n],G'=G-π1。由注1知π'是G'的(2k+q-1)-厚的UIO。

1)
 

任意π1πi∉F,i∈[2,2k+q]。存在j∈[2,2k+q]\{s2,s3,…,sk,t1,t2,…,tk},设S'={πj,πs2,πs3,

…,πsk},T'=T。由归纳假设可知:在G'中对S'和T',有配对k-DPC记为P'={P1,P2,…,Pk}且经过F。其

中P1 是πj,πt1-路径,设Q=π1πj+P1。则在G 中对S 和T,{Q,P2,P3,…,Pk}是配对k-DPC且经过F,如
图19。

2)
 

存在π1πi∈F,i∈[2,2k+q],设S'={πs2,πs3,…,πsk},T'={πt2,πt3,…,πtk},F'=F-π1πi。

(a)
 

i=t1,设P1=(π1,πi)。由注1知π'-πi 是G'-πi 的(2k+q-2)-厚的UIO。
若k=3,则π'-πi 是G'-πi 的(4+q)-厚的UIO。由引理5知,在G'-πi 中对S'和T',有配对2-DPC记

为P'={P2,P3}且经过F'。
若k>3,由归纳假设:在G'-πi 中对S'和T',有配对(k-1)-DPC记为P'={P2,P3,…,Pk}且经过F'。

则在G 中对S 和T,{P1,P2,…,Pk}是配对k-DPC且经过F,如图20。
(b)

 

i≠t1,设S'={πi,πs2,πs3,…,πsk}。由归纳假设可知,在G'中对S'和T',有配对k-DPC记为P'=
{P1,P2,…,Pk}且经过F'。其中P1 是πi,πt1-路径,设Q=π1πi+P1。则在G 中对S 和T,{Q,P2,P3,…,

Pk}是配对k-DPC且经过F,如图21。
情况2:s1>1,设F 的第一个点为a。

1)
 

s1<a,任意πs1πi∉F,i∈[s1+1,s1+2k+q-1]。π 是G 的(2k+q-1)-厚的 UIO,则对任意j∈[s1,

s1+2k+q-2]有:πj,πs1-1∈E(G)。由注1知π[s1]是G[π[s1]]的(2k+q-1)-厚的UIO。由引理2知,存在

G[π[s1]]的πs1,πs1-1-HP记为θ。
(a)

 

存在j∈[s1+1,s1+2k+q-2]\{s2,s3,…,sk,t1,t2,…,tk}。设π'=π[s1+1,n],G'=G[π[s1+1,n]],

S'={πj,πs2,πs3,…,πsk},T'=T。由注1知:π'是G'的(2k+q-1)-厚的UIO。由归纳假设可知:在G'中对S'
和T',有配对k-DPC记为P'={P1,P2,…,Pk}且经过F。其中P1 是πj,πt1-路径,设Q=θ+πs1-1πj+P1。则

在G 中对S 和T,{Q,P2,P3,…,Pk}是配对k-DPC且经过F,如图22。
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图18 经过F 的配对2-DPC
Fig.18 Paired

 

2-DPC
 

pass
 

through
 

F

图19 {π1πj+P1,P2,P3,…,Pk}

Fig.19 Schematic
 

diagram
 

of
 

{π1πj+P1,P2,P3,…,Pk}

图20 {P1,P2,…,Pk}

Fig.20 Schematic
 

diagram
 

of
 

{P1,P2,…,Pk}

图21 {π1πi+P1,P2,P3,…,Pk}

Fig.21 Schematic
 

diagram
 

of
 

{π1πi+P1,P2,P3,…,Pk}

(b)
 

q=1,且[s1+1,s1+2k-1]={s2,s3,…,sk,t1,t2,…,tk}。设π'=π[s1+1,n]-πt1,G'=G[π[s1+1,n]]-πt1,

S'=S\{πs1},T'=T\{πt1}。由注1知,π'是G'的(2k+q-2)-厚的UIO。

若k=3,则π'是G'的(4+q)-厚的UIO。由引理5知在G'中对S'和T',有配对2-DPC记为P'={P2,P3}
且经过F。

若k>3,由归纳假设得,在G'中对S'和T',有配对(k-1)-DPC记为P'={P2,P3,…,Pk}且经过F。
则在G 中对S 和T,{θ+πs1-1πt1,P2,P3,…,Pk}是配对k-DPC且经过F,如图23。

图22 {Q,P2,P3,…,Pk}

Fig.22 Schematic
 

diagram
 

of
 

{Q,P2,P3,…,Pk}

图23 {θ+πs1-1πt1,P2,P3,…,Pk}

Fig.23 Schematic
 

diagram
 

of
 

{θ+πs1-1πt1
,P2,P3,…,Pk}

2)
 

s1=a,存在πs1πi∈F,i∈[s1+1,s1+2k+q-1]。设F'=F-πs1πi,显然 F' = F -1=q-1。

(a)
 

i=t1,设π'=π-{πs1,πt1},G'=G-{πs1,πt1},S'=S\{πs1},T'=T\{πt1},P1=(πs1,πi)。由注1知:

π'是G'的(2k+q-3)-厚的UIO。
若k=3,则π'是G'的(3+q)-厚的UIO。由引理5知,在G'中对S'和T',有配对2-DPC记为P'={P2,P3}

且经过F'。
若k>3,由归纳假设知:在G'中对S'和T',有配对(k-1)-DPC记为P'={P2,P3,…,Pk}且经过F'。
则在G 中对S 和T,{P1,P2,P3,…,Pk}是配对k-DPC且经过F,如图24。
(b)

 

i≠t1,设π'=π-πs1,G'=G-πs1,S'={πi,πs2,πs3,…,πsk},T'=T。由注1知,π'是G'的(2k+q-2)-
厚的UIO。由归纳假设可知:在G'中对S'和T',有配对k-DPC记为P'={P1,P2,…,Pk}且经过F'。其中P1

是πi,πt1-路径,设Q=πs1πi+P1。则在G 中对S 和T,{Q,P2,P3,…,Pk}是配对k-DPC且经过F,如图25。

3)
 

s1>a。
(a)

 

a 是F 中间点。设π'=π-πa
 ,G'=G-πa

 ,S'=S,T'=T,F'=F-πa
 πa+1

 -πa
 πa+2

 +πa+1
 πa+2

 ,显然

F' = F -1=q-1。由注1知:π'是G'的(2k+q-2)-厚的UIO。由归纳假设:在G'中对S'和T',有配对k-
DPC记为P'={P1,P2,…,Pk}且经过F'。πa 插到πa+1πa+2 得P,则πa+1πa+2 变为πaπa+1+πaπa+2。因此在

G 中对S 和T,P 是配对k-DPC且经过F,如图26。
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图24 情况2下2)的(a)分析

Fig.24 Analysis
 

diagram
 

of
 

(a)
 

of
 

2)
 

in
 

case
 

2

图25 情况2下2)的(b)证明

Fig.25 Proof
 

diagram
 

of
 

(b)
 

of
 

2)
 

in
 

case
 

2

(b)
 

a 不是F 中间点且πaπm∈F,m∈[a+1,a+2k+q-1]。
(i)

 

任意πs1πi∉F,i∈[h,s1+2k+q-1]\{s1},其中h=min{s1-2k-q+1,a}。
存在j∈[a+1,a+2k+q-2]\({s2,s3,…,sk,t2,t3…,tk}∪M∪A),设π'=π[a+1,n],G'=G[π[a+1,n]],

S'=S,T'=T,F'=F-πa
 πm

 +πm
 πj

 ,显然 F' = F =q。G 是(2k+q-1)-连通,则πa-1πj∈E(G)。由注1
知:π'是G'的(2k+q-1)-厚的UIO。由归纳假设可知:在G'中对S'和T',有配对k-DPC记为P'={P1,P2,
…,Pk}且经过F'。由引理2知,存在G[π[a]]的πa,πa-1-HP记为θ。θ插到πmπj 得P,则πmπj 变为πmπa+
θ+πa-1πj。因此在G 中对S 和T,P 是配对k-DPC且经过F,如图27。

图26 路径P
Fig.26 Schematic

 

diagram
 

of
 

path
 

P

图27 经过F 的配对k-DPC
Fig.27 Paired

 

k-DPC
 

pass
 

through
 

F

(ii)
 

存在πs1πi∈F,i∈[h,s1+2k+q-1]\{s1},其中h=min{s1-2k-q+1,a}。
证明过程与情况2中的2)类似。 证毕

4 结束语

本文探讨了单位区间图上具有错误顶点和错误边的配对多对多k-DPC问题,证明了在单位区间图上删点和

经过指定边的以下结论:G 任意删去小于等于p 个点,仍是k-不相交路径可覆盖当且仅当G 是(2k+p-1)-连
通。G 任意删去p 个点且经过q条边仍是配对k-DPC当且仅当G 是(2k+r-1)-连通,其中(p+q)≤r。本文

结论和研究方法可用来进一步研究区间图配对k-DPC容错性问题,同时为设计在单位区间图上寻找配对k-
DPC容错性的有效算法提供了理论依据。下一步将对以下开放性问题进行研究:1)

 

刻画任意删去p 个点和q
条边,且经过r条边仍是配对k-DPC的单位区间图;2)

 

刻画任意删去p 个点且经过q条边仍是配对k-DPC的区

间图。
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Abstract:
 

[Purposes]In
 

order
 

to
 

study
 

the
 

disjoint
 

path
 

cover
 

(DPC
 

for
 

short)
 

problem,
 

the
 

structures
 

of
 

1-disjoint
 

path
 

coverable,
 

2-disjoint
 

path
 

coverable
 

and
 

k-disjoint
 

path
 

coverable
 

that
 

still
 

maintain
 

the
 

DPC
 

property
 

after
 

deleting
 

vertices
 

and
 

passing
 

through
 

specified
 

edges
 

are
 

discussed
 

on
 

the
 

unit
 

interval
 

graph.[Methods]Using
 

the
 

structural
 

characteristics
 

of
 

unit
 

interval
 

graphs
  

and
 

the
 

structural
 

properties
 

of
 

path
 

cover,
 

the
 

paired
 

many
 

to
 

many
 

k-DPC
 

fault
 

tolerance
 

problem
 

of
 

unit
 

interval
 

graphs
 

is
 

studied
 

by
 

mathematical
 

induction
 

and
 

counter
 

proof
 

method.
 

[Findings]Arbitrarily
 

delete
 

p
 

vertices
 

and
 

pass
 

through
 

q
 

edges,
 

the
 

unit
 

interval
 

graph
 

G
 

is
 

still
 

paired
 

k-DPC,
 

if
 

and
 

only
 

if
 

G
 

is
  

(2k+r-1)
 

-connected,
 

where
  

(p+q)≤r.[Conclusions]The
 

fault
 

tolerance
 

path
 

cover
 

problem
 

of
 

unit
 

interval
 

graphs
 

is
 

closely
 

related
 

to
 

Hamiltonian
 

properties
 

and
 

connectivity.
 

The
 

research
 

results
 

and
 

methods
 

provide
 

a
 

theoretical
 

basis
 

for
 

the
 

research
 

of
 

paired
 

k-DPC
 

fault
 

tolerance
 

of
 

interval
 

graphs,
 

and
 

help
 

to
 

design
 

an
 

effective
 

algorithm
 

to
 

find
 

paired
 

k-DPC
 

fault
 

tolerance
 

on
 

unit
 

interval
 

graphs.
Keywords:

 

path
 

cover;
 

paired
 

k-disjoint
 

path
 

coverable;
 

unit
 

interval
 

graph;
 

fault
 

tolerance
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