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摘要:【目的】研究了一类特殊的具有范数结构的多目标优化问题,并应用于解决实际问题。【方法】针对这类多目标优化

问题的求解,基于标量化思想,在适当假设条件下提出了一种近似方法。【结果】可以通过调整几类参数的取值范围获得

多目标优化问题的Pareto解。【结论】利用具有范数结构的多目标优化模型和本文提出的近似求解方法于绩效管理中基

础工作量的设置和电厂发电机的分配问题。
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多目标优化理论与方法是运筹学最优化领域的研究热点,它是指在约束集上同时极大化或极小化一个给定

的向量值函数最优化问题。它的出现可以追溯到1772年Franklin提出的多目标矛盾如何协调的问题,国际上

一般认为多目标优化问题由经济学家Pareto在1896年提出的。迄今为止,多目标优化理论已被广泛应用于交

通运输、工程设计以及经济管理等诸多领域[1-4]。例如,Samanlioglu等人[1]建立以总成本最小、最大限度减少运

输风险以及最小现场风险的多目标优化模型研究了工业危险废物最优选址路线问题;Moradijoz等人[3]考虑配

电系统可靠性、网损耗能以及投资成本研究了配电网停车场配置问题。
近年来,多目标优化理论与方法得到了深入的研究和发展,取得了大量的基础成果和许多重要结论。特别

是在多目标优化问题各类精确解、近似解的定义、基本性质、标量化理论与应用以及最优性条件与对偶理论等方

面[5-9]。Ehrgott等人[5]介绍了多目标优化问题各类解及其性质。Zarepisheh等人[7]提出了一个新的真有效解定

义,验证了一个转换技术可以将多目标优化问题转化为更方便的问题,并得到原始问题和转换后的问题在一些

适当条件下具有相同的pareto解和真有效解。
对于多目标优化问题的求解,通常采用一些标量化技术将多目标优化问题转化为单目标再进行求解。常见

的标量化方法有线性加权和法、ε-约束法、理想点法等[10-14]。特别地,Ehrgott等人[10]基于松弛变量和剩余变量

提出了改进的ε-约束法,并建立了弱有效解、有效解和真有效解的标量化结果。Rastegar等人[11]提出了一种新

的通用标量化方法,用于解决多种解决方案。Zarepisheh等人[12]将加权和法的非线性形式看作标量化问题,研
究了真有效解与标量化问题最优解之间的关系。

一些实际问题中抽象出来的多目标优化问题往往是非常复杂的,结构也具有一定的特殊性。例如铁路网络

的绝对容量[15]、西班牙劳动力市场的工人满意度[4]以及篦冷机冷风分布[16]等问题中所构建的多目标优化模型。
对这些具有特殊结构的多目标优化模型进行分析及求解是非常重要的。本文针对一类具有范数结构的多目标

优化模型进行研究,提出了它的近似优化模型,并通过恰当的标量化方法分析了模型的求解过程,最后给出了此

类具有范数结构的多目标优化模型在实际问题中的应用。

1 预备知识

本文假设X 是赋范线性空间,Rn 是n 维欧氏空间,N+是所有正整数集合。对任意给定向量x=(x1,x2,
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…,xn),y=(y1,y2,…,yn)∈Rn,定义序关系:x<y⇔xi<yi,∀i=1,2,…,n;x≦y⇔xi≤yi,∀i=1,2,…,n;

x≤y⇔xi≤yi,∀i=1,2,…,n,且至少有一个
 

i使得xi<yi。
考虑如下多目标优化模型:

(MOP) ·  min
 

f(x)=(f1(x),f2(x)),

s.t.
 

gi(x)≤0,i=1,2,…,q。

式中:f1(x)=∑
m

k=1
x-a(k) ,f2(x)=max

1≤k≤m
x-a(k) ,a(k)∈X,k=1,2,…m,m∈N+,S={x∈X|gi(x)≤0,

i=1,2,…,q}。如果S 是凸集,则f(x)是凸函数。
下面给出多目标优化问题有效解、弱有效解以及Geoffrion-真有效解的概念。
定义1[5] 可行解x̂∈S 称为Pareto有效解,如果不存在x∈S 使得f(x)≤f(x̂)。
定义2[5] 可行解x̂∈S 称为Pareto弱有效解,如果不存在x∈S 使得f(x)<f(x̂)。
定义3[8] 可行解x̂∈S 称为Geoffrion-真有效解,如果x̂∈S 是有效解,且存在常数M>0,使得对每个满足

fi(x)<fi(x̂)的i和x∈S,至少存在一个j使得fj(x̂)<fj(x)且
fi(x̂)-fi(x)

fj(x)-fj(x̂)
≤M。

本文将(MOP) · 的所有弱有效解、有效解以及真有效解所构成的集合分别记为 WE(· ,S)、E(· ,S)
和PE(· ,S)。值得注意的是(MOP) · 的一个真有效解一定是它的有效解,(MOP) · 的一个有效解一定

是它的弱有效解。此外,如果一个向量使得每个目标函数都最小,则称它为理想向量。众所周知,如果一个理想

向量是(MOP) · 的可行解,则它就是(MOP) · 的有效解。
考虑如下单目标模型:

(SOP)
 

min
x∈S

 g(x),

式中g:S→R,则下面给出最优解的定义。
定义4 x̂∈S 称为(SOP)的最优解,若对所有x∈S 有g(x)≥g(x̂)。

2 (MOP)· 的近似求解

求解(MOP) · 的常用方法是利用标量化方法将该多目标优化问题转换为单目标进行求解。本文基于已

有研究,对上述具有范数结构的多目标优化模型,提出了它的一种近似求解方法。
设x∈S⊆Rn,由于任意n 维赋范线性空间都是等价的,且n 维赋范线性空间上的任意范数都是等价的。因

此,考虑如下多目标优化问题:
(MOP) · 2

 min
 

f(x)=(f1(x),f2(x)),

s.t.
 

x∈S⊆Rn。

式中:· 2 是2-范数(欧几里得范数),f1(x)=∑
m

k=1
βk x-a(k)

2,f2(x)=max
1≤k≤m

βk x-a(k)
2,a

(k)∈Rn,βk>0,k

=1,2,…m,m∈N+,∑
m

k=1
βk =1,且S 是Rn 上的闭凸集。

由于对(MOP) · 2
直接求解比较困难,因此本文考虑ε-约束标量化方法将(MOP) · 2

转为如下单目标

优化问题:

(SOP)· 2
 min

 

∑
m

k=1
βk x-a(k)

2,     

s.t.
 

βk x-a(k)
2≤ε,k=1,2,…,m,

x∈S。
设ε∈R,根据文献[5]中定理4.3可知,如果x̂ 是(SOP) · 2

的最优解,则x̂ 是(MOP) · 2
的弱有效解。

又由于 x-a(k)
2≤max

1≤k≤m
x-a(k)

2,k=1,2,…m,则有βk x-a(k)
2≤βk max

1≤k≤m
x-a(k)

2,k=1,2,…m。

因此,有:

∑
m

k=1
βk x-a(k)

2 ≤∑
m

k=1

(βkmax
1≤k≤m

x-a(k)
2)=max

1≤k≤m
x-a(k)

2∑
m

k=1
βk =max

1≤k≤m
x-a(k)

2,
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即∑
m

k=1
βk x-a(k)

2 ≤max
1≤k≤m

x-a(k)
2。

众所周知,在βk(k=1,2,…,m)的适当假设条件下,∑
m

k=1
βk x-a(k)

2 可以收敛到max
1≤k≤m

x-a(k)
2。基于

此,本文考虑如下近似标量化问题作为(SOP) · 2
的一种近似方法:

(SOP)appro· 2
 min

 

max
1≤k≤m

x-a(k)
2,       

s.t.
 

βk x-a(k)
2≤ε,k=1,2,…,m,

x∈S。
对于近似标量化问题(SOP)appro· 2

,令ε/βk=εk(k=1,2,…,m),且ε'=max
1≤k≤m

x-a(k)
2。

那么(SOP)appro· 2
又可等价于如下最优化问题:

            (SOP)appro· 2
 min

 

ε',

s.t.
 

x-a(k) 2
2≤ε2k,k=1,2,…,m,

x-a(k) 2
2≤ε'2,k=1,2,…,m,

x∈S。
因此,可以使用上述模型,通过调整参数βk,εk,k=1,2,…,m 和ε'的范围得到多目标优化问题(MOP) · 2

的Pareto解。

3 (MOP)· 的应用

3.1 绩效分配中基础工作量的应用

在绩效分配管理问题中,一个最优的绩效分配方案与诸多因素有关。其中考核对象的基础工作量对绩效分

配方案具有重要影响,基础工作量过高会导致考核对象不能参与到绩效分配中,而过低又会对考核对象造成消

极影响,达不到激励效果。因此针对具体某一单位,得到合适的基础工作量很有必要。这里,以某高校为例选取

基础分数值作为基础工作量进行研究。考虑到考核对象专长不同,有的侧重于教学,有的侧重科研,还有的侧重

服务,因此,在绩效分配方案中,为体现公平合理性,通常会考核对象分为不同类型来处理。本文选取教学型教

师作为研究对象。表1为48位教学型教师的教学考核指标分数值和科研考核指标分数值。

表1 教学考核指标分数值和科研考核指标分数值

Tab.1 Teaching
 

assessment
 

and
 

research
 

evaluation
 

index
 

score
 

value

序号 教学 科研 序号 教学 科研 序号 教学 科研

1 2
 

338 435 17 1
 

556 352 33 2
 

536 296

2 1
 

037 480 18 2
 

563 388 34 2
 

443 345

3 2
 

578 373 19 1
 

615 328 35 1
 

819 249

4 2
 

063 264 20 1
 

528 399 36 1
 

545 234

5 1
 

733 203 21 2
 

221 263 37 2
 

099 399

6 2
 

044 241 22 1
 

675 330 38 1
 

736 222

7 2
 

291 245 23 1
 

540 431 39 2
 

178 440

8 2
 

851 253 24 2
 

989 256 40 1
 

626 201

9 1
 

615 330 25 2
 

438 441 41 1
 

702 418

10 2
 

904 378 26 1
 

865 300 42 1
 

698 351

11 1
 

212 245 27 1
 

985 250 43 2
 

018 212

12 2
 

114 421 28 2
 

012 332 44 1
 

943 373

13 2
 

487 421 29 1
 

494 247 45 1
 

972 308

14 1
 

638 352 30 2
 

616 239 46 1
 

551 471

15 1
 

773 481 31 1
 

253 411 47 2
 

258 265

16 2
 

630 306 32 1
 

984 350 48 2
 

328 449
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对于如何找到合适恰当的考核指标基础分数值这一问题,本文考虑如下多目标优化模型:

(MOP) · 2
 min ∑

48

k=1
x-a(k)

2,max
1≤k≤48

x-a(k)
2  ,       

s.t.
 

x∈S=[min
 

a(k1),max
 

a(k1)]×[min
 

a(k2),max
 

a(k2)]。
式中:第一个目标函数表示基础分数值与考核对象实际分数值之间的损失总和最小;第二个目标函数表示基础

分数值与实际分数值的最大损失最小。且第k个考核对象的考核指标分数值a(k)=(a(k1),a(k2)),
 

a(k1)为第k个

考核对象的教学考核指标分数值,a(k2)为第k个考核对象的科研考核指标分数值。考核指标基础分数值为x=
(x1,x2),x1 为教学考核指标基础分数值,x2 为科研考核指标基础分数值,且x1∈[1

 

037,2
 

989],x2∈
[201,481]。

基于上述模型,利用本文的方法及Lingo
 

11.0软件,得到了最优考核指标基础分数值x=(1
 

979.16,

322.11),即教学考核指标基础分数值为1
 

979.16,科研考核指标基础分数值为322.11。此外,所有考核对象实

际分数值与基础分数值损失总和最小为18
 

579.93。通常,绩效分配过程中会将实际工作量是否超过基础工作

量作为绩效分配的判断依据,而对基础工作量的取值往往是选取所有考核对象实际工作量的均值。由表1数

据,得到了48位教师的平均教学考核指标分数值为2
 

001.96,平均科研考核指标分数值为332.86。若将考核指

标分数值均值作为判断依据,由上表1数据可知,分别均有23位教师的考核指标分数值大于基础分数值;若以

该多目标优化模型所得的基础分数值作为标准,对教学考核指标来说有25位教师可参与到绩效分配中去,对科

研考核指标来说有27位教师,则表明有更多的考核对象能参与到绩效分配中去,从一定程度上可认为绩效分配

更合理。同时此类模型也为其它问题中获取合适基础值提供参考决策。

3.2 电力生产发电机分配问题的应用

电力工业是国民经济和社会发展的基础产业,而电力资源的生产和分配一直是人们密切关注的问题。不同

发电厂的型号、数量均不同,因此,这些发电机在实际生产分配过程中带来了诸多成本问题。因此,如何合理地

分配电力资源也成为重要的研究问题。本文以某地为例,选取该地区时间段的用电需求量及该地某电厂的发电

机分配进行研究将一天分为7个时间段,各时段用电需求量如表2;电厂不同发电机型号及性能、数量情况如

表3。

表2 各时段用电需求量

Tab.2 Power
 

demand
 

of
 

each
 

period

时段 0~6时 6~9时 9~12时 12~14时 14~18时 18~22时 22~24时

需求量/(kW·h-1) 12
 

000 32
 

000 25
 

000 36
 

000 25
 

000 30
 

000 18
 

000

表3 不同型号发电机数量及性能情况

Tab.3 Quantity
 

and
 

performance
 

of
 

different
 

type
 

generator

型号 可用数量 最小输出功率/kW 最大输出功率/kW

型号1 10  750 1
 

750

型号2 4 1
 

000 1
 

500

型号3 8 1
 

200 2
 

000

型号4 3 1
 

800 3
 

500

如果发电机与各时段的用电需求不匹配,会产生一定,降低发电机所的隐形成本。为解决此问题,本文假设

发电机在使用过程中不考虑自身消耗且每时段功率稳定不变、以及各时间段发电机工作功率是独立的,在满足

各时段用电需求量的情况下,建立了各时段实际发电量与需求用电量尽可能均衡的多目标优化模型如下:

(MOP) · 2
 min

 

∑
7

k=1
xk -a(k)

2,max
1≤k≤7

xk -a(k)
2  ,
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s.t.
 

xk =∑
4

j=1
nkjpkj,k=1,2,…,7,

a(k)≤∑
4

j=1
nkjpkj,j=1,2,3,4,

min
 

nkj ≤nkj ≤max
 

nkj,

min
 

pj ≤pkj ≤0.8×max
 

pj。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

式中:不同的时间段为k(k=1,2,…,7),4种类型的发电机为j(j=1,2,3,4),第k 时间段型号j发电机工作时

实际功率为pkj,在第k时间段使用型号j发电机的数量为nkj,型号j发电机的最小功率为min
 

pj,型号j发电

机的最大功率为max
 

pj,第k时间段所需用电量为a(k),则第k时间段的实际供电量表示为xk =∑
4

k=1
nkjpkj,且

在实际电力生产过程中发电机输出功率不能超出最大功率的80%。
基于上述多目标模型,利用本文的方法以及Lingo11.0软件求解,得到了该电厂各时段发电机的分配数量

情况,如表4。

表4 各时段对不同类型发电机的需求数量

Tab.4 The
 

different
 

types
 

of
 

generator
 

demand
 

quantity
 

of
 

each
 

period

型号 0~6 6~9 9~12 12~14 14~18 18~22 22~24

型号1 10 10 8 10 10 10 8

型号2 0 2 3 3 3 3 0

型号3 0 6 5 7 5 8 7

型号4 2 3 3 3 3 0 2

4 结语

本文研究了一类具有范数结构的多目标优化问题,讨论了它的近似求解方法并应用于绩效管理中基础工作

量的设置问题以及电厂发电机的分配问题。如何进一步研究具有特殊范数结构的(MOP) · 的解的性质及求

解算法与应用是非常有意义的研究课题。
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Abstract:
 

[Purposes]A
 

special
 

kind
 

of
 

multi-objective
 

optimization
 

problem
 

with
 

norm
 

structure
 

is
 

studied,
 

which
 

can
 

be
 

applied
 

to
 

the
 

processing
 

of
 

many
 

practical
 

problems.[Methods]Based
 

on
 

the
 

idea
 

of
 

scalarization,
 

an
 

approximate
 

method
 

is
 

proposed
 

to
 

solve
 

this
 

kind
 

of
 

multi-objective
 

optimization
 

problem
 

under
 

some
 

suitable
 

assumptions.[Findings]It
 

can
 

obtain
 

Pareto
 

solutions
 

of
 

multi-

objective
 

optimization
 

problems
 

by
 

adjusting
 

the
 

ranges
 

of
 

several
 

parameters.
 

[Conclusions]The
 

multi-objective
 

optimization
 

model
 

with
 

norm
 

structure
 

and
 

the
 

approximate
 

solution
 

method
 

are
 

used
 

in
 

the
 

setting
 

of
 

basic
 

workload
 

and
 

the
 

assignment
 

of
 

power
 

plant
 

generators
 

in
 

performance
 

management.
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