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摘要:【目的】研究爱因斯坦积下Löwner偏序 ≥ 和 > 与它们的 Moore-Penrose逆的关系。【方法】通过张量特征

值、值域及 Moore-Penrose逆来研究张量Löwner偏序 ≥ 和 > 。【结果】得到了一些关于偏序 ≥ 和 > 的基本

性质和充要条件。【结论】Löwner偏序 ≥ 和 > 成立的充要条件表明,矩阵Löwner偏序的性质能够推广到张量上。
关键词:爱因斯坦积;张量;Löwner偏序;Moore-Penrose逆

中图分类号:O151 文献标志码:A    文章编号:1672-6693(2023)02-0084-05

张量是向量和矩阵的高维推广,并且广泛应用于医学[1]、机器学习[2]、信号处理[3]等领域。因为爱因斯坦积

下张量群同构于一般的线性群[4],所以一个自然的研究方向是将矩阵相关的概念和结论推广到张量上。文献

[5-6]分别将矩阵广义逆和矩阵减序推广到了张量空间。矩阵Löwner偏序在线性统计参数估计中有重要的应

用[7],因此推广这一类偏序是有意义的。本文主要将矩阵Löwner偏序推广到张量空间,并在张量空间上阐述偏

序 ≥ 和 > 与张量 Moore-Penrose逆的偏序的关系。文中 表示零张量。
张量是矩阵和向量的多维推广,向量可以看成是一阶张量,矩阵可以看成是二阶张量。给定一个正整数N,

记[N]={1,2,…,N}。一个复数域上的M+N 阶张量 =( i1i2…iMj1j2…jN
)∈C

I1×I2×…×IM×J1×J2×…×JN 是含有

I1·I2·…·IM·J1·J2·…·JN 个元素的多维数组,其中ik∈[Ik],k∈[M],jl∈[Jl],l∈[N]。

设张量 =( i1i2…iMj1j2…jN
), =( i1i2…iMj1j2…jN

)∈C
I1×I2×…×IM×J1×J2×…×JN 和标量a∈C,定义张量的加

法和数乘分别为 + =( i1i2…iMj1j2…jN+ i1i2…iMj1j2…jN
)以及a =(a i1i2…iMj1j2…jN

)。

设张量  ∈C
I1×I2×…×IM×J1×J2×…×JN, ∈C

J1×J2×…×JN×K1×K2×…×KL, 和 的 爱 因 斯 坦 积 *N ∈

C
I1×I2×…×IM×K1×K2×…×KL,且 *N 的定义如下[8]:

( *N  )i1×i2×…×iM×k1×k2×…kL = ∑
j1,j2,…,jN

 i1…iMj1…jN
 j1…jNk1…kL

。 (1)

显然,张量的爱因斯坦积是矩阵乘法的推广,满足结合律和分配律,但不满足交换律。
下面介绍张量的一些基本知识,以下定义均来自文献[4,9]。

给定张量 =( i1i2…iNj1j2…jN
)∈C

I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN,如果除了对角元 i1i2…iNi1i2…iN
以外的元素全为

0,则称张量 为对角张量;若对角张量 的对角元 i1i2…iNi1i2…iN
全为1,则称为单位张量,记做 。例如 =

(ei1i2j1j2
)∈C3×2×3×2,其中e1111=e1212=e2121=e2222=e3131=e3232=1,其余元素全为0。如果存在张量  ∈

C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN,使得 *N = *N = ,则称 可逆,记 = -1。设张量 ∈C

I1×I2×…×IM×J1×J2×…×JN,

 的 共 轭 转 置  H∈C
J1×J2×…×JN×I1×I2×…×IM,定 义 为 ( H)j1j2…jNi1i2…iM =  i1i2…iMj1j2…jN

;设 张 量  ∈

C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN,若 H= ,则称 为Hermitian张量,用符号C

I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
H 表示。

Sun等人[5]首次定义了偶数阶张量(即空间C
I1×I2×…×IN×J1×J2×…×JN 上的张量)的 Moore-Penrose逆。在此

基础之上,Liang等人[10]定义了任意阶张量的 Moore-Penrose逆。设 ∈C
I1×I2×…×IM×J1×J2×…×JN,若张量 ∈

C
J1×J2×…×JN×I1×I2×…×IM 满足下列张量方程:1)

 

 *N *M = ;2)
 

 *M *N = ;3)
 

( *N )H=
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 *N ;4)
 

( *M )H= *M 。则称 为张量 的Moore-Penrose逆,记做 +。设 ∈C
I1×I2×…×IM×J1×J2×…×JN,

结合文献[5]可知, +存在且唯一,并且结论:1)
 

( +)+= ;2)
 

( +)H=( H)+是显然的。

Ji等人[11]对空间 C
I1×I2×…×IN 上的内积做了定义,即 < , >= ∑

i1i2…iN

 i1i2…iN
 i1i2…iN

,其中  , ∈

C
I1×I2×…×IN;根据此内积的定义显然有< , >=< , >。设 ∈C

I1×I2×…×IM×J1×J2×…×JN,他们证明了对于任

意的 ∈C
J1×J2×…×JN, ∈C

I1×I2×…×IM,有< *N , >=< , H*M >。可见,两个相同张量的内积是一个

实数,并且如果 ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
H ,易得< , *N >也是一个实数。

假设 ∈C
I1×I2×…×IM×J1×J2×…×JN, 是C

I1×I2×…×IM 的一个子空间,Ji等人[11]定义 的值域 ( )和 的

正交补 ⊥分别为 ( )={ *N : ∈C
J1×J2×…×JN}以及 ⊥={ ∈C

I1×I2×…×IM:< , >=0,∀ ∈ }。
根据文献[12]中的引理4及定理2,有:1)

 

 ( *N +)= ( );2)
 

 ( +)= ( H)。

1 预备知识

本节首先定义了Hermitian正定张量,进而给出了张量Löwner偏序的定义;接着介绍了一种张量的展开方

式,证明了一些半正定张量的性质,给出了张量方程只有零解的等价条件以及几个与张量特征值有关的结论。
为了方便书写,设n=I1·I2·…·IN,m=J1·J2·…·JM,l=K1·K2·…·KL。

定义1 设 ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
H 。若对任意张量 ∈C

I1×I2×…×IN,有< , *N >≥0,则称 为

Hermitian半正定张量,记做 ≥ ;若对任意的非零张量 ∈C
I1×I2×…×IN,有< , *N >>0,则称 为

Hermitian正定张量,记做 > 。张量空间 C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN 上的半正定张量和正定张量分别用

C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
≥ 和C

I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
> 表示。

定义2 设 , ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
H ,若 - ≥ ,记做 ≥ 。容易验证这种关系是一种偏序,

称为张量的Löwner偏序。特别地,当 - > 时,记做 > 。
众所周知可以将张量的元素按照一定的方式重新排列组成一个二维数组,即矩阵。例如 Matlab中的

reshape函数[13]。下面将介绍文献[10]中提到的一种任意张量的展开方式。

定义一个从张量空间C
I1×I2×…×IM×J1×J2×…×JN 到矩阵空间C

(I1·I2·…·IM)×(J1·J2·…·JN)的映射φ:

φ:C
I1×I2×…×IM×J1×J2×…×JN→C

(I1·I2·…·IM)×(J1·J2·…·JN), =( i1
 i2

 …iM
 j1

 j2
 …jN

  
)→A

 

=(Aivec(i,I),ivec(j,J)),

其中:A ∈C
(I1·I2·…·IM)×(J1·J2·…·JN),ivec(i,I)和ivec(j,J)是两个指标函数,分别对应 i1i2…iMj1j2…jN

的行指

标i∶={i1,i2,…,iM}和列指标j∶={j1,j2,…,jN},即:

ivec(i,I)=i1+∑
M

r=2

(ir -1)∏
r-1

u=1
Iu,ivec(j,J)=j1+∑

N

s=2

(js -1)∏
s-1

v=1
Jv。

注1 称上述矩阵A 为张量 的展开矩阵,且很容易验证单位张量 的展开矩阵是单位矩阵I。根据文献

[10]可知,φ 是双射。对式(1)中 和 的爱因斯坦积 *N 作用φ,有φ( *N )=φ( )φ( )=AB,其中

B∈Cn×l,并且这个过程是可逆的。
注2 利用注1很容易验证以下结论:1)

 

若张量 可逆,则矩阵A 也是可逆的;2)
 

若 ≥ ( > ),则
A≥0(A>0)。由此可知若 > ,则 必然是可逆的。本文所有的φ 均指上述映射。

设张量 ∈C
I1×I2×…×IM×J1×J2×…×JN,则张量 的秩r( )≜r(A),其中A=φ( )∈Cm×n;如果r( )=

m,则称张量 为行满秩;如果r( )=n,则称 为列满秩[10]。

引理1 设 ∈C
I1

 ×I2
 ×…×IN

 ×J1
 ×J2

 ×…×JK
 

, ∈C
J1×J2×…×JK, 是列满秩的等价于张量方程 *N

  = 只有

零解。
证明 设φ( )=P∈Cn×k,φ( )=x∈Ck,φ( *N

  )=φ(P)φ( )=Px=0,故 *N
  = 只有零解

⇔Px=0只有零解⇔P 是列满秩的⇔ 是列满秩的。 证毕

接下来介绍特征值和特征张量的概念。

定义3[4] 设 ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN,如果存在λ∈C和非零张量 ∈C

I1×I2×…×IN,使得 *N =
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λ ,则称λ为 的特征值, 是对应于特征值λ的特征张量。
根据定义3,以下结论是显然的。

引理2 设 , ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
H , , ∈C

I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN,则:1)
 

若 为 Hermitian张

量,则它的特征值为实数;2)
 

 *N 与 *N 有相同的非零特征值;3)
 

若 , 至少有一个可逆,则 *N 与

 *N 有相同的特征值;4)
 

 与展开矩阵A 有相同的特征值。
由结论4)可知,单位张量 的特征值全为1;并且,若 ≥ ,则 的所有特征值非负。

2 主要结果

本节主要研究偏序 ≥  和 >  的基本性质以及这些偏序成立的充要条件。本节中张量 , ∈

C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
H ,λi( )表示张量 的特征值,且λ1( )≥…≥λn( )。

引理3 设张量 , ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
H ,则:1)

 

若 ≥ ,则λi( )≥λi( ),i∈[n];2)
 

若 >
 ,则λi( )>λi( ),i∈[n]。

证明 1)
 

设φ( )=A∈Cn×n
H ,φ( )=B∈Cn×n

H ,Cn×n
H 表示n 阶 Hermitian矩阵,因为 ≥ ,在两边同时

作用映射φ,则φ( )≥φ( ),于是A≥B。根据文献[7],有λi(A)≥λi(B),再结合引理2,则λi( )≥λi( )。

2)的证明与1)类似。 证毕

定理1 设 , ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
H , ∈C

I1
 ×I2

 ×…×IN
 ×J1

 ×J2
 ×…×JK

 

,k=J1·J2·…·JK,则:

1)
 

 ≥ ⇒ H*N
  *N

  ≥ H*N
  *N

  ;

2)
 

若r( )=k, > ,则 H*N
  *N

  > H*N *N
  。

证明 1)
 

对任意的 ∈C
J1×J2×…×JK,则 *K

  ∈C
I1

 ×I2
 ×…×IN

 

,由 ≥ 知 - ≥ ,因为:
< ,( H*N

 ( - )*N
  )*K

  >=< , H*N
 ( - )*N

  *K
  >=

< *K  ,( - )*N  *K
  >≥0,

所以 H*N *N
  ≥ H*N

  *N
  。

2)
 

对任意的 ∈C
J1×J2×…×JK( ≠ ), *K

  ∈C
I1

 ×I2
 ×…×IN

 

,且 *K ≠ ,因为:
< ,( H*N

 ( - )*N
  )*K

  >=< , H*N
 ( - )*N

  *K
  >=< *K ,( - )*N *K >>0,

所以 H*N *N > H*N *N 。 证毕

注3 如果 可逆,则上述结论的必要性也成立。

定理2 设 ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
> , ∈C

I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
≥ ,则:1)

 

 ≥ ⇔λ1( *N -1)≤1;

2)
 

 > ⇔λ1( *N -1)<1。
证明 1)

 

由定理1有:
 ≥ ⇔ -1/2*N( - )*N  -1/2≥ ⇔ n- -1/2*N  *N  -1/2≥ ⇔

λi( n- -1/2*N  *N  -1/2≥ )≥0⇔λ1( -1/2*N  *N  -1/2)≤1⇔λ1( *N  -1)≤1。
式中:i∈[n], 1/2是 的平方根, -1/2是 1/2的逆[12]。

2)的证明与1)类似。 证毕

由定理2有以下定理。

定理3 设 , ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
> ,则:1)

 

 ≥ ⇔ -1≥ -1;2)
 

 > ⇔ -1> -1。
证明 1)

 

由定理2,有:
 ≥ ⇔λ1( *N  -1)≤1⇔λ1( *N  -1)H≤1⇔λ1( -1*N  )≤1⇔ -1≥ -1。

2)的证明与1)类似。 证毕

下面介绍的定理将对偏序 ≥ 或 > 作进一步表征,为此需要介绍以下引理。

引理4 设 , ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
H ,若 ≥ ≥ ,则 ( )⊆ ( )。

证明 对任意的 ∈C
I1×I2×…×IN,有< , *N >≥< , *N >。若 ∈ 

⊥( ),于是< , *N >=0,

故< , *N >=0,即 ∈ 
⊥( ), ⊥( )⊆ 

⊥( ),所以 ( )⊆ ( )。

引理5 设张量 , ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
≥ ,则 ≥ 当且仅当
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 ( )⊆ ( ), *N( - )*N  ≥ 。
证明 必要性是显然的,由引理4知 ≥ 有 ( )⊆ ( ),再由定理1知 *N( - )*N ≥ ;

充分性等价于当 ( )⊆ ( )时,证明 ≥ ⇔ *N( - )*N ≥ 。因为( *N +)H= *N +,
且根据文献[5]中定理4.2,有 *N +*N = ,则: *N +*N( - )*N *N += - 。

当 ( )⊆ ( )时,结合 ( +*N )= ( ),对任意的 ∈C
I1×I2×…×IN,有:

 ≥ ⇔< , *N  +*N( - )*N  *N  +*N  >≥0⇔
< *N  +*N  ,( - )*N  *N  +*N  >≥0⇔

< *N  ,( - )*N  *N  >≥0⇔< , *N( - )*N  *N  >≥0。
即 ≥ ⇔ *N( - )*N ≥ 。 证毕

定理4 设张量 , ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
≥ ,则 ≥ ⇔ ( )⊆ ( ),λ1( *N +)≤1。

证明 结合引理4和引理5,命题等价于在 ( )⊆ ( )的条件下,证明:
 *N( - )*N  ⇔λ1( *N  +)≤1。

根据文献[10]中定理3.6,可设 的满秩分解 = *R H,其中 ∈C
I1×I2×…×IN×K1×K2×…×KR,r( )=

r=K1·K2·…·KR,并且 H*R 是可逆的,于是有:
 *N( - )*N  ≥ ⇔ H*N  *R  H*N( - )*N  *R  H*N  ≥ ⇔

 H*N( - )*N  ≥ 。
用( H*R )-1 分别去右乘和左乘上式,得到:

 *N( - )*N  ≥ ⇔( H*R  )-1*R  H*N( - )*N  *R( H*R  )-1≥ ⇔
 - H*N  *N  ≥ ⇔λ1( H*N  *N  )≤1⇔λ1( *N  *R  H)≤1⇔λ1( *N  +)≤1。

式中: = *R( H*N )-1,最后一步是根据文献[10]中定理3.7,即:
 *N  H= *R( H*N  )-1*R( H*N  )-1*R  H= *R( H*N  )-2*R  H= +。 证毕

下一个定理说明,对于张量的 Moore-Penrose逆来讲,当r( )=r( )时,有 ≥ ⇔ +≥ +。

定理5 设 , ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
≥ ,且r( )=r( ),则 ≥ ⇔ +≥ +。

证明 因为 ( )= ( +), ( )= ( +),再由定理4,有:
 ≥ ⇔ ( )⊆ ( ),λ1( *N  +)≤1⇔ ( +)⊆ ( +),λ1( *N  +)≤1。

再结合r( )=r( ),有dim
 

( ( ))=dim
 

 ( +)=dim
 

( ( ))=dim
 

 ( +),所以有:
 ≥ ⇔ ( +)= ( +),λ1( *N  +)≤1。

又因为λ1( *N +)=λ1( +*N )=λ1( +*N( +)+),结合定理4,知 ≥ ⇔ +≥ +。 证毕

需要注意的是,定理5中条件r( )=r( )是不可缺少的。假设对角张量 , ∈C3×3×3×3,且它们的元除

了 1111= 1212= 1313= 2121=2, 1111= 1212= 1313=1以外全为0。则 +, +的元素除了:
( +)1111=( +)1212=( +)1313=( +)2121=1/2,( +)1111=( +)1212=( +)1313=1

以外全为0。虽然 ≥ ,但由于r( )≠r( ),没法推导出 +≥ +。下面的定理说明了在 ≥ 的条件

下, +≥ +与r( )=r( )等价。

定理6 设 , ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
≥ ,且 ≥ ,则 +≥ +⇔r( )=r( )。

证明 由定理5知充分性是显然的,下面证明必要性。由引理4,知:
 ≥ ⇒ ( )⊆ ( ), +≥ +⇒ ( +)⊆ ( +)。

于是有 ( )⊆ ( )= ( +)⊆ ( +)= ( )。所以 ( )= ( ),r( )=r( )。 证毕

根据上述引理,有以下推论。

推论1 设 , ∈C
I1×I2×…×IN×I1×I2×…×IN
≥ ,则下面的任意两条可以推出另外一条:1)

 

 ≥ ;2)
 

 +≥ +;

3)
 

r( )=r( )。

3 结束语

作为矩阵Löwner偏序的推广,本文定义了张量Löwner偏序。基于张量与矩阵之间的同构关系,证明了
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Hermitian正定张量是可逆的,并给出了张量方程 *N
  = 只有零解的充要条件;基于爱因斯坦积,给出了一

些与张量特征值有关的结论。在此基础上,给出了一些偏序 ≥ 和 > 的性质。当张量 , > 时,得到

了偏序 ≥ 的充要条件 -1≥ -1;进一步推广得到当r( )=r( )时,偏序 ≥ 与偏序 +≥ +等价。
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Relationships
 

between
 

Löwner
 

Partial
 

Orders
 

of
 

Tensors
 

and
 

Their
 

Moore-Penrose
 

Inverses

LIU
 

Xifu,
 

LUO
 

Yu
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Mathematical
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Chongqing
 

Normal
 

University,
 

Chongqing
 

401331,
 

China)

Abstract:
 

[Purposes]The
 

goal
 

is
 

to
 

study
 

the
 

relationships
 

between
 

Löwner
 

partial
 

orders
  

 ≥ 
 

and
  

 > 
 

and
 

their
 

Moore
 

Penrose
 

inverses.
 

[Methods]By
 

using
 

the
 

eigenvalues,
 

range,
 

Moore-Penrose
 

inverse
 

of
 

tensor,
 

the
 

Löwner
 

partial
 

orders
  

 ≥ 
 

and
  

 > 
 

are
 

studied.
 

[Findings]Some
 

basic
 

properties
 

and
 

equivalent
 

conditions
 

of
 

partial
 

orders
  

 ≥  
 

and
  

 >  
 

are
 

obtained.
 

[Conclusions]The
 

sufficient
 

and
 

necessary
 

conditions
 

of
 

Löwner
 

partial
 

order
  

 ≥ 
 

and
  

 > 
 

show
 

that
 

the
 

properties
 

of
 

matrix
 

Löwner
 

partial
 

ordering
 

can
 

be
 

generalized
 

to
 

tensors.
Keywords:

 

Einstein
 

product;
 

tensor;
 

Löwner
 

partial
 

ordering;
 

Moore-Penrose
 

inverse
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