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摘要:【目的】在误差为AANA序列的条件下,对Gassor和 Müller提出的一类非参数回归函数积分权核估计进行研究。

【方法】利用截尾方法和AANA序列的指数不等式进行研究。【结果】得到了非参数回归函数积分权核估计的P 阶矩相

合性、强相合性和完全相合性,通过数值模拟来验证结果的有效性。【结论】该结果推广和拓展了已有的相关结论。
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1 基本概念

设(Ω,F,P)是一个概率空间,{Xn,n≥1}是定义在概率空间(Ω,F,P)上的随机变量序列。文献[1]在1996
年引入下面的渐近几乎负相关(asymptotically

 

almost
 

negatively
 

associated,AANA)随机变量的概念。

定义1[1] 设{Xn,n≥1}为随机变量序列,如果存在非负数列u(n)→0,n→∞,使得对所有的n,k≥1,
都有:

Cov(f(Xn),g(Xn+1,Xn+2,…,Xn+k))≤u(n)[Var(f(Xn))Var(g(Xn+1,Xn+2,…,Xn+k))],

式中:f 和g 是对上述方差存在且对每个变元均非降连续的函数,则称{Xn,n≥1}是 AANA随机变量序列,

{u(n),n≥1}称为{Xn,n≥1}的混合系数。

当u(n)=0时,AANA随机变量序列就是NA随机变量序列,而且AANA随机变量序列也包含独立随机

变量序列,因此AANA随机变量序列是一类包含独立随机变量序列和NA随机变量序列更一般的相依变量。

近些年来,许多学者对AANA随机变量序列进行了研究。例如,文献[2]利用矩不等式得到了AANA随机变量

序列加权和的完全收敛性。文献[3]利用最小二乘法和非参数加权的估计方法,得到了参数、非参数和误差方差

的估计,并在合适的条件下得到了这些估计量的强相合性。文献[4]给出了AANA序列部分和的 Hájek-Rényi
型不等式、大偏差以及强大数定律。文献[5]得到了AANA随机变量序列的Rosenthal型不等式,作为不等式的

应用,得到了关于完全收敛性的一些结论。文献[6]利用AANA随机变量序列的矩不等式和中心极限定理,得
到了由AANA随机变量序列生成的移动平均过程的中心极限定理,改进并推广了已有结果。文献[7]利用

AANA随机变量序列的矩不等式,得到了不同分布条件下AANA随机变量阵列加权和的完全收敛性。

下面引入完全收敛的概念,此概念由Hsu等人[8]在1947年给出。

定义2[8] 如果对任意的ε>0,有∑
∞

n=1
P(|Xn-C|>ε)<∞,则称随机变量序列{Xn,n≥1}完全收敛到常

数C。
由Borel-Cantlli引理可知,随机变量序列{Xn,n≥1}完全收敛到常数C,意味着Xn→C,a.s.。对于独立同

分布的随机变量序列,完全收敛与几乎处处收敛是等价的。然而对于相关随机变量序列或混合随机变量序列,
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二者是不等价的。

定义3 称随机变量序列{Xn,n≥1}被随机变量X 控制,如果存在正常数C,使得对所有的x≥0,n≥1,都

有P(|Xn|>x)≤CP(X >x)成立。

设Y1,Y2,…,Yn 是固定点x1,x2,…,xn 的n 个观察值,考虑非参数回归模型Yi=g(xi)+εi,1≤i≤n,式

中g(x)是定义在区间[0,1]上的未知函数,且把g(x)在区间[0,1]外定义为0,{εi,i≥1}是随机误差。不失一

般性,假设0=x0≤x1≤…≤xn-1≤xn=1,Gasser等人[9]在1979年给出函数g(x)一种积分权核估计:

gn(x)=h-1
n ∑

n

i=1
Yi∫

xi

xi-1
K x-s

hn  ds, (1)

式中:K(u)为核函数,hn 为窗宽,且0<hn→0。

对于积分权核估计,在独立误差情形下,Chen等人[10]建立了估计量的相合性并得到了强一致收敛的收敛速

度,并研究了积分权核估计的极限分布[11]。杨秀桃等人[12]利用α混合序列的概率指数不等式和矩不等式,在较

弱的条件下得到了积分权估计的强相合性和一致相合性,该结果推广了独立样本下的相关结果。

本文用I(A)表示集合A 的示性函数,符号C、C1 和C2 表示正的常数,在不同的位置表示不同的常数。记

δ
~
i=xi-xi-1,1≤i≤n,δn=max

1≤i≤n
 
δ
~
i。下面是本文将要使用的一些假设:

(A1)
 

g(x)在[0,1]上一致连续;

(A2)
 

1)
 

K(·)满足β(β>0)阶的Lipschitz条件;2)
 

K(·)是 R 上的有界函数;3)
 

∫
+∞

-∞
K(u)du=1,

∫
+∞

-∞
K(u)du< ∞;

(A3)
 

当n→∞时,hn→0,δn→0。

定理1 如果假设(A1)、(A2)和(A3)成立,δn/hn→0,{εn,n≥1}是均值为0的AANA随机变量序列,且被

随机变量X 控制,混合系数{u(n),n≥1}满足∑
∞

n=1
u(n)< ∞。 若E(X 2)<∞,则对0<p≤2和任意的x∈

(0,1),有lim
n→∞

 
E(gn(x)-g(x)p)=0。

定理2 如果假设(A1)、(A2)和(A3)成立,δn/hn=O(n-s),1/p≤s≤1,p>2,{εn,n≥1}是均值为0的

AANA随机变量序列,且被随机变量X 控制,混合系数{u(n),n≥1}满足∑
∞

n=1
u(n)<∞。若E X 1+p<∞,则

对任意的x∈(0,1),在完全收敛意义下,有lim
n→∞

 gn(x)=g(x)。

由于独立随机变量和 NA随机变量均是 AANA随机变量序列,因此由定理2可知如下推论1和推论2
成立。

推论1 如果假设(A1)、(A2)和(A3)成立,δn/hn=O(n-s),1/p≤s≤1,p>2,{εn,n≥1}是均值为0的独

立随机变量序列,且被随机变量 X 控制。若E X 1+p<∞,则对任意的x∈(0,1),在完全收敛意义下,有

lim
n→∞

 gn(x)=g(x)。

推论2 如果假设(A1)、(A2)和(A3)成立,δn/hn=O(n-s),1/p≤s≤1,p>2,{εn,n≥1}是均值为0的NA
随机变量序列,且被随机变量 X 控制。若 E X 1+p<∞,则对任意的x∈(0,1),在完全收敛意义下有

lim
n→∞

 gn(x)=g(x)。

由于完全收敛意味着几乎处处收敛,由定理2可以得到积分权估计的强相合性。

推论3 如果假设(A1)、(A2)和(A3)成立,δn/hn=O(n-s),1/p≤s≤1,p>2,{εn,n≥1}是均值为0的

AANA随机变量序列,且被随机变量X 控制,混合系数{u(n),n≥1}满足∑
∞

n=1
u(n)<∞。若E X 1+p<∞,则

对任意的x∈(0,1),有lim
n→∞

 gn(x)=g(x),a.s.。
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2 引理

为了证明主要定理及推论,需要引入下述引理。

引理1[13] 设随机变量序列{Xn,n≥1}被随机变量X 控制,则对任意的p>0,a>0,n≥1,存在正常数C,
使得:

E|Xn|pI(|Xn|≤a)≤C[E X pI(X ≤a)+apP(X >a)],

E|Xn|pI(|Xn|>a)≤CE X pI(X >a),E|Xn|p≤CE X p。

引理2[5] 设{Xn,n≥1}是混合系数为{u(n),n≥1}的AANA随机变量序列,{fn,n≥1}全部是非增(或非

减)函数,则{fn(Xn),n≥1}仍是混合系数为{u(n),n≥1}的AANA随机变量序列。

引理3[5] 设{Xn,n≥1}是均值为0的AANA随机变量序列,混合系数为{u(n),n≥1},满足∑
∞

n=1
u(n)2<∞,

则存在仅依赖于p 的正常数C,使得对任意的n≥1和1<p≤2,有E max
1≤j≤n ∑

j

i=1
Xi

p  ≤C∑
n

i=1
E(Xi

p)。

引理4[12] 设g(x)在[0,1]上一致连续,∫
+∞

-∞
K(u)du=1,∫

+∞

-∞
|K(u)|du<∞,如果hn→0,δn→0,则有:

lim
n→∞

 
E(gn(x))=g(x),x∈(0,1)。

引理5[12] 设∫
+∞

-∞
|K(u)|du< ∞,且hn→0,则对任意的x∈(0,1),有:

lim
n→∞

 
h-1

n ∑
n

i=1∫
xi

xi-1
K x-s

hn  ds=∫
+∞

-∞
K(u)du。

引理6[14] 设{Xn,n≥1}是均值为0的AANA随机变量序列,混合系数为{u(n),n≥1},满足∑
∞

n=1
u(n)<∞,

b是一个正常数,|Xi|≤b。则对任意的ε>0,有:

P ∑
n

i=1
Xi >ε  ≤C ∑

n-1

i=1
u(k)+1  exp-

ε2

2Δ2
n +2bε/3  ,

式中:Δ2
n =∑

n

i=1
E(X2

i),n≥1。

3 定理的证明

证明(定理1) 注意到E(gn(x)-g(x)p)≤C{E(gn(x)-Egn(x)p)+ E(gn(x))-g(x)p}。由

引理4可知 E(gn(x))-g(x)p→0。

下面只需要证明E(gn(x)-E(gn(x))p)→0。

由Jensen不等式、引理1、引理3、引理5以及E(X 2)<∞可知,对0<p≤2,有:

E(gn(x)-E(gn(x))p)=E ∑
n

i=1
h-1

n∫
xi

xi-1
K x-s

hn  ds·εi

p  ≤
E ∑

n

i=1
h-1

n∫
xi

xi-1
K x-s

hn  ds·εi

2

    
p
2

≤C ∑
n

i=1
h-1

n∫
xi

xi-1
K x-s

hn  ds  
2

·E(X 2)  
p
2

≤

 C h-1
n sup
1≤i≤n∫

xi

xi-1
K x-s

hn  ds·∑
n

i=1
h-1

n∫
xi

xi-1
K x-s

hn  ds  
p
2

≤C h-1
nδn·∫

+∞

-∞
K(u)du  

p
2
→0。 证毕

证明(定 理 2) 令 Wni(x)=h-1
n∫

xi

xi-1
K x-s

hn  ds,则 gn(x)=∑
n

i=1
Wni(x)Yi =∑

n

i=1
Wni(x)g(xi)+

∑
n

i=1
Wni(x)εi。 对任意的x∈(0,1),有:

gn(x)-g(x)≤ gn(x)-E(gn(x))+ E(gn(x))-g(x)。 (2)
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由引理4可知,为了证明定理2的结论,只需证明在完全收敛的意义下gn(x)-E(gn(x))→0。

注意到 gn(x)-E(gn(x))= ∑
n

i=1
Wni(x)·εi ,即需要证明对任意的ε>0,有:

∑
∞

n=1
P ∑

n

i=1
Wni(x)·εi >ε  <∞,∀x∈(0,1)。 (3)

由积分中值定理可知,存在θi∈(0,1),使得:

Wni(x)=h-1
n K

x-xi+θiδ
~
i

hn  δ~i≤Cδn

hn
。 (4)

令:

ε'i=-n
1
pI(εi<-n

1
p)+εiI(|εi|<n

1
p)+n

1
pI(εi>n

1
p),

ε″i=(εi+n
1
p)I(εi<-n

1
p)+(εi-n

1
p)I(εi>n

1
p)。

注意到对任意的i≥1,Eεi=0,因此有εi=ε'i+ε″i=(ε'i-E(ε'i))+(ε″i-E(ε″i)),及:

gn(x)-E(gn(x))= ∑
n

i=1
Wni(x)·εi ≤ ∑

n

i=1
Wni(x)(ε'i -E(ε'i))+ ∑

n

i=1
Wni(x)·(ε″i -E(ε″i))。

(5)

由引理2可知,{ε'i-E(ε'i),
 

i≥1}仍为AANA序列,且均值为0。由于p>2,所以E(X 1+p)<∞意味着

E(X 2)<∞。由引理1、引理5、式(4)以及假设(A3)可知:

max
1≤i≤n

Wni(x)(ε'i-E(ε'i))≤Cn
1
pmax
1≤i≤n

Wni(x)≤C1n
1
p-s, (6)

Δ2
n

 =
 

∑
n

i=1
E[Wni(x)(ε'i -E(ε'i))]2

 

=
 

∑
n

i=1
W2

ni(x)E[ε'i -E(ε'i)]2 ≤

Cmax
1≤i≤n

Wni(x)∑
n

i=1
Wni(x)E(X)2 ≤C

δn

hn
≤C2n-s。 (7)

由引理6、∑
∞

n=1
u(n)< ∞ 及式(6)、(7),可得:

∑
+∞

n=1
P ∑

n

i=1
Wni(x)(ε'i -E(ε'i))≥ε  ≤C∑

+∞

n=1
exp-

ε2

2C2n-s +2C1n1/p-sε/3  ≤C∑
+∞

n=1
n-2 <+∞。 (8)

由 Markov不等式、引理1以及E(X 1+p)<∞,可知:

∑
+∞

n=1
P ∑

n

i=1
Wni(x)(ε″i -E(ε″i))≥ε  ≤C∑

+∞

n=1
E ∑

n

i=1
Wni(x)(ε″i -E(ε″i))≤

C∑
+∞

n=1
∑
n

i=1
|Wni(x)|E[εi I(εi >n

1
p)]≤

C∑
+∞

n=1
E[X I(X >n

1
p)]≤C∑

+∞

n=1
∑
+∞

k=n
E[X I(k

1
p < X ≤ (k+1)

1
p)]≤

C∑
+∞

k=1
E[X I(k

1
p < X ≤ (k+1)

1
p)]∑

k

n=1
1≤C∑

+∞

k=1
kE[X I(k

1
p < X ≤ (k+1)

1
p)]≤

C∑
+∞

k=1
E[X p+1I(k

1
p < X ≤ (k+1)

1
p)]≤CE[X p+1]<+∞。 (9)

由式(8)、(9),有:

∑
∞

n=1
P(∑

n

i=1
Wni(x)·εi >2ε)≤∑

+∞

n=1
P ∑

n

i=1
Wni(x)(ε'i -E(ε'i))≥ε  +

∑
+∞

n=1
P ∑

n

i=1
Wni(x)(ε″i -E(ε″i))≥ε  < ∞。 证毕
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4 数值模拟

本节通过数值模拟来验证估计量gn(x)的有效性。对于给定的n≥3,(ε1,ε2,…,εn)~Nn(0,Σ),其中0表

示零向量,Σ=

1.25 -0.50 … 0 0 0 0
-0.50 1.25 -0.50 … 0 0 0
0 -0.50 1.25 … 0 0 0
︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … -0.50 1.25 -0.50
0 0 0 … 0 -0.50 1.25

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

。

由文献[15]可知,(ε1,ε2,…,εn)是NA变量,因此也是AANA变量。为了便于进行数值模拟,在模型(1)

中,取xi=i/n,0≤i≤n,K(u)=0.75(1-u2)I(|u|≤1)为Epanechnikov核函数,窗宽为hn=n-1/4。样本容量

n 分别取为100,300,600,1
 

000,在g(x)=exp(x),x∈[0,1]和g(x)=x2,x∈[0,1]两种情况下进行模拟。在

x=0.25,0.5,0.75的情形下,重复模拟1
 

000次,分别获得gn(x)-g(x)的箱型图,见图1~6,同时得到了估计

量gn(x)与函数g(x)的偏差和均方误差,见表1。

图1 g(x)=exp(x),x=0.25时,gn(x)-g(x)的箱型图

Fig.1 Box
 

diagram
 

of
 

gn(x)-g(x)
 

when
 

g(x)=exp(x),x=0.25

图2 g(x)=exp(x),x=0.5时,gn(x)-g(x)的箱型图

Fig.2 Box
 

diagram
 

of
 

gn(x)-g(x)
 

when
 

g(x)=exp(x),x=0.5

图3 g(x)=exp(x),x=0.75时,gn(x)-g(x)的箱型图

Fig.3 Box
 

diagram
 

of
 

gn(x)-g(x)
 

when
 

g(x)=exp(x),x=0.75

图4 g(x)=x2,x=0.25时,gn(x)-g(x)的箱型图

Fig.4 Box
 

diagram
 

of
 

gn(x)-g(x)
 

when
 

g(x)=x2,x=0.25
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图5 g(x)=x2,x=0.5时,gn(x)-g(x)的箱型图

Fig.5 Box
 

diagram
 

of
 

gn(x)-g(x)
 

when
 

g(x)=x2,x=0.5

图6 g(x)=x2,x=0.75时,gn(x)-g(x)的箱型图

Fig.6 Box
 

diagram
 

of
 

gn(x)-g(x)
 

when
 

g(x)=x2,x=0.75

表1 估计量gn(x)与函数g(x)的偏差和均方误差

Tab.1 Deviation
 

and
 

mean-square
 

error
 

of
 

the
 

estimator
 

gn(x)
 

and
 

the
 

function
 

g(x)

g(x) x n=100 n=300 n=600 n=1
 

000

exp(x)

0.25

0.5

0.75

偏差 -0.012
 

0 0.009
 

1 0.006
 

2 0.003
 

9

均方误差  0.004
 

7 0.002
 

1 0.001
 

2 0.000
 

8

偏差  0.023
 

9 0.012
 

1 0.007
 

1 0.005
 

8

均方误差  0.005
 

5 0.002
 

2 0.001
 

2 0.000
 

8

偏差 -0.053
 

9 0.015
 

3 0.010
 

9 0.006
 

3

均方误差  0.007
 

2 0.002
 

3 0.001
 

3 0.000
 

8

x2

0.25

0.5

0.75

偏差  0.023
 

1 0.011
 

3 0.008
 

5 0.007
 

2

均方误差  0.005
 

1 0.002
 

3 0.001
 

4 0.000
 

9

偏差  0.028
 

1 0.014
 

3 0.009
 

3 0.007
 

3

均方误差  0.005
 

6 0.002
 

5 0.001
 

3 0.000
 

9

偏差 -0.006
 

0 0.014
 

9 0.010
 

0 0.007
 

3

均方误差  0.004
 

8 0.002
 

3 0.001
 

3 0.000
 

9

由图1到图6以及表1可知,随着样本容量n 的增加,gn(x)-g(x)的值越来越趋于0,这比较直观地反映

了本文的结果。
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Abstract:
 

[Purposes]It
 

studied
 

the
 

integral
 

weight
 

kernel
 

estimators
 

of
 

nonparametric
 

regression
 

functions
 

which
 

is
 

proposed
 

by
 

Gassor
 

and
 

Müller
 

under
 

AANA
 

errors.[Methods]By
 

using
 

truncation
 

method
 

and
 

exponential
 

inequality
 

of
 

AANA
 

sequence,
 

it
 

obtained
 

the
 

complete
 

consistency
 

of
 

integral
 

weight
 

kernel
 

estimators
 

of
 

nonparametric
 

regression
 

functions.[Findings]The
 

results
 

extended
 

the
 

existing
 

related
 

conclusions.[Conclusions]Some
 

simulations
 

are
 

illustrated
 

to
 

verify
 

the
 

validity
 

of
 

our
 

results.
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