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Cahn-Hilliard-Navier-Stokes方程的长时间行为
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摘要:【目的】Cahn-Hilliard-Navier-Stokes方程是由不可压缩的 Navier-Stokes方程和高阶各项异性Cahn-Hilliard方程耦

合而成,具有广泛应用和重要作用。【方法】通过能量估计得到方程的解半群存在有界吸收集和一致紧性。【结果】利用吸

引子存在性定理验证了整体吸引子的存在性。【结论】研究了该方程在相对浓度满足Neumann边界条件下的长时间行为。
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本文主要考虑如下Cahn-Hilliard-Navier-Stokes方程组的初边值问题:

∂tu+(u·�)u-ρΔu+�p=κμ �φ+g,x∈Ω,t>0, (1)
div

 

u=0,x∈Ω,t>0, (2)

∂tφ+u·�φ-Δμ=0,x∈Ω,t>0, (3)

μ=∑
k

i=1

(-1)i ∑
α =i

aαD2αφ+f(φ),x∈Ω,t>0, (4)

u(x,0)=u0,φ(x,0)=φ0,x∈Ω, (5)

u=0,
∂D2αφ
∂n =0,α ≤k-1,x∈∂Ω,t>0。 (6)

其中:Ω⊂R2 为有界区域,未知函数u、p 和φ 分别表示流体速度、压强和相对浓度,已知函数g 表示外力,正常

数ρ和κ分别表示粘度系数和应力系数,n 是边界的单位外法向量,k 是不小于2的整数,�,Δ分别表示梯度算

子和Laplace算子,Dα=
∂α

∂
k1
x1∂

k2
x2

,α=(k1,k2)∈(N∪{0})2,α =k1+k2,规定D(0,0)φ=φ,aα 是给定常数,当

α =k时,aα≥0。

Cahn-Hilliard-Navier-Stokes方程由Cahn-Hilliard方程和不可压缩的Navier-Stokes方程耦合而成,是一种

重要的物理模型,应用广泛。其中Cahn-Hilliad方程是基于Ginzburg-Landau自由能建立的,它的自由能为:

ΨHOGL(φ)=∫Ω

1
2∑

k

i=1
∑
α =i

aα Dαφ 2+F(φ)dx,k∈N,k≥2。式(4)中μ 是该自由能的变分导数,f 是F 的导

数,即:f(s)=F'(s)。
对于各向同性Cahn-Hilliard-Navier-Stokes方程的研究,在理论分析和数值计算方面都取得很大进展[1-11]。

近些年来人们对高阶Cahn-Hilliard-Navier-Stokes方程也有一定的研究[12-16],如Cherfils等人[12]证明了高阶

Cahn-Hilliard-Navier-Stokes方程弱解的存在唯一性,全局吸引子与指数吸引子的存在性,但是对高阶各向异性

Cahn-Hilliard-Navier-Stokes方程则只有少量结果。罗娇等人[17-18]研究了高阶各向异性Cahn-Hilliard-Navier-
Stokes方程在流体速度和相对浓度均满足Dirichlet边界条件下弱解的存在性和吸引子的存在性。基于此,本文

主要研究各向异性Cahn-Hilliard-Navier-Stokes方程在流体速度满足Dirichlet边界而相对浓度满足Neumann
边界条件下的长时间行为。文献[17-18]考虑相对浓度满足Dirichlet边界条件时,由Poincaré不等式可以得到

Sobolev空间的范数和高阶导数在L2 空间的范数具有等价性,所以在空间和范数的引入相对自然,而在相对浓

度满足Neumann边界条件下,Poincaré不等式已经失效,主要困难在于空间和范数的处理,所以本文结果拓展
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了文献[17-18]的结论,丰富了Cahn-Hilliard-Navier-Stokes方程的研究结果。文中出现的c、ci、C 和Ci 均表示

可变的常数。

1 预备知识

假设1 假设f∈C2(R),且满足 lim
|s|→+∞

inf
 

f'(s)>0,|f″(s)|≤cf(1+|s|m-1),∀s∈R,其中cf>0,m 是

[1,+∞)中的常数。
设X 为实希尔伯特空间,X*表示X 的对偶,(·,·)X 和 · X 分别表示X 的内积和范数,<·,·>代表

X*与X 的对偶积。设Ξ={u∈C∞
c (Ω,R2):div

 

u=0,
 

x∈Ω},H 为Ξ 在L2(Ω,R2)中的闭包,V为Ξ在H10(Ω,R2)

中的闭包,(·,·)和 · 分别表示 H 的内积和范数,空间V 的内积和范数分别为 ((u,v))=∑
2

i=1

(∂xiu,∂xiv),

u =((u,u))
1
2。记 <φ>=

1
|Ω|∫Ω

φ(x,t)dx,由式(3)知对∀t>0有<φ(x,t)>=<φ0(x)>=M0。记希尔伯特

空间YM=H×{φ∈Hk(Ω):|<φ>|≤M},且赋予范数 (u,φ)2
YM =

1
κ u 2+ ∑

α =k
aα Dαφ 2

L2 +<φ>2。

首先给出方程(1)~(6)弱解的定义。
定义1 若k∈N,k≥2,初值(u0,φ0)∈YM,则存在(u,φ)∈L∞([0,+∞);Y0)∩L2([t,t+1];V×H2k),

∂tu∈L2([t,t+1];V*),∂tφ∈L2([t,t+1];L2(Ω)),μ∈L2([t,t+1];L2(Ω))且满足:
(∂tu,v)+ρ(�u,�v)+((u·�)u,v)=κ(μ �φ,v)+(g,v),v∈V, (7)

(∂tφ,ψ)+((u·�)φ,ψ)+(�μ,�ψ)=0,ψ∈L2(Ω), (8)

(μ,ξ)=∑
k

i=1
∑
α =i

aα(Dαφ,Dαξ)+(f(φ),ξ),ξ∈Hk
0(Ω), (9)

u(x,0)=u0,φ(x,0)=φ0,x∈Ω。
则称(u,φ)为方程(1)~(6)的弱解。

2 弱解的存在唯一性

在证明该方程的吸引子存在性之前,先给出弱解的存在唯一性。
定理1 若k∈N,k≥2,g∈V*,(u0,φ0)∈YM,f 满足假设1,则方程(1)~(6)存在唯一弱解(u,φ),对

∀T>0,(u,φ)∈L∞(R+,YM)∩L2(0,T;H1
0(Ω)×(Hk

0(Ω)∩H2k(Ω)))。
利用Galerkin方法可直接得到该定理,证明详细过程参见文献[17]。
由定理1显然可以得到如下定理。
定理2 若k∈N,k≥2,g∈V*,(u0,φ0)∈YM,f 满足假设1,则方程(1)~(6)定义了一个强连续半群

S(t):YM→YM,对∀t>0,S(t)(u0,φ0)=(u,φ),其中(u,φ)是方程(1)~(6)的弱解。

3 主要结论

定理3 若k∈N,k≥2,g∈V*,f 满足假设1,则S(t)在YM 存在有界吸收集,即对∀Σ⊂YM,存在t0=
t0(Σ),使得 S(t)(u0,φ0)YM≤C,∀t≥t0。

证明 令式(7)中v=κ-1u,式(8)中的ψ=μ 和式(9)中的ξ=∂tφ 有:

d
dt

(u(t),φ(t))2
YM +∑

k-1

i=1
∑

i= α
Dαφ 2

L2 +2(F(φ(t)),1)  +2ρκ u(t)2+2 �μ(t)2
L2 =

2
κ
<g,u(t)>。

(10)
令φ(t)=φ(t)-M0,μ(t)=μ(t)-<μ(t)>。在式(4)两边乘以2ηφ 在Ω 上积分得:

2η(μ(t),φ(t))L2 =2η∑
k

i=1
∑
α =i

aα Dαφ 2+2η(f(φ(t)),φ(t))L2。 (11)

由式(10)、(11)可得:
d
dt

(u(t),φ(t))2
YM +∑

k-1

i=1
∑

i= α
aα Dαφ 2+2(F(φ(t)),1)  +2ρκ u(t)2+2 �μ(t)2

L2 =
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2
κ
<g,u(t)>+2η(μ(t),φ(t))L2 -2η∑

k

i=1
∑
α =i

aα Dαφ 2-2η(f(φ(t)),φ(t))L2。 (12)

令Ψ(t)= (u(t),φ(t))2
YM +∑

k-1

i=1
∑

i= α
aα Dαφ 2+2(F(φ(t)),1)+CΨ,其中CΨ 是足够大的常数,使得

Ψ(t)非负。于是,可以将式(12)写成:

d
dtΨ

(t)+εΨ(t)=Π(t), (13)

式中:0<ε<η,且

Π(t)
 

=
 

-
2ρ
κ u(t)2-2 �μ(t)2

L2 +
2
κ
<g,u(t)>+2η,(μ(t),φ(t))L2

 

 -
 

2η∑
k

i=1
∑
α =i

aα
 Dαφ L2

2-

2η(f(φ(t)),φ(t))L2 +ε (u(t),φ(t))2
Y0 +∑

k-1

i=1
∑

i= α
aα Dαφ 2

L2 +2(F(φ(t)),1)+CΨ  。
即:

Π(t)=-
2ρ
κ u(t)2-2 �μ(t)2

L2 +
ερ
κ u(t)2+2η(μ(t),φ(t))L2 -(2η-ε)∑

k

i=1
∑
α =i

aα Dαφ 2-

2(η-ε)(f(φ(t)),φ(t))L2 +2ε(F(φ(t))-f(φ(t))φ(t),1)L2 +
2
κ
<g,u(t)>+εCΨ。

下面给出Π(t)的估计。由Hölder不等式、Friedrich不等式和Young不等式可得:

 2η (μ(t),φ(t))L2 ≤2η μ(t)L2 φ(t)L2≤2ηCΩ �μ(t)L2 φ(t)L2≤ �μ(t)2
L2+η

2C2
Ω φ(t)2

L2
,(14)

又因为f 满足假设1,所以对∀s∈R有:

c* f(s)(1+|s|)≤2f(s)(s-M0)+cf,M0
,F(s)-f(s)(s-M0)≤c'f s-M0

2+c″  f,M0
, (15)

式中:c*、cf,M0
、c'f、c″  f,M0

均为非负常数。

由Nirenberg-Gagliardo不等式[19]可得:

∑
k

 

-
 

1

i=1
∑
α =i

aα
 Dαφ 2

L2 ≤ε1 φ(t)2
Hk +c(ε1)φ(t)2

L2 +…+εk-1
 φ(t)2

Hk +c(εk-1
 )φ(t)2

L2
,

当εi(i=1,2,…,k-1)取合适的值时有:

∑
k

 

-
 

1

i=1
∑
α =i

aα Dαφ 2
L2 ≤

1
2 ∑α =k

aα
 Dαφ 2

L2 +cφ(t)2
L2
。 (16)

根据Hölder不等式和Young不等式有:

<u(t),g>≤ u(t) g V*≤
ρ
2 u(t)2+

1
2ρ

g 2
V*
。 (17)

结合式(13)~(17)和Poincaré不等式:可以得到:

Π(t)≤-ρ
κ u(t)2+

ερ
κ u(t)2- �μ(t)2

L2 +
1
κρ

g 2
V* +(η2C2

Ω +2εc'f)φ(t)2
L2 -

η-
ε
2  ∑α =k

aα Dαφ 2
L2 -2(η-ε)c*(f(φ(t)),1+ φ(t))L2 +2εc″  f,M0

+εCΨ ≤

-
(ρ-εηc)

κ u(t)2- �μ(t)2
L2 +

1
κρ

g 2
V* -

1
2η-

ε
2  ∑α =k

aα Dαφ 2-

2(η-ε)c*(f(φ(t)),1+ φ(t))L2 +2εc″  f,M0
+εCΨ +C(η2C2

Ω +2εc'f)
2。

结合式(13)可得:

d
dtΨ

(t)+εΨ(t)+c'2 u(t)2+ ∑
α =k

aα
 Dαφ 2

L2  +2 �μ(t)2
L2 +c'3(f(φ(t)),1+ φ(t))≤

1
ρκ

g 2
V* +c'1。 (18)

根据Gronwall不等式[20]可得:

Ψ(t)≤2Ψ(0)e-εt+2ε-1 1
ρK

g 2
V*+c'1  ,∀t≥0。 (19)
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对于函数Ψ(t),存在单调不减函数Q,使得:(u(t),φ(t))2
YM-<φ(t)>

2≤Ψ(t)≤Q((u(t),φ(t))2
YM
),

所以,(u(t),φ(t))2
YM≤Ψ(t)+M2

0≤2Q u(0),φ(0)  2
YM

  e-εt+2ε-1 1
ρK

g 2
V*+c'1  +M2

0。

故存在时间t0 和常数C2=4ε-1 1
ρK

g 2
V*+c'1  +2M2

0,当t≥t0 时,(u(t),φ(t))YM≤C。 证毕

定理4 若k∈N,k≥2,g∈V*,f 满足假设1,(u,φ)为方程(1)~(6)的弱解,则有不等式:

∫
t+1

t
u(s)2+ ∑

α =k
a2

α D2αφ(s)2

L
2 + μ(s)2

H1  ds≤Q(‖(u(0),φ(0))‖2YM
)e-δt+c0,∀t≥0

成立。式中:Q 是单调不减函数,δ和c0 是与初始值和时间无关的常数。
证明 对式(18)在(t,t+1)上积分可得,∀t≥0,

∫
t+1

t
u(t)2+ ∑

α =k
aα Dαφ 2

L2 + �μ(t)2
L2 +(f(φ(t)),1+ φ(t))  ds≤

Ψ(t)+
1

ρK
g 2

V* +c'1  ,
结合式(19):

∫
t+1

t
u(t)2+ ∑

α =k
aα

 Dαφ 2
L2 + �μ(t)2

L2 +(f(φ(t)),1+ φ(t))  ds≤

2Ψ(0)e-εt+(2ε-1+1)
1

ρK
g 2

V* +c'1  ≤Q (u(0),φ(0))2
YM

  e-εt+c0,∀t≥0。 (20)

由式(4)、(6),假设1和Sobolev嵌入不等式[19]可知:
<μ(t)>2=<f(φ)>2≤cf(1+ φ(t)2m+2

L2m+2
)≤c[1+(�φ(t)2

L2+<φ(t)>
2)m+1]。

故有:

∫
t+1

t
<μ(s)>2ds≤c∫

t+1

t
[1+(�φ(s)2

L2 +<φ(s)>2)m+1]ds≤Q((u(0),φ(0))2
YM
)e-(m+1)εt+c0,

从而:

∫
t+1

t
μ(s)2

H1ds≤Q((u(0),φ(0))2
YM
)e-δt+c0。 (21)

由式(5)、(20),假设1和Nirenberg-Gagliardo不等式可得:

∫
t+1

t ∑
α =k

aα
 D2αφ(s)

2

L2  ds≤

c∫
t+1

t
μ(s)2

L2ds+∫
t+1

t
f(φ)2

L2ds+∫
t+1

t ∑
k-1

i=1
∑
α =i

aαD2αφ(s)
2

L2  ds  ≤
c∫

t+1

t
μ(s)2

L2ds+∫
t+1

t
f(φ)2

L2ds+∫
t+1

t ∑
k-1

i=1
∑
α =i

aα
 D2αφ(s)2

L2  ds  ≤
c∫

t+1

t
μ(s)2

L2ds+∫
t+1

t
f(φ)2

L2ds+∫
t+1

t
(ε φ(s)2

H2k +cε φ(s)2
L2
)ds  。

从而有:

∫
t+1

t ∑
α =k

a2
α D2αφ(s)2

L2  ds≤c∫
t+1

t
μ(s)2

L2ds+∫
t+1

t
f(φ)2

L2ds+∫
t+1

t
φ(s)2

L2ds  ≤
Q (u(0),φ(0))2

YM
  e-δt+c1。 (22)

于是由式(20)~(22)可以完成该定理的证明。 证毕

定理5 若k∈N,k≥2,g∈H,f 满足假设1,则S(t)在V×Hk+1 存在有界吸收集,即对∀Σ1⊂YM,存在

t1=t1(Σ1),使得 S(t)(u0,φ0)V×Hk+1≤C,∀t≥t1。
证明 在式(7)中令v=-2Δu 可得:

d
dtu 2+ρ Δu 2=((u·�)u,Δu)-2κ(μ �φ,Δu)-2(g,Δu)。 (23)

令φ (t)=φ (t)- M0,μ(t)=μ(t)- <μ(t)>,分 别 用 ∑
α =k

(-1)k+1aαΔD2αφ 和 2Δ2μ -

2η ∑
α =k

aα(-1)kΔ2D2αφ 与式(4)、(5)作L2 内积得:
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d
dt∑α =k

aα �Dαφ 2
L2 +2Δμ 2+2η ∑

α =k
a2

α ΔD2αφ 2
L2 =

2((u·�φ),∑
α =k

aα(-1)kΔD2αφ)-2η(Δμ,∑
α =k

aα(-1)kΔD2αφ)+

2(Δμ,∑
k-1

i=1
∑
α =i

aα(-1)iΔD2αφ)-2η(∑
k-1

i=1
∑
α =i

aα(-1)iΔD2αφ,∑
α =k

(-1)kaαΔD2αφ)+

2(Δ(f(φ)-<f(φ)>),Δμ-η ∑
α =k

aα(-1)kΔD2αφ)。 (24)

由式(23)、(24)可得:
d
dt u 2+ ∑

α =k
aα �Dαφ 2

L2  +2ρ Δu 2+2Δμ 2+2η ∑
α =k

aα ΔD2αφ 2
L2 =

2((u·�)u,Δu)-2κ(μ �φ,Δu)-2(g,Δu)+2((u·�φ),∑
α =k

aα(-1)kΔD2αφ)-

2η Δμ,∑
α =k

aα(-1)kΔD2αφ  +2Δμ,∑
k-1

i=1
∑
α =i

aα(-1)iΔD2αφ  -

2η ∑
k-1

i=1
∑
α =i

aα(-1)iΔD2αφ,∑
α =k

(-1)kaαΔD2αφ  +2(Δ(f(φ)-<f(φ)>,Δμ-η ∑
α =k

aα(-1)kΔD2αφ)。

(25)
下面将估计式(25)右边各项。

2 ((u·�)u,Δu)≤2u
1
2 u Δu

3
2≤C u 2 u 4+ρ

2 Δu 2,

2κ(μ �φ,Δu)≤2κ μ �φ L2
 Δu ≤2κ μ L∞

 �φ L2
 Δu ≤C μ

1
2
L2 Δμ

1
2
L2

 �φ L2
 Δu ≤

C μ
2
3
L2

 �φ
4
3
L2 Δu

4
3+
1
4 Δμ 2

L2≤C μ 2
L2

�φ 4
L2+

ρ
2 Δu 2+

1
4 Δμ 2

L2≤

C μ 2
L2

�φ 2
L2 ∑

α =k
aα

 �Dαφ 2
L2 +ρ

2 Δu 2+
1
4 Δμ 2

L2
。

2 (g,Δu)≤ρ
2 Δu 2+ρ-1 g 2,

2 ((u·�φ),∑
α =k

(-1)kaαΔD2αφ)≤2u·�φ L2 ∑
α =k

(-1)kaα
 ΔD2αφ)L2

 ≤

C �φ L2
�Δφ L2 u u +η

5 ∑α =k
a2

α ΔD2αφ 2 ≤C �φ 2
L2

�Δφ 2
L2 + u 2 u 2  +

 

η
5 ∑α =k

a2
α ΔD2αφ 2

L2 ≤C �φ 2
L2 ∑

α =k
aα �Dαφ 2

L2 + u 2 u 2  +η
5 ∑α =k

a2
α ΔD2αφ 2

L2
。

2η Δμ,∑
α =k

aα(-1)kΔD2αφ  ≤2η Δμ L2 ∑
α =k

aα(-1)kΔD2αφ L2 ≤

2η(c Δμ 2

L2
+
1
10∑α =k

a2
α ΔD2αφ

2)≤2ηc Δμ 2

L2
+η
5 ∑α =k

a2
α ΔD2αφ 2

L2
。

2 Δμ,∑
k-1

i=1
∑
α =i

aα(-1)iD2αφ  ≤2Δμ L2 ∑
k-1

i=1
∑
α =i

aα(-1)iD2αφ L2 ≤

1
4 Δμ 2

L2 +C ∑
k-1

i=1
∑
α =i

aα
 (-1)iD2αφ

2

L2 ≤
1
4 Δμ 2

L2 +C∑
k-1

i=1
∑
α =k

aα ΔD2αφ
2i
2k+2 φ

1-
2i
2k+2

L2 ≤

1
4 Δμ 2

L2 +η
5 ∑α =k

a2
α ΔD2αφ

2

L2 +c1 φ 2
L2 +C1。

2η ∑
k-1

i=1
∑
α =i

aα(-1)iD2αφ,∑
α =k

(-1)kaαD2αφ  L2 ≤ηc∑
k-1

i=1
∑
α =i

aα D2αφ 2
L2 +η

10∑α =k
a2

α ΔD2αφ 2
L2
)≤

ηc∑
k-1

i=1
∑
α =k

aα
 ΔD2αφ

2i
2k+2 φ

1-
2i
2k+2

L2 +η
10∑α =k

a2
α ΔD2αφ 2

L2 ≤

η
5 ∑α =k

a2
α ΔD2αφ 2

L2 +c2 φ 2
L2 +C2。
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2 (Δ(f(φ)-<f(φ)>),Δμ)
 

=
 

2 (Δf(φ),Δμ)≤2Δf(φ)L2
 Δμ L2

 ≤
1
4 Δμ 2

L2+c Δf(φ)2
L2≤

1
4 Δμ 2

L2+c f'(φ)Δφ 2
L2+ f″(φ)�φ 2 2

L2  ≤
1
4 Δμ 2

L2+ f'(φ)Δφ 2
L2+ f″(φ)�φ 2 2

L2≤

1
4 Δμ 2

L2+ f'(φ)Δφ 2
L2+ f″(φ)�φ 2 2

L2≤
1
4 Δμ 2

L2+cQ(φ H1
) Δφ 2

L2+ �φ 4
L4

   ≤

1
4 Δμ 2

L2 +cQ(φ H1
)∑

α =k
aα

 �Dαφ 2。

2 (Δ(f(φ)-<f(φ)>),η ∑
α =k

aα
 (-1)kΔD2αφ)L2

 ≤

η
5 ∑α =k

a2
α ΔD2αφ 2

L2 +c f'(φ)Δφ 2
L2 + f″(φ)�φ 2 2

L2  ≤

η
5 ∑α =k

a2
α ΔD2αφ 2

L2 +cQ(φ H1
) Δφ 2

L2 + �φ 4
L4

   ≤

η
5 ∑α =k

a2
α ΔD2αφ 2

L2 +cQ(φ H1
)∑

α =k
aα

 �Dαφ 2。

将以上估计式代入式(25)可得:

d
dt u 2+ ∑

α =k
aα �Dαφ 2  +ρ

2 Δu 2+
5
4-2ηc  Δμ 2+η ∑

α =k
a2

α ΔD2αφ 2 ≤

C u 2 u 4+C μ 2
L2

�φ 2
L2 ∑

α =k
aα

 �Dαφ 2+C �φ 2
L2 ∑

α =k
aα

 �Dαφ 2+ u 2 u 2  +
c3 φ 2

L2 +C3
 +cQ(φ H1

)∑
α =k

aα
 �Dαφ 2+ρ-1 g 2。 (26)

取η=
1
8c
,令 K1

 (t)
 

=
 

C u 2 u 2+ μ 2
L2

�φ 2
L2 + �φ 2

L2 + u 2+Q(φ H1
)  ,K2

 (t)
 

=ρ-1 g 2 +

c3 φ 2
L2 +C3

 ,Υ(t)= u 2+ ∑
α =k

aα �Dαφ 2,则式(26)可写成:d
dtΥ
(t)≤K1(t)Υ(t)+K2(t)。

由定理3和定理4可知,当t≥t0 时,有不等式:∫
t+1

t
K1(s)ds≤b1,∫

t+1

t
K2(s)ds≤b1,∫

t+1

t
Υ(t)ds≤b3 成立。

根据一致Gronwall不等式[19,21]可以得到:Υ(t+1)≤(b1+b2)e
b3,当t≥t0 时。

所以,当t≥t1=t0+1时,u 2+ ∑
α =k

aα �Dαφ 2 ≤c2=(b1+b2)e
b3 成立,即:

S(t)(u0,φ0)V×Hk+1≤C。 证毕

定理6 若k∈N,k≥2,g∈H,f 满足假设1,则S(t)在YM 中整体吸引子ΑM。
证明 由定理3和定理5可得S(t)在YM 和V×Hk+1 中存在有界吸收集,由V×Hk+1 紧嵌入YM 可得

S(t)在YM 中的一致紧性,根据吸引子存在性定理[21]可得该定理成立。 证毕
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Large
 

Time
 

Behavior
 

of
 

Cahn-Hilliard-Navier-Stokes
 

Equations

KUANG
 

Xuesong
(School

 

of
 

Mathematics
 

and
 

Computer,
 

Guangdong
 

Ocean
 

University,
 

Zhanjiang
 

Guangdong
 

524088,
 

China)

Abstract:
 

[Purposes]The
 

Cahn-Hilliard-Navier-Stokes
 

equations,
 

which
 

are
 

coupled
 

by
 

incompressible
 

Navier-Stokes
 

equations
 

and
 

higher-order
 

anisotropic
 

Cahn-Hilliard
 

equations,
 

are
 

widely
 

used
 

and
 

play
 

an
 

important
 

role.
 

[Methods]Bounded
 

absorbing
 

sets
 

and
 

uniform
 

compactness
 

of
 

solution
 

semigroup
 

to
 

the
 

equations
 

are
 

obtained
 

by
 

using
 

energy
 

estimates.
 

[Findings]Then
 

the
 

existence
 

of
 

attractors
 

are
 

proved
 

according
 

to
 

the
 

existence
 

theorem
 

of
 

attractor.
 

[Conclusions]The
 

large
 

time
 

behavior
 

of
 

the
 

equations
 

under
 

Neumann
 

boundary
 

condition
 

for
 

relative
 

concentrations
 

is
 

studied.
Keywords:

 

Cahn-Hilliard-Navier-Stokes
 

equations;
 

Neumann
 

boundary
 

condition;
 

absorbing
 

set;
 

global
 

attractor
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