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一类平面上拟线性双调和方程正径向解的存在唯一性
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摘要:【目的】研究一类平面上拟线性双调和方程。【方法】首先利用径向对称的方法将该方程转化为常微分方程边值问

题,进而得到等价的Hammerstein型积分方程,在合适的工作空间中构建算子方程,借助Green函数的一个不等式和增算

子不动点定理获得本文的主要结论。【结果】获得所研究方程正径向解的存在唯一性,且给出了正解的迭代序列。【结论】
举例说明所得结论具有较广泛的适应性,所得结果推广和改进了近期已发表的相应结论。
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运用增算子不动点定理研究如下平面上拟线性双调和方程正径向解的存在唯一性:

Δ(Δy p-2Δy)=f(x ,y),x∈B1,

y=Δy=0,x∈∂B1。 
 

(1)

其中:B1={x∈R2:x <1},x=(x1,x2),x = x2
1+x2

2,Δ=
∂2

∂x2
1
+
∂2

∂x2
2

,p>1为正常数,f 为正值连续

函数。

1 预备知识

近些年来关于椭圆型方程径向解的研究层出不穷[1-13]。例如,吴烔炘[1]运用上下解方法研究N 维奇异半线

性椭圆方程Δu+f(x,u)=0,x∈RN(N≥3)有界正整体解的存在性;程锡友[2]运用乘积锥上不动点指数理论

研究了如下二阶椭圆型方程组正径向解的存在性:

Δu+k1(x )f1(u,v)=0,x∈Ω,

Δv+k2(x )f2(u,v)=0,x∈Ω,

u=v=0,x∈∂Ω。









 

式中:Ω={x∈Rn:R1< x <R2}是环形区域;Guo等人[3]借助不动点指数理论研究了如下方程:

Δ(Δu p-2Δu)=λω(x)f(u),x∈B1,

u=Δu=0,x∈∂B1。 
 

(2)

这里不仅获得了正径向解的存在性,而且还给出了解存在的参数λ的范围;紧接着,Barrow等人[4]运用单调算子

理论研究了式(2)对应的方程组解的存在唯一性,并给出迭代序列。
另外,应该注意到增算子不动点定理是研究微分方程解的存在唯一性的有力工具[14-15]。例如,Liang等

人[14]运用该定理研究了如下分数阶方程边值问题:

Dα
0+u(t)=λf(u(t)),0<t<1,

u(0)+u'(0)=0,u(1)+u'(1)=0。 
 

式中:Dα
0+是Caputo型分数阶导数,这里的f 是严格正的连续函数。

受上述文献的启发,本文运用增算子不动点定理研究问题(1)正径向解的存在唯一性,并给出正解的迭代

序列。
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令L=
1
t
d
dtt

d
dt  为二阶拉普拉斯算子Δ的极坐标形式,y(t)=y(x ),t= x ,则式(1)可转化成如下的

常微分方程边值问题:

L(Ly p-2Ly)=f(t,y),0<t<1,

y'(0)=y(1)=(Ly p-2Ly)' t=0=(Ly p-2Ly)t=1=0。 (3)

根据文献[3],边值问题(3)等价于如下的Hammerstein型积分方程:

y(t)=∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)f(τ,y(τ))dτ  ds。

其中:φq(ω)=|ω|q-2ω,
1
p
+
1
q
=1,k(t,s)=

-sln
 

t,0≤s≤t≤1,

-tln
 

s,0≤t≤s≤1。 
 

引理1[3-4] 函数k(t,s)有以下性质:1)
 

当t,s∈(0,1)时,k(t,s)>0;2)
 

当t,s∈[0,1]时,0≤k(t,s)≤
1
e
;

3)
 

当t,s∈[0,1]时,k(t,s)≤k(s,s)。
令E=C[0,1],y =max

t∈[0,1]
y(t),P={y∈E:y(t)≥0,t∈[0,1]},则(E,· )是实Banach空间,P 是

E 中的一个锥。定义算子A:E→E:(Ay)(t)=∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)f(τ,y(τ))dτ  ds。

若y 是问题(3)的解当且仅当y 是算子A 的不动点。显然,借助f 和k的连续性可知A 是全连续算子。先

给出本文关于非线性项的基本条件:(H1)f 是[0,1]×[0,+∞)上的正值连续函数。
引理2 若y∈P\{0}和条件(H1)成立,则存在常数0<ay≤by 使得:

ayρ(t)≤(Ay)(t)≤byρ(t),t∈[0,1]。 (4)

式中:ρ(t)=∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)dτ  ds。

证明 注意到f 在[0,1]×[0,+∞)上连续且恒大于0,从而若y∈P\{0},则存在my,My,M>0使得:

my= min
(t,y)∈[0,1]×[0,M]

f(t,y)>0,My= max
(t,y)∈[0,1]×[0,M]

f(t,y)>0。

则有:

∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)mydτ  ds≤

(Ay)(t)=∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)f(τ,y(τ))dτ  ds≤∫

1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)Mydτ  ds。

从而可得mq-1
y ρ(t)≤y(t)≤Mq-1

y ρ(t),t∈[0,1]。令ay=mq-1
y ,by=Mq-1

y ,则可得式(4)成立。 证毕

引理3[16] (增算子不动点定理)令X 是一半序Banach空间,x0,y0∈X 且x0≤y0,D=[x0,y0]。假设A:

D→X 满足以下条件:1)
 

A 是增算子;2)
 

x0≤Ax0,Ay0≤y0,即x0,y0 分别为A 的一个下解和上解;3)
 

A 是全

连续算子。则A 在[x0,y0]中分别有最小不动点x*和最大不动点y*,且x*=lim
n→∞

 
Anx0,y*=lim

n→∞
 
Any0。

2 解的存在唯一性

定理1 若条件(H1)和以下条件成立:(H2)
 

f(t,y)关于y 在t∈[0,1]上一致不减,即对任意的t∈[0,1],

y1≤y2,则有f(t,y1)≤f(t,y2);(H3)
 

存在c∈(0,1)使得:

f(t,μy)≥μc(p-1)f(t,y),∀μ∈(0,1),t∈[0,1],y∈[0,+∞)。
则问题(1)在P\{0}中存在唯一的正解。

证明 分两步进行。
第一步,证明解的存在性。令:

ξ(t)=∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)f(τ,ρ(τ))dτ  ds,t∈ [0,1], (5)

式中:ρ为引理2中所定义,则存在aρ>0,bρ>0使得:

aρρ(t)≤ξ(t)=(Aρ)(t)≤bρρ(t),t∈[0,1]。 (6)
定义ξ1(t)=δ1ξ(t),ξ2(t)=δ2ξ(t),其中:
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0<δ1<min
1
bρ

,a
c
1-c
ρ  ,δ2>max 1aρ

,b
c
1-c
ρ  。 (7)

根据式(5)、(6)和(7)可得:

(Aξ1)(t)=∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)f(τ,δ1ξ(τ))dτ  ds=

∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)fτ,δ1ξ

(τ)
ρ(τ)ρ

(τ)  dτ  ds≥
∫

1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)δ1ξ

(τ)
ρ(τ)




 


 c(p-1)

f(τ,ρ(τ))dτ  ds≥
∫

1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)(δ1aρ)

c(p-1)f(τ,ρ(τ))dτ  ds=

(δ1aρ)
c∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)f(τ,ρ(τ))dτ  ds≥

δ1∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)f(τ,ρ(τ))dτ  ds=ξ1(t)。

这表明ξ1 是A 的一个下解,即:

Aξ1≥ξ1。 (8)
另一方面,再由式(5)、(6)和(7)可得:

ξ2(t)=δ2(Aρ)(t)=δ2∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)fτ,ρ

(τ)
δ2ξ(τ)ξ

2(τ)  dτ  ds≥
δ2∫

1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ) ρ(τ)

δ2ξ(τ)



 


 c(p-1)

f(τ,ξ2(τ))dτ  ds≥
δ2∫

1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ) 1

δ2bρ  
c(p-1)

f(τ,ξ2(τ))dτ  ds=δ2
1

δ2bρ  
c

(Aξ2)(t)≥ (Aξ2)(t)。

这表明ξ2 是A 的一个上解,即:

Aξ2≤ξ2。 (9)

注意到(H2)表明A 为增算子,结合式(8)、(9),由引理3知A 在[ξ1,ξ2]上分别有最小不动点y*和最大不动点

y**。这就证明了解的存在性。
第二步,再证解的唯一性。以下只需证明A 在[ξ1,ξ2]上仅有一个不动点。用反证法证明。若A 在[ξ1,ξ2]

上有两个不动点y1,y2,则由引理2知存在0<ay1≤by1
,0<ay2≤by2

使得:

ay1ρ(t)≤y1(t)=(Ay1)(t)≤by1ρ(t),ay2ρ(t)≤y2(t)=(Ay2)(t)≤by2ρ(t),t∈[0,1]。

因而有y2(t)≥
ay2

by1
y1(t),t∈[0,1]。定义μ0=sup{μ>0:y2≥μy1},则μ0>0,y2≥μ0y1。下证μ0≥1,反证,则

μ0<1,从而有:

y2(t)=∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)f(τ,y2(τ))dτ  ds≥∫

1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)f(τ,μ0y1(τ))dτ  ds≥

μc
0∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)f(τ,y1(τ))dτ  ds≥μc

0y1(t)。 (10)

式(10)表明y2≥μc
0y1。注意到μ0,c∈(0,1),则μc

0>μ0,这与μ0 是上确界的定义是矛盾的。矛盾表明μ0≥1,
从而y2≥y1。同理可证y1≥y2。这就得到了问题(1)在区间[ξ1,ξ2]上仅有一个正解。 证毕

定理2 在定理1的条件下,对任意的y0∈[ξ1,ξ2],序列yn(t)=(Any0)(t)对t∈[0,1]一致收敛到问题

(1)的唯一正解。
证明 由定理1知A 在[ξ1,ξ2]上的最小不动点y*和最大不动点y**应相等,即:y*(t)≡y**(t),∀t∈[0,1]。

再根据引理2可得:

Anξ1→y*,Anξ2→y*,n→∞。 (11)
由于A 是增算子,从而当y0∈[ξ1,ξ2]时,有Aξ1≤Ay0≤Aξ2,A(Aξ1)≤A(Ay0)≤A(Aξ2),即:

Aξ1≤y1≤Aξ2,A(Aξ1)=A2ξ1≤Ay1=y2≤A(Aξ2)=A2ξ2。
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如此继续下去,可得:

Anξ1≤yn≤Anξ2。 (12)
注意到A 是全连续算子,在式(12)两边取极限,并由式(11)可得yn(t)→y*(t),n→∞,对t∈[0,1]一致成立。

证毕

定理3 若条件(H1)和以下条件成立:(H4)
 

存在M>0,使得:

f(t,x)≤f(t,y)≤4pMp-1,∀0≤x≤y≤M,t∈[0,1]。
则问题(1)至少有一个正解y*,且存在一单调非增序列{yn}∞n=0 使得lim

n→∞
 yn=y*,其中y0(t)=M(1-t2),

yn+1=Ayn,n=0,1,2,…,t∈[0,1]。
证明 令KM={y∈P:y ≤M}。当y∈KM 时,0≤y(t)≤M,∀t∈[0,1]。从而根据引理1中的性质3)

和条件(H4),有:

(Ay)(t)≤∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)4pMp-1dτ  ds≤

∫
1

0
k(s,s)φq∫

1

0
k(τ,τ)4pMp-1dτ  ds=

1
4φq

4pMp-1

4  =M。

这就证明了A(KM)⊆KM。注意到若y0∈KM,则y1=Ay0∈KM,y2=Ay1∈KM,…,yn=Ayn-1∈KM。由于

算子A 是全连续的,从而存在{yn}∞n=0 的子列ynk 使得lim
k→∞

 ynk=y*。

下证{yn}∞n=0 是一单调序列。事实上,

y1(t)=(Ay0)(t)=∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)f(τ,y0(τ))dτ  ds≤

∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(τ,τ)4pMp-1dτ  ds=φq(4p-1Mp-1)1

4
(1-t2)=M(1-t2)∶=y0(t),∀t∈[0,1]。

根据条件(H4)可得:

y2(t)=(Ay1)(t)=∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)f(τ,y1(τ))dτ  ds≤

∫
1

0
k(t,s)φq∫

1

0
k(s,τ)f(τ,y0(τ))dτ  ds=y1(t),∀t∈[0,1]。

以此类推,有yn+1≤yn,n=1,2,…从而根据单调有界原理知lim
n→∞

 yn=y*,在等式yn+1=Ayn 两边取极限可

得Ay*=y*,注意到0不是A 的不动点,从而y*是问题(1)的正解。 证毕

例1 注意到0∉[ξ1,ξ2],故0是A 的不动点不影响定理的结论。取α=c(p-1)/2,令f(t,y)=yα,∀y≥0,

t∈[0,1]。则易知条件(H1)~(H3)成立,定理1、定理2的条件满足。
例2 令M=1,f(t,y)=4p-1(yp-1+3t),∀y≥0,t∈[0,1],则易知条件(H1)、(H4)成立,定理3的条件

满足。

3 结论

本文使用增算子不动点定理研究一类平面上拟线性双调和方程。首先借助径向对称的方法将之转换成常

微分方程边值问题,并找寻与之等价的积分方程。然后在合适的工作空间中构造合适的锥和算子方程,通过研

究算子方程进而获得原问题解的存在唯一性,再给出唯一解的迭代序列。本文虽然针对的是一类特殊的方程,
但提出的方法可适用于更多种类的微分方程、差分方程,因此具有更加广泛的实用性。
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Uniqueness
 

and
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of
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for
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Abstract:
 

[Purposes]Consider
 

a
 

class
 

of
 

quasilinear
 

biharmonic
 

equations
 

in
 

the
 

plane.
 

[Methods]This
 

problem
 

can
 

be
 

transformed
 

into
 

an
 

ordinary
 

differential
 

equation
 

boundary
 

value
 

problem
 

via
 

the
 

method
 

of
 

radial
 

symmetry,
 

and
 

obtained
 

its
 

equivalent
 

Hammerstein-type
 

integral
 

equation.
 

Then,
 

an
 

operator
 

equation
 

is
 

established
 

in
 

an
 

appropriate
 

work
 

space,
 

and
 

using
 

an
 

inequality
 

from
 

the
 

Green
 

and
 

the
 

fixed
 

point
 

theorem
 

of
 

increasing
 

operators,
 

the
 

main
 

results
 

are
 

obtained.
 

[Findings]The
 

uniqueness
 

and
 

existence
 

of
 

positive
 

radial
 

solutions
 

are
 

obtained,
 

and
 

an
 

iterative
 

sequence
 

for
 

the
 

positive
 

solution
 

is
 

also
 

offered.
 

[Conclusions]

Two
 

examples
 

are
 

given
 

to
 

illustrate
 

that
 

the
 

conclusion
 

has
 

a
 

wide
 

application,
 

and
 

the
 

result
 

extends
 

and
 

generalizes
 

the
 

existing
 

study
 

in
 

the
 

literature.
Keywords:

 

quasilinear
 

biharmonic
 

equations;positive
 

radial
 

solutions;fixed
 

point
 

theorem
 

of
 

increasing
 

operators;iterations
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