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摘要!针对求解昂贵超多目标黑箱优化问题的算法进行研究#基于
<A/EFA

算法$将
!

G

支配用于目标值采样策略$提出
!

G<A/EFA

算法#在
)!

个超多目标测试问题上对
!

G<A/EFA

算法和
<A/EFA

算法进行了数值实验$结果显示
!

G

<A/EFA

算法在性能评价指标上具有较好的表现#数值实验表明这种改进的目标值采样策略可以提升
<A/EFA

算法
在昂贵超多目标黑箱优化问题上的计算效果#
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在工程和机器学习等领域中昂贵超多目标优化问题#
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F-AO

&普遍存在%这些问题
的目标个数超过

#

个%且进行一次函数评估的代价十分高昂'
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)一般形式如下!
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其中!
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Q 表示决策向量%
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&表示目标向量%
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为决策空间%
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分别为
$

'

的上下界)在实际应用中%问题#

C

&通常没有明确的表达式%这类问题被称为黑箱问题)

本文考虑具有形式#

C

&的昂贵超多目标黑箱优化问题)由于目标函数的昂贵性%函数评估次数应在有限次
数内)代理优化方法是求解昂贵问题的一种有效手段)该方法使用代理模型逼近目标函数%然后通过采样策略
获取新的采样点%并迭代更新代理模型'

C

(

)代理优化方法已经广泛应用于昂贵多目标优化问题)然而多数代理
优化算法仅针对

!

或
#

个目标的问题进行设计和测试%并不能高效求解
F-AO

'

!

(

)部分代理优化算法是为昂贵
F-AO

设计的%这些算法基本上是代理模型辅助的进化算法'

#
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提出一种昂贵多目标代理优化#
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<A/EFA

&算法'

)

(

)该算法使用径向基函数插值模型逼近目标函数%并在迭代过程中通过不同采样
策略平衡全局搜索与局部搜索)

<A/EFA

算法不包含一组随迭代演变的种群%所以不属于进化算法)文献'

)

(

的实验表明
<A/EFA

算法能够在较少的函数评估次数内求解昂贵多目标优化问题%其中包含目标个数
C"

-维
数

#"

的
F-AO

)但是
<A/EFA

算法中并没有针对求解
F-AO

的采样策略)

F-AO

不同于一般的多目标优化问题)首先%随着目标个数的增加%一个解集中非支配解个数占所有解的
比例接近于

C

%传统
O-+8:*

支配关系难以从此类问题的解集中区分出更好的解)其次%目标个数的增加导致解
集在目标空间中的多样性难以保持'

K

(

)

!

G

支配是目前算法求解
F-AO

时常用的一种支配关系)与
O-+8:*

支配
不同%

!

G

支配将目标空间划分为多个超立方体%并且不允许一个超立方体内的目标向量均为非支配)在算法迭代
过程中%基于

!

G

非支配解的存档策略可以同时实现收敛性与多样性'

I

(

)文献'

C

(利用
!

G

支配的优势%提出基于
!

G

改进#

35
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+*7858,:

&的采样策略)该采样策略根据
!

G

支配构造的超立方体%通过最大化
!

G

改进从候选点中选择
收敛到

O-+8:*

前沿和多样性方面表现良好的点)并在
!

!

L

个目标的标准测试问题上进行了测试)
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<A/EFA

通过目标值采样策略实现算法的多样性)目标值采样策略的主要思想是确定一个期望的目标
值%然后选取决策向量使得其目标向量接近这一目标值)大致步骤为!

C

&构造近似
O-+8:*

前沿面$

!

&确定近似
前沿面上的目标值$

#

&求解辅助优化问题得到目标值对应的决策向量%并且将该决策向量作为新的采样点)因
此%选取目标值的方式对策略的效果至关重要)

<A/EFA

算法为了保持解集的多样性%通过最大化与已评估目
标向量的距离选取目标值)然而该方法只考虑了解集的多样性)为了提高

<A/EFA

算法在
F-AO

问题上的
表现%本文在目标值采样策略的基础上引入

!

G

改进%提出
!

G

目标值采样策略)改进后的算法则称为
!

G<A/EFA

)

!

G

目标值采样策略将近似前沿面上
!

G

改进最大化的点作为目标值)目的是使得新采样点的目标向量的
!

G

改进最
大化)

本文在
@QYVCG$

问题'

$

(上与
<A/EFA

算法进行了数值实验对比%目标个数分别为
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共
)!

个测试问题)数值结果表明结合
!

G

改进的
!

G<A/EFA

算法在超多目标问题上具有更好的表现)
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预备知识
#$#

!

多目标优化中的一些概念
本文给出如下定义!
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非支配解'
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"

"称为
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其中!.表示向下取整函数)在决策空间中%点
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&)将非支配解的定义中支配的概念替换为
!

G

支配即可得
!

G

非支配解集的概念)
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"

"
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"

的
!
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"
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Q 定义的超立方体%如果多个非支配点位于一个超立方体中%则
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G

非支配集只保留其中一个点)假设点
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改进的直观解释是%使
!

#

!

&由当前的
!

G

非支配变为
!

G

被支配所需要添加的最小扰动次数
&
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)详细解释可见文
献'
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目前算法只能得到一组逼近真实
O-+8:*

前沿的非支配目标向量%本文称这些非支配目标向量构成的集合为
近似集合)
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径向基函数代理模型
代理优化方法的主要区别在于代理模型类型和采样策略不同)目前已经开发了各种代理模型%如多项式回
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归模型-多元自适应回归样条'
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-径向基函数#
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&模型'
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(和
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模型'
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插值
模型在求解计算量大且维数超过

CK

维的多目标优化问题时表现得更高效'

CC

(

%因此本文以三次
_̀ a

模型为代理
模型)

设
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C

%*%

!
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且对应的目标向量
!

#
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C

&%*%
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&已知)对于每一个目标函数
"

*

寻求如下形式的带多
项式尾的径向基插值函数'
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&表示径向基函数代理模
型%.
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表示
"

% 中的欧几里得范数%
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&表示多项式尾部%系数
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#.&表示径向基函数%表
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给出了几种不同形式的径向基函数)
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通过求解如下方程可得代理模型系数
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由文献'
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(%矩阵#

&

&

Q

8

C

' (

是非奇异的当且仅当矩阵
&

满足列满秩%此时式#

#

&中的系数
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算法
针对昂贵多目标黑箱优化问题%

FR''8+

提出了一种代理优化算法
<A/EFA

'

)

(

)

<A/EFA

是一种迭代搜索
算法%在迭代过程中利用代理模型逼近昂贵的目标函数%并决定下一次昂贵评估的采样点)文献'

)

(在
KL

个标
准问题和

!

个实例问题上将
<A/EFA

与
4<bHGBB

进行了对比%实验结果表明
<A/EFA

能够在较少的函数评
估次数内得到收敛性和多样性更好的解)

<A/EFA

算法并不包含一组随时间迭代演变的种群%而是在局部搜索与全局搜索的组合中利用代理模型
的预测选择采样点%同时探索决策空间中未采样的区域)该算法通过拉丁超立方设计进行初始点采样%并在每
次迭代中依次执行

K

种不同的采样策略%分别为目标值采样-随机扰动策略-最小采样-随机采样和代理辅助采
样)目标值采样策略是一种全局搜索策略%主要思想是获取一个新的采样点使得预测值能够填补当前近似集合
中的空白区域%以保持解集的多样性)目标值采样策略主要步骤如下!
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步%假设
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前沿是第
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个目标关于其余目标的函数%即映射
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)利用近似
集合
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#

$

&

0

*

%

"

1

0

C

"

1

#

#

$

2%

1

!

&

3

4

#

!

&) #

)

&

$C
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式中!

4

#

!

&为一次多项式%

"

1

为待确定的系数)目标向量
"

1

P

'

+

1

C

%*%

+

1

#

(

#

%

"

%

%

1

P

'

+

1

C

%*%

+

1

#\C

(

Q

)由于
8

#

$

&是插值模型%则对任意
"

#

%

"

%有
+

#

P

8

#'

+

C

%*%

+

#\C

(

Q

&)

第
!

步%以近似
O-+8:*

前沿为约束%在目标空间中选取目标值%使得该目标值与近似集合的最小距离最
大化!

5-T

&

!'

#

&

%

&

&%

9(:(

!&

#

P

8

#'

&

C

%*%

&

#\C

(

Q

&%

\

c%

"

&

*

$&

*

$

"

(

*

%

]

c

%

*PC

%*%

#\C

)

#

K

&

式中!

'

#

&

%

&

&

P53,

4

#

&

&

\

4

%

&

P

%

"

/

9

"

%

9

"表示已选取过的目标值集合)

"

&

*

%

"

(

*

分别表示
"

*

的最小值与最大值)

第
#

步%求解如下辅助优化问题得到目标值对应的决策向量!

53,

!

!

#

/

C

#

!

&

\

&

C

%

/

!

#

!

&

\

&

!

%*%

/

#

#

!

&

\

&

#

&

Q

%

9(:(

!

!

#

!

)

#

I

&

取采样点
!

,8d

0

-+

1

53,

!

#

:-

*

#

*

0

C

/

*

#

!

&

2&

*

%其中
:-

表示求解问题#

I

&所得解集)

随机扰动策略是一种局部搜索策略%该策略在非支配解处增加扰动生成候选点云%通过对每个点云中的候
选点进行打分%将分值最优的候选点作为新的采样点)最小值采样策略则是为了探索

O-+8:*

前沿的边缘部分%

以每个目标的代理模型作为目标函数构建多个单目标优化问题%并将这些单目标优化问题的解作为新的采样
点)随机采样策略在决策空间中随机生成多个候选点%最后通过打分策略选取采样点)

代理辅助采样策略中%求解如下辅助多目标优化问题#

$

&得候选解集!

53,

!

!

(

#

!

&

P

'

/

C

#

!

&%

/

!

#

!

&%*%

/

#

#

!

&(

Q

%

9(:(

!

!

#

!

)

#

$

&

然后%从候选解集中随机选取
!#

个作为采样点)

目标值采样策略-最小采样策略和代理辅助采样策略均需要求解若干个优化问题%本文称这些问题为辅助
优化问题)辅助优化问题的目标函数并不昂贵%因此辅助问题的求解代价可忽略不计)随机扰动策略和随机采
样策略通过相同的方式对候选点打分%分值的计算主要考虑候选点的代理模型函数值和与已采样点的最小距
离)代理函数值越小且与已采样点的最小距离越大的候选点分值越优)

+

!

基于
!

目标值采样策略的
:;<=>;

算法
+$#

!!

!:;<=>;

算法
本节详细介绍基于

<A/EFA

改进的
!

G<A/EFA

算法)下面给出
!

G<A/EFA

的算法步骤!

输入!

C

&初始采样点的个数
)

"

$

!

&允许进行的最大函数评估次数
)

5-T

$

输出!算法计算得到的非支配解集以及对应目标函数值
步骤

C

%初始化)

步骤
C?C

%拉丁超立方采样设计生成
)

"

个初始采样点
"

P

+

!

C

%

!

!

%*%

!

)

"

,%并进行函数评估%得
%

P

+

!

#

!

C

&%*%

!

#

!

)

"

&,)初始化
"

"为集合
"

的非支配解集%

%

"为非支配解的目标向量的集合)

步骤
C?!

%

)

0

"

)

步骤
!

%依次执行步骤
!?C

至
!?I

)

步骤
!?C

%生成或更新
_̀ a

代理模型
/

#

!

&)

步骤
!?!

%采样策略!根据代理模型信息执行采样策略%获取新的采样点集
"

,8d

)

步骤
!?#

%昂贵函数评估!对采样点集
"

,8d

进行昂贵函数评估%得
%

,8d

)

步骤
!?)

%更新!

"

0

"

/

"

,8d

%

%

0

%

/

%

,8d

%

)

0

)]

"

,8d

)

步骤
!?K

%令
"

"为
"

的非支配解集%

%

"为非支配解的目标向量的集合)
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步骤
!?I

%若
)

%

)

5-T

%转至步骤
!

$否则%转至步骤
#

)

步骤
#

%输出
"

"和
%

"

%终止程序)

在数值实验中%初始采样点个数
)

"

和最大评估次数
)

5-T

分别设置为
!

#

%]C

&和
K""

%

%

表示问题维数)在
步骤

!?!

中%

!

G<A/EFA

算法在每次迭代中依次执行如下
K

种采样策略!

C

&

!

目标值采样策略!全局搜索%选择一个新的采样点%使得近似集合多样化$

!

&随机扰动策略!局部搜索%最多选择
"

" 个点%探索非支配解周围区域$

#

&最小采样策略!最多选择
#

个点%探索
O-+8:*

前沿的端点$

)

&随机采样策略!一个新的采样点%强调局部搜索$

K

&代理辅助采样策略!全局搜索%求解辅助的优化问题)

!

G<A/EFA

算法与
<A/EFA

算法的主要区别在于
!

目标值采样策略)后文将详细介绍这种采样策略)

+$+

!!

目标值采样策略
!

目标值采样策略是基于目标值采样策略的改进%步骤如下!

第
C

步%假设
O-+8:*

前沿是第
#

个目标关于前
#\C

个目标的函数%即存在映射
$

P

'

"

C

%*%

"

#\C

(

Q

"

#

)

使用线性
_̀ a

模型
8

#

$

&逼近该映射%从而构建
O-+8:*

前沿的近似模型%利用的数据是近似集合
%

"中的非支配
向量!

8

#

$

&

0

*

%

"

1

0

C

"

1

#

#

$

\

%

1

!

&

]

4

#

!

&) #

L

&

式中!

4

#

!

&为一次多项式$

"

1

为待确定的系数$

%

"表示当前近似集合%即非支配目标向量的集合$

%

1 的定义同式
#

)

&%表示非支配目标向量的前#

#\C

&个元素组成的向量)

第
!

步%求解单目标优化问题获取目标值
&

!

5-T

&

!

.

#

&

%

%

"

!

&%

9(:(

!&

#

P

8

#'

&

C

%*%

&

#\C

(

Q

&%

\

c%

"

&

'

$&

'

$

"

(

'

%

]

c

%

'

PC

%*%

#\C

)

#

J

&

式中!

.

#.%.&表示
!

G

改进%

%

"

!

表示
%

"中
!

G

非支配目标向量的集合)

第
#

步%求解辅助多目标优化问题得候选解集
:-

!

53,

!

!

#

/

C

#

!

&

\

&

"

C

%

/

!

#

!

&

\

&

"

!

%*%

/

#

#

!

&

\

&

"

#

&

Q

%

9(:(

!

!

#

!

)

#

C"

&

取采样点
!

,8d

0

-+

1

53,

!

#

:-

*

#

*

0

C

/

*

#

!

&

2&

"

*

)

!

目标值采样策略在第一步中将前
#\C

个目标作为自变量%第
#

个目标作为因变量%从而构建
O-+8:*

前沿
的

_̀ a

近似模型)然后通过式#

J

&最大化
!

G

改进获取近似模型上的目标值
&

"

)通过求解问题#

C"

&得新的采样
点

!

,8d

)

在
<A/EFA

算法中%目标值采样策略在近似前沿面上选取一个目标值%使得该目标值与非支配目标向量的
最小距离最大化)该策略的主要思想是确定一个期望的目标值%并且采样点的真实目标向量接近这一目标值)

目标值的选取方式对该策略的效果至关重要)然而%原策略在计算目标值时没有考虑算法的收敛性)

!

G

改进能
够同时考虑算法在超多目标问题上的收敛性与多样性'

C

(

)为了提升
<A/EFA

算法在超多目标问题上的表现%

本文通过最大化
!

G

改进选取目标值)

9

!

数值实验
9$#

!

实验设置
本节将

!

G<A/EFA

算法与
<A/EFA

算法进行了数值实验对比)与多数优化算法一样%

!

G<A/EFA

算法
包含一些参数)表

!

给出了
!

G<A/EFA

算法的部分参数%其余参数均与
<A/EFA

算法一致)

JC
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表
+

!

算法中的主要参数
,&-.+

!

,?(7&05

@

&'&7()('205)?(&1

A

*'0)?7

参数 含义 值

)

"

初始采样点个数
!

#

%]C

&

)

5-T

最大函数评估次数
K""

!

用于
!

G

改进的计算
"?""$K

!!

本文采用拉丁超立方设计'

C#

(生成初始点%并且初始点个数固定为
!

#

%]C

&)

!

的取值可根据用户的偏好自
定义)

!

G<A/EFA

算法中存在多个辅助的优化问题%本文使用
FHQYH̀

中的
.53,=*,

工具箱求解单目标辅助
优化问题%使用

1

-5&':3*M

D

函数求解多目标辅助优化问题%种群大小设置为
!"

)此外%

<A/EFA

算法的代码可
在

b3:e&M

获取)

9$+

!

评价方法
为了全面评估数值实验中每种算法的性能%本文使用常见的

)

种性能评估指标!

C

&非支配解个数占比!算法采样点集中非支配解个数占总采样点个数的比例)

!

&覆盖率指标'

C)

(

!设
;-

%

;<

1

!

为两个决策向量集合%覆盖率指标通过公式!

'

#

;-

%

;<

&

fP

+

6<

#

;<

$

2

6-

#

;-

!

6-

支配
6<

,

;<

将#

;-

%

;<

&映射至'

"

%

C

(区间)若
'

#

;-

%

;<

&

PC

%表示
;<

中所有点均被
;-

中的点支配)相反%若
'

#

;-

%

;<

&

P"

%

表示
;<

中的点均不被
;-

中的点支配)值得注意的是%

'

#

;-

%

;<

&不一定等于
'

#

;<

%

;-

&)由覆盖率的定义可
知%

'

#

=

%

>

&越接近于
C

%则表示集合
=

更占优)

#

&超体积指标'

CK

(

!该指标是对收敛性和多样性的度量)给定参考点%该指标表示由算法所得目标向量以参
考点为顶点%支配的目标空间的体积)为防止超体积均为

"

影响算法对比%本文将参考点设置为所有独立运行
中每个目标的最大值)

)

&多样性指标'

$

(

!用于评估一组近似集合在目标空间的多样性%分值越大表明解集的多样性越好)

9$9

!

测试问题
本节数值实验在

@QYVCG$

测试问题'

CI

(上评估
!

G<A/EFA

算法的性能)

@QYV

问题可以很容易地在目标
数量上进行扩展%因此适合用于测试算法在超多目标问题上的性能表现)

!

G<A/EFA

算法和
<A/EFA

算法在
)!

个测试集上进行了测试%目标个数
#

分别为
C"

-

C!

-

C)

-

CI

-

CL

和
!"

%对应维数为
#]J

)为了保证实验对比的
公平性%每种算法对每个问题独立运行

#"

次%数值结果取平均值)

图
#

!

两种算法在
B+

个
C,DE

测试问题上的数值结果
F0

A

.#

!

G47('06&1'(241)2*3)?()H*&1

A

*'0)?72*5B+C,DE)(2)

@

'*-1(72

9$B

!

结果与讨论
本节将每个性能指标缩放至'

"

%

C

(区
间%其中数值越大越好)

?

表示非支配解个
数占比%

@

表示覆盖率%

e>

表示解集的超体
积与最小目标向量#即%在测试的所有算法
的所有独立运行中%问题的每个目标的最小
观测值&的超体积的比值%

@F

表示多样性指
标)为简便起见%图中用

8<A/EFA

表示
!

G

<A/EFA

算法)图
C

显示了
!

G<A/EFA

算法在所有
)!

个
@QYV

问题上的数值结
果%结果进行了归一化处理)

箱线图的中位线在一定程度上反映算
法在该指标上的平均水平)在多数性能指
标上%

!

G<A/EFA

算法结果的中位线高于

"!
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<A/EFA

算法的结果%尤其是在覆盖率指标上优势很明显%这说明
!

G<A/EFA

算法得到的解支配
<A/FEA

算法得到的大多数解)在超体积指标上%两种算法的性能表现相近)在非支配解个数和覆盖率指标上%

!

G

<A/EFA

算法结果的上四分位线略低于
<A/EFA

算法%而下四分位线略高于
<A/EFA

算法%表明改进后的
算法的稳定性稍有下降)对于目标函数估值昂贵的超多目标优化问题%在真实目标函数评估次数有限的情况
下%采用

!

目标值采样策略的
!

G<A/EFA

算法通常比
<A/EFA

算法更具优势)

B

!

结束语
本文基于

<A/EFA

算法提出更适于求解昂贵超多目标黑箱问题的
!

G<A/EFA

算法)该算法通过最大化
!

G

改进得到目标值%并将目标值对应的决策变量作为采样点)数值实验结果表明
!

G<A/EFA

算法通常能得到更
高质量的解)在

!

G<A/EFA

算法中需要事先给定
!

参数%而该参数的取值可能会对算法的效果产生影响)在
今后的研究中将进一步探究如何合理选取参数

!

的值)
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