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摘要!对一类具有双侧障碍的自由边界问题得到求它的数值解的自适应投影迭代算法#采用有限差分法将障碍问题离散
为有限维双侧障碍问题$该问题等价于一个新的投影不动点问题$可得到双侧障碍问题的投影算法#并通过迭代数据自
动调整投影算法的参数$加快其收敛速度#从而提出求解双侧障碍问题的自适应投影算法$给出算法过程和收敛性分析#

理论分析和数值算例结果都表明该算法的有效性#
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障碍问题不同于其他的微分边值问题$它具有很强的非线性&这类问题通常很难得到精确解$需要通过数
值解法得到问题的近似解&目前研究障碍问题的重要工具是变分不等式&理论基础是利用

J+88,

公式将障碍
问题转化为区域上的变分不等式问题$并利用
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空间理论$讨论问题解的存在唯
一性'
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&障碍问题一般分为单侧障碍问题和双侧障碍问题$其中双侧障碍问题比单侧障碍问题更复杂&单侧障
碍问题满足用一个障碍函数表示的不等式约束条件$而双侧障碍问题满足由两个障碍函数表示的不等式组约束
条件&本文用有限差分法把双侧障碍问题离散为有限维双侧障碍问题$提出了一种简便的投影算法'
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&为了
加快算法的收敛速度$对算法的参数提出了基于迭代数据的自适应法则$该方法通过上一步迭代数据自动调整
参数$达到提高算法效率的目的'
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双侧障碍问题及等价投影格式
考虑经典的双侧障碍问题$数学模型的一般形式为!
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式中!向量函数
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表示未知函数
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算例分析
下面用一维和二维双侧障碍问题的数值算例来验证自适应投影算法的有效性$并与

6W-]-

算法进行比较&
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图
!

!

算例
!

的数值解和障碍函数
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(
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!
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1-!

本文采用双侧障碍问题的自适应投影算法和迭代终止条件
*
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%

[
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OS

*

#

1QC

%

[

$由图
C

给出
,P"?"S

的数值解$可以看出本文数值解与文献'

CC

(中的结果吻合&

考察不同参数
&

和不同网格剖分对算法收敛性的影响$表
C

分别对
6W-]-

算法和自适应投影算法所需迭代
次数进行了比较$其中012表达迭代次数超过

#"""

&结果表明$对于不同参数
&

$自适应投影算法不仅收敛且收
敛速度更快$而

6W-]-

算法参数大于
"?"C

就不收敛&

为了考察不同参数
&

和不同网格剖分对算法收敛性的影响$表
!

分别对
6W-]-

算法和自适应投影算法所需
/̂ 6

#时间%进行了比较&结果表明$对于不同参数
&

$自适应投影算法仍收敛且迭代时间更少$而
6W-]-

算法参
数大于

"?"C

就不收敛&

表
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处算例
!

中两种算法随步长变化所需迭代次数情况
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&

6W-]-

算法 自适应投影算法
,P"?) ,P"?! ,P"?C ,P"?) ,P"?! ,P"?C

C"

O#

1

!IGS !IGS #G )C )I

C"

O!

))# )"E

不收敛
## #E )$

C"

OC 不收敛 不收敛 不收敛
#! )" )!

C"

" 不收敛 不收敛 不收敛
!G #G )G

C"

C 不收敛 不收敛 不收敛
!I #I )I

C"

! 不收敛 不收敛 不收敛
#! )C S"

C"

# 不收敛 不收敛 不收敛
#G )) S!

表
$

!

算例
!

中两种算法随步长变化所需
BCD

时间情况
;07)$

!

;<-BCD4',-.-

=

+'.-683.4>301

(

3.'4<,243?0.

@

>'4<24-

:

2'A-238-90,

:

1-!

&

6W-]-

算法 自适应投影算法
,P"?) ,P"?! ,P"?C ,P"?) ,P"?! ,P"?C

C"

O#

"?"!SE#S "?"!E$SC "?"#"I!E "?""SE$I "?""GE#$ "?"CG#E"

C"

O!

"?""SSE) "?""S!CE "?"#CS"# "?""#ECI "?"")#!S "?"C#)"!

C"

OC

"?"!SG") "?"!EC#) "?"#")GS "?""#""! "?"")#C$ "?"CC

$

$)"

C"

"

"?"!)"") "?"!IC)C "?"#"II" "?""#"E" "?"")$E! "?"C!ESI

C"

C

"?"!#$$) "?"!GC$S "?"!E$"$ "?""#CGI "?"")I"G "?"C!G$S

C"

!

"?"!#II! "?"!EI#E "?"!I### "?""##$$ "?"")))) "?"C##CS

C"

#

"?"!#SI" "?"#""$I "?"!IGE! "?""#EC$ "?"")$"# "?"C#E"S

E!
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算例
$

'

CC

(

!

考虑二维双侧障碍问题
"

P

'

OC

$

C

(

Z

'

OC

$

C

(!

O!"

#

#

%

#

$

#

#

%$

"

#

#

%

P

!

C

#

#

%$

#

$"

$

O!"

#

#

%

P

$

#

#

%$

!

C

#

#

%

%

"

#

#

%

%

!

!

#

#

%$

#

$"

$

O!"

#

#

%

%

$

#

#

%$

"

#

#

%

P

!

!

#

#

%$

#

$"

$

"

#

#

%

P

#

#

#

%$

#

$"

&

&

'

(

式中!

$

#

#

C

$

#

!

%

PC""93,

#

##

C

%$

#

#

#

C

$

#

!

%

P"

$

!

C

#

#

C

$

#

!

%

P#

C

Q#

!

O#

$

!

!

#

#

C

$

#

!

%

P#

!

C

Q#

!

!

Q#

$且边界函数
为

#

#

#

C

$

#

!

%

P"

&

本文采用自适应投影算法和迭代终止条件
*

#

1QC

%

O*

#

1

%

[

%

C"

OS

*

#

1QC

%

[

$图
!

给出了步长
,P"?"S

的数
值解$可以看出本文数值解与文献'

CC

(中的结果吻合&

0

!

数值解与上障碍函数相交图
7

!

数值解与下障碍函数相交图

图
$

!

算例
$

的数值解与障碍函数
&'

(

)$

!

*+,-.'/01231+4'3505637240/1-8+5/4'3538-90,

:

1-$

类似于算例
C

$表
#

分别对
6W-]-

算法和投影算法所需的迭代次数进行了比较&结果同样表明$对于不同
参数

&

$自适应投影算法不仅收敛且收敛速度更快$而
6W-]-

算法参数大于
"?C

就不收敛&

表
%

!

算例
$

中两种算法随步长变化所需迭代次数情况
;07)%

!

;<-5+,7-.38'4-.04'352.-

=

+'.-683.4>301

(

3.'4<,2>'4<?0.

@

'5

(

24-

:

2'A-238-90,

:

1-$

&

6W-]-

算法 自适应投影算法

,P"?C ,P"?"S ,P"?"!S ,P"?C ,P"?"S ,P"?"!S

C"

O#

1 1 1

)C GC GC

C"

O!

C$##

1 1

#G S) SI

C"

OC

!)I E!) !S$S #G )E SE

C"

" 不收敛 不收敛 不收敛
#S )# SG

C"

C 不收敛 不收敛 不收敛
#I )! SS

C"

! 不收敛 不收敛 不收敛
#E )G SS

C"

# 不收敛 不收敛 不收敛
#I )E SE

同样$表
)

分别对
6W-]-

算法和自适应投影算法所需的
/̂ 6

#时间%进行了比较&结果也表明$对于不同参
数
&

$自适应投影算法仍收敛且迭代时间更少$而
6W-]-

算法参数大于
"?C

就不收敛&
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表
E

!

算例
$

中两种算法随步长变化所需
BCD

时间情况
;07)E

!

;<-5+,7-.38'4-.04'352.-

=

+'.-683.4>301

(

3.'4<,2>'4<?0.

@

'5

(

24-

:

2'A-238-90,

:

1-$

&

6W-]-

算法 自适应投影算法
,P"?C ,P"?"S ,P"?"!S ,P"?C ,P"?"S ,P"?"!S

C"

O#

"?CG"C"$ "?!"EE"! "?G))CIG "?"GS$)C "?C!#IC! "?$G#"!S

C"

O!

"?"$GIG# "?!CC"$S "?SES$G! "?"C!SG) "?"GE"E# "?GEEI")

C"

OC

"?"C#CGE "?"SGC$$ "?S!!)CI "?"C!S"E "?"G"E!) "?GEC"S!

C"

"

"?C#C#") "?CII)## "?GC#CS" "?"C!"I! "?"S$!#S "?G$C"G#

C"

C

"?C#!!$! "?CE#$)" "?SI"GSI "?"C#GS) "?"SC!"# "?G)$ESC

C"

!

"?C#"S"S "?CEC#GE "?S$!G!$ "?"C!I)E "?"S$$E" "?GCSSGI

C"

#

"?C!E!SS "?CEI!!S "?SE""IS "?"C#)"C "?"G"$EE "?GS$EG#

E

!

结论
本文提出求解双侧障碍问题的自适应投影算法&该方法先采用中心差分格式将问题离散为一个有限维双

侧障碍问题$然后再利用选取参数的自适应法则$得到求解双侧障碍问题的自适应投影算法$再进行收敛性分
析&并用数值算例和其他的方法进行比较$结果表明算法不仅收敛较快$而且不同初始参数

&

对自适应投影影
响较小&
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