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摘要:针对一类两分块非凸优化问题,提出 Majorized
 

带Bregman距离的交替方向乘子法。为了使问题的子问题更易求

解,对目标函数中的光滑项进行极大化线性处理,并对x 子问题和y 子问题同时添加一个Bregman距离。在适当的假设

条件下,建立了算法的全局收敛性。同时,在效益函数满足KL性质时,建立了算法的强收敛性。数值实验结果验证该算

法的有效性。
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本文考虑如下带线性等式约束的两块可分非凸优化问题:

min
 

f(x)+g(y),

s.t.
  

Ax-By=0。
(1)

式中f:Rn→R是梯度Lipschitz连续的凸函数,g:Rm→R∪{+∞}是正常下半连续函数,A∈Rl×n,B∈Rl×m。
问题(1)在机器学习、信号处理、统计估计等方面有许多应用,其中f 通常表示损失函数,g 表示正则化项,比如

g 可以是lq 范数(0<q≤1)的平滑裁剪绝对偏差惩罚函数或极小极大凹惩罚函数,关于问题(1)的更多应用见文

献[1]。
经典的交替方向乘子法(ADMM)是解决问题(1)的一种算法,它最初是由文献[2-3]提出。求解问题(1)的

经典ADMM的迭代格式如下:

yk+1=arg
 

min
y

 
Lβ(x

k,y,λk),

xk+1=arg
 

min
x

 
Lβ(x,y

k+1,λk),

λk+1=λk+β(Axk+1-Byk+1)。












(2)

其中Lβ(x,y,λ)=f(x)+g(y)+λ
T(Ax-By)+β

2 Ax-By 2
2 是问题(1)的增广拉格朗日函数。这里λ∈Rl

为拉格朗日乘子,β>0是一个惩罚参数。当f 和g 是凸函数时,ADMM 已被广泛研究并用于求解线性约束凸

优化问题。
近些年,有关ADMM及它的变体在非凸环境下的收敛性分析的研究不断涌现,非凸环境即问题(1)中f 和

g 至少有一个可能是非凸的。例如,Li等人[4]研究了问题(1)的一种特殊形式的ADMM,在目标函数满足KL性

质和惩罚参数足够大的假设下建立了整个序列的全局收敛性。在惩罚参数的类似假设下,Hong等人[5]分析了

ADMM在解决某些非凸一致性和共享问题时的收敛性。Guo等人[6]在增广拉格朗日函数满足KL性质且惩罚

参数大于2L 的假设下,证明了由ADMM生成的迭代序列收敛到所考虑问题的临界点,其中L 表示目标函数中
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光滑函数的梯度Lipschitz常数。最近,Wang等人[7]在目标函数、涉及矩阵和惩罚参数满足一些常见的条件下,
建立了对于问题(1)的经典ADMM的全局收敛性。

但是,通常式(2)中至少有1个子问题在实际应用中难以解决。为了克服这一缺点,文献[8-9]讨论了一个有

效的变体是邻近ADMM,尤其是针对凸优化问题。邻近ADMM 引入了一些邻近项,使式(2)的子问题易于求

解。针对非凸问题,Wang等人[10]对经典ADMM的两个子问题都附以Bregman距离函数,在要求Bregman距

离函数强凸的情况下,建立了BADMM的收敛性结果。针对问题(1)的BADMM算法的迭代格式如式(3)所示:

yk+1=arg
 

min
y

  
Lβ(x

k,y,λk)+Δψ(y,y
k),

xk+1=arg
 

min
x

 
Lβ(x,y

k+1,λk)+Δξ(x,x
k),

λk+1=λk+β(Axk+1-Byk+1)。












(3)

式中:Δψ 和Δξ 分别表示关于函数ψ 和ξ的Bregman距离。因为目标函数中的f 是光滑凸函数,所以存在半正

定矩阵Σf 使得对任意的x,x'∈Rn,都有:f(x)≥f(x')+<ㄠf(x'),x-x'>+
1
2 x-x' 2

Σf
,又因为f 是梯度

Lipschitz连续的,所以存在半正定矩阵Σ̂f,且Σ̂f⪰Σf,使得对任意的x,x'∈Rn,都有:

f(x)≤f̂(x,x')∶=f(x')+<ㄠf(x'),x-x'>+
1
2 x-x' 2

Σ̂f

。 (4)

关于问题(1)的 Majorized增广拉格朗日函数定义为:

L̂β(x,y,λ,x')=f̂(x,x')+g(y)+λ
T(Ax-By)+β

2 Ax-By 2,

其中f̂ 的定义为式(4)。
因此本文提出的 Majorized

 

BADMM算法对于解决问题(1)的算法框架如下。
算法1 步骤1,令β>0为给定的参数,Δψ 和Δξ 为关于函数ψ 和ξ的Bregman距离;

步骤2,yk+1=argmin
y

L̂β(x
k,y,λk,xk)+Δψ(y,y

k);

步骤3,xk+1=argmin
x

L̂β(x,y
k+1,λk,xk)+Δξ(x,x

k);

步骤4,λk+1=λk+β(Axk+1-Byk+1);
步骤5,如果终止条件未满足,令k=k+1,并执行步骤1。
本文提出的 Majorized

 

BADMM结合了Bregman
 

ADMM和 Majorized
 

ADMM的优点,首先通过对目标函

数中梯度Lipschitz连续的凸函数进行极大化线性处理,简化了关于该函数的子问题的求解;其次,通过选取合适

的Bregman距离简化了子问题的求解,且加入Bregman距离后,建立算法 Majorized
 

BADMM的全局收敛性不

需要目标函数的强凸性。本文将极大化线性技术用于处理非凸优化问题,最后将算法应用到稀疏逻辑回归问题

中,通过与式(2)的数值比较,发现2种算法都可以在几乎相同的目标函数值下实现最优解,并且 Majorized
 

BADMM比ADMM 花费的计算时间更少,且随着训练集维度的增大,优势更加突出,体现了算法 Majorized
 

BADMM的优越性。

1 预备知识

本文用Rn 表示n 维欧式空间,· 表示欧式范数,对任意x,y∈Rn,规定它们的内积为<x,y>=xTy,规定

x 的G 范数 x G= xTGx ,这里G 为半正定矩阵。G⪰(≻)0说明G 是半正定(正定)矩阵,λmin(G)与λmax(G)

分别表示半正定矩阵G 的最小特征值与最大特征值。
对任意集合S⊆Rn,任意点x∈Rn 到S 的距离定义如下:

dist(x,S)=
inf
y∈S

y-x ,S≠∅,

+∞,S=∅。 
定义函数f:Rn→R∪{+∞}的有效域为:

 

dom
 

f={x∈Rn:f(x)<+∞},若dom
 

f≠∅,则称f 为正常函数。
定义1[13]

 

 若函数f:Rn→R∪{+∞}在x0 处满足f(x0)≤lim
 

inf
x→x0

 
f(x),则表示函数f 在x0 处是下半连
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续的,假设f 在有效域内的每一点都满足下半连续性,则称f 为下半连续函数。
定义2[13] 设函数f:Rn→R∪{+∞}是正常下半连续函数。

1)
 

函数f 在x∈dom
 

f 处的Fréchet次微分,定义为所有满足下面条件的x*的集合,记作∂̂f(x),

lim
 

inf
y→x,y→x

f(y)-f(x)-<x*,y-x>
y-x

≥0,

若x∉dom
 

f,令∂̂f(x)=∅。

2)
 

函数f 在x∈dom
 

f 处的极限次微分,记为∂f(x),定义如下:

∂f(x)={x*∈Rn:∃xn→x,f(xn)→f(x),x*
n ∈∂̂f(xn),x*

n →x*}。
命题1 从上述定义可以得到如下次微分的性质:

1)
 

对∀x∈Rn,∂̂f(x)⊆∂f(x),其中∂̂f(x)为闭凸集,而∂f(x)仅为闭集;

2)
  

设x*
k ∈∂f(xk)且lim

k→+∞
(xk,x*

k )=(x,x*),则x*∈∂f(x);

3)
  

若x∈Rn 为f 的极小点,则0∈∂f(x)。若0∈∂f(x),则称x 为f 的稳定点(或临界点),函数f 稳定点

的集合记为crit
 

f;

4)
 

若函数f:Rn→R∪{+∞}为正常下半连续函数,g:Rn→R连续可微,则对于任意x∈dom
 

f,有:

∂(f+g)(x)=∂f(x)+ㄠg(x)。
定义3 若z*∶=(x*,y*,λ*)为问题(1.1)的增广拉格朗日函数Lβ(x,y,λ)的稳定点,即0∈∂Lβ(z

*),当
且仅当:

ATλ*=-ㄠf(x*),

BTλ*∈∂g(y*),

Ax*-By*=0。









定义4[13] 函数f 称为lf-Lipschitz连续,若对任意的x,y∈dom
 

f 都有 f(x)-f(y)≤lf x-y ;函数f

称为μ-强凸(μ>0),若对任意的x,y∈dom
 

f 和ξ(x)∈∂f(x)都有f(y)≥f(x)+<ξ(x),y-x>+
μ
2 y-x 2。

定义5[14] (KL性质)函数f:Rn→R∪{+∞}为正常下半连续函数,令-∞<η1<η2≤+∞,记[η1<f<

η2]∶={x∈Rn:η1<f(x)<η2},称函数f 在x*∈dom
 

f 有KL性质,若存在η∈(0,+∞],x*的某邻域U 及连

续的凹函数φ:[0,η)→R+,使得:

1)
 

φ(0)=0;

2)
 

φ 在(0,η)上是连续可微的,并且φ 在0处也是连续的;

3)
 

对∀s∈(0,η),φ'(s)>0;

4)
 

对∀x∈U∩[f(x*)<f<f(x*)+η],KL不等式都成立:φ'(f(x)-f(x*))dist(0,∂f(x))≥1。
若f 在定义域dom

 

f 的每一点处都满足KL性质,则称f 为KL函数。
引理1[14] (一致KL性质)假设Ω 为紧集,函数f:Rn→R∪{+∞}为正常下半连续函数。若函数f 在Ω

上为一个常值并且在Ω 的每一点都满足KL性质,则存在ε>0,η>0,φ∈ξη,使得对任意x∈Ω 及任意x 属于如

下交集{x∈Rn:dist(x,Ω)<ε}∩{f(x)<f<f(x)+η},有φ'(f(x)-f(x))dist(0,∂f(x))≥1成立。
在一些实际应用中,许多函数都满足 KL性质,如半代数函数、实解析函数、次解析函数、强凸函数等[10]。

Bregman距离首次在文献[15]中引入,在各种优化算法中起着重要的作用。作为平方欧氏距离的推广,
 

Bregman距离与欧氏距离有许多相似的优良性状。然而,Bregman距离不是度量,因为它既不满足三角不等式,
也不满足对称性。对一个可微凸函数ξ,与它相关的Bregman距离的定义为:Δξ(x,y)=ξ(x)-ξ(y)-<ㄠξ(y),

x-y>。特别的,如果令上式中的ξ(x)∶= x 2,则上式可简化为 x-y 2,即是经典的欧氏距离。下面将列举

一些与本文相关的Bregman距离的性质。
命题2 令ξ是一个可微凸函数,Δξ(x,y)是与它相关的Bregman距离。

1)
 

非负性:对任意的x,y,有Δξ(x,y)≥0,Δξ(x,x)=0;

2)
 

凸性:Δξ(x,y)关于自变量x 是凸的,关于自变量y 不一定是凸的;
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3)
 

强凸性:如果函数ξ是δ-强凸的,那么对任意的x,y,都有Δξ(x,y)≥
δ
2 x-y 2。

2 收敛性分析

在建立算法 Majorized
 

BADMM的收敛性之前需做如下假设。
假设1 1)

 

目标函数f:Rn→R是梯度Lipschitz连续的凸函数,其梯度的Lipschitz常数为lf,g:Rm→R∪

{+∞}是正常下半连续函数,λmax 表示半正定矩阵Σ̂f 的最大特征值;

2)
 

存在μ0>0,使得对任意的x∈Rl 都有μ0 x 2≤ ATx 2,B 是单射;

3)
 

ξ是μ1 强凸的;
 

4)
 

ㄠξ和ㄠψ 是Lipschitz连续的,它们的Lipschitz常数分别为lξ,lψ;
 

5)
 

参数β满足β>β=
4[(lf+λmax)2+(lf+lξ+λmax)2]

μ0μ1
。

基于算法 Majorized
 

BADMM中每个子问题的最优性必要条件,有:

0∈∂g(yk+1)-BTλk-βBT(Axk-Byk+1)+ㄠψ(yk+1)-ㄠψ(yk),

0=ㄠf(xk)+Σ̂f(xk+1-xk)+ATλk+βAT(Axk+1-Byk+1)+ㄠξ(xk+1)-ㄠξ(xk),

λk+1=λk+β(Axk+1-Byk+1)。









 (5)

且始终假设迭代序列{zk=(xk,yk,λk)}有界,令{ẑk=(xk,yk,λk,xk-1,xk-1)},{ẑ=(x,y,λ,x',x̂)},算法

Majorized
 

BADMM的收敛性分析需要基于如下效益函数:

L̂(x,y,λ,x',x̂)=L̂β(x,y,λ,x')+
σ0
2 x-x̂ 2。 (6)

下面的引理2表明效益函数的单调递减性。

引理2 若假设1成立,则存在σi>0,i=0,1,使得σ1 xk+1-xk 2≤L̂(ẑk)-L̂(ẑk+1),其中L̂ 的定义为式

(6),且σ0=
2(lf+lξ+λmax)2

βμ0
,σ1=μ

1

2-
2(lξ+λmax)2

βμ0
-
2(lf+lξ+λmax)2

βμ0
。

证明 先证对任意的k∈N,有:

λk+1-λk 2≤
2(lf+lξ+λmax)2

μ0
xk-xk-1 2+

2(lξ+λmax)2

μ0
xk+1-xk 2。

 

(7)

事实上,由式(5)中的第2个式子有:

ㄠf(xk)+Σ̂f(xk+1-xk)+ATλk+βAT(Axk+1-Byk+1)+ㄠξ(xk+1)-ㄠξ(xk)=0,
结合算法1中步骤4可得:

ATλk+1=-ㄠf(xk)+ㄠξ(xk)-ㄠξ(xk+1)-Σ̂f(xk+1-xk),
令k=k-1,有:

ATλk=-ㄠf(xk-1)+ㄠξ(xk-1)-ㄠξ(xk)-Σ̂f(xk-xk-1),

AT(λk+1-λk)2≤2(lf+lξ+λmax)2 xk-xk-1 2+2(lξ+λmax)2 xk+1-xk 2,
由假设1的2)可得 AT(λk+1-λk)2≥μ0 λk+1-λk 2,结合上式有:

λk+1-λk 2≤
2(lf+lξ+λmax)2

μ0
xk-xk-1 2+

2(lξ+λmax)2

μ0
xk+1-xk 2。

即式(7)成立。接下来证明:

L̂β(x
k+1,yk+1,λk+1,xk)-L̂β(x

k,yk,λk,xk-1)≤-μ1

2 xk+1-xk 2+
1
β

λk+1-λk 2。 (8)

由算法1中关于y 的子问题有:

L̂β(x
k,yk+1,λk,xk)≤L̂β(x

k,yk,λk,xk)。 (9)

由假设1的3)和命题2的3)有:Δξ(x
k+1,xk)≥μ1

2 xk+1-xk 2,结合算法1中关于x 的子问题有:
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L̂β(x
k+1,yk+1,λk,xk)≤L̂β(x

k,yk+1,λk,xk)-μ1

2 xk+1-xk 2, (10)

L̂β(x
k+1,yk+1,λk+1,xk)-L̂β(x

k+1,yk+1,λk,xk)=<λk+1-λk,Axk+1-Byk+1>=
1
β

λk+1-λk 2, (11)

由L̂β(x
k,yk,λk,xk)≤L̂β(x

k,yk,λk,xk-1),并结合式(9)、(10)、(11),可得式(8)成立。
最后,结合式(7)和式(8)可得:

 

L̂β(x
k+1,yk+1,λk+1,xk)-L̂β(x

k,yk,λk,xk-1)≤

2(lξ+λmax)2

βμ0
-μ1

2  xk+1-xk 2+
2(lf+lξ+λmax)2

βμ0
xk-xk-1 2。

即

L̂β(x
k+1,yk+1,λk+1,xk)+

2(lf+lξ+λmax)2

βμ0
xk+1-xk 2≤

L̂β(x
k,yk,λk,xk-1)+

2(lf+lξ+λmax)2

βμ0
xk-xk-1 2- μ1

2-
2(lξ+λmax)2

βμ0
-
2(lf+lξ+λmax)2

βμ0  xk+1-xk 2。

令σ0=
2(lf+lξ+λmax)2

βμ0
,σ1=μ

1

2-
2(lξ+λmax)2

βμ0
-
2(lf+lξ+λmax)2

βμ0
,由假设1的5)显然有σi 都是正数,因

此引理2成立。 证毕

下面的定理1将得到算法 Majorized
 

BADMM的全局收敛性和序列{zk-zk+1 }是渐进正则的。
定理1 若假设成立且由算法 Majorized

 

BADMM产生的迭代序列{zk∶=(xk,yk,zk)}有界,则:

1)
 

∑
∞

k=0
zk -zk+1 2

<+∞,且有序列{zk-zk+1 }是渐进正则的,即当k→∞时,zk-zk+1 →0;

2)
 

序列{zk}的任意一个聚点都是Lβ 的一个稳定点。

证明 由于{zk}是有界的,因此{ẑk}也有界且至少存在一个聚点,则存在子序列{ẑ
kj},s.t.lim

j→+∞
ẑ

kj=ẑ*。

因为f 是连续可微的,g 是下半连续函数,所以 L̂(·)为下半连续函数,因此,lim
 

inf
j→∞

 
L̂(ẑ

kj)≥L̂(ẑ*),则

{L̂(ẑ
kj)}有下界。由引理2知{L̂(ẑk)}单调递减,进而{L̂(ẑ

kj)}收敛。因此,{L̂(ẑk)}单调递减且有收敛子列。

于是{L̂(ẑk)}整列收敛且对任意的k∈Z,都有L̂(ẑk)≥L̂(ẑ*)。固定k∈N,由引理2可知:

σ1∑
k

i=0
xi-xi+1 2

≤∑
k

i=0

(L̂(ẑi)-L̂(ẑi+1))=L̂(ẑ0)-L̂(ẑk+1)≤L̂(ẑ0)-L̂(ẑ*)<+∞,

因为k的任意性,所以∑
∞

k=0
xk -xk+1 2

<+∞。 结合式(7)可知∑
∞

k=0
λk -λk+1 2

<+∞。 因为B 是单射,则

显然会存在μB>0,使得:
 

β2μB yk-yk+1 2≤ βB(yk-yk+1)2= λk-1-λk+βAxk+λk+1-λk-βAxk+1 2≤
3(λk-λk+1 2+ λk-λk-1 2+β2 A 2 xk+1-xk 2), (12)

则∑
∞

k=0
yk -yk+1 2

<+∞。因此∑
∞

k=0
zk -zk+1 2

<+∞,且当k→∞时有 zk-zk+1 →0。设z*=(x*,y*,λ*)

是序列{zk}的任意一个聚点,设序列{z
kj}是序列{zk}的一个子列,且收敛到z*。因为 zk-zk+1 →0(k→∞),

则序列{z
kj}和序列{z

kj+1}有相同的极限点z*。因为序列{L̂(ẑk)}收敛,所以有序列{g(yk)}收敛。结合式(5)
和乘子的迭代式可得:

λk+1=λk+β(Axk+1-Byk+1),

-ㄠf(xk)=Σ̂f(xk+1-xk)+ATλk+1+ㄠξ(xk+1)-ㄠξ(xk),

∂g(yk+1)∋BTλk +βBT(Axk -Byk+1)+ㄠψ(yk)-ㄠψ(yk+1)=
BTλk+1+βBT(Axk -Axk+1)+ㄠψ(yk)-ㄠψ(yk+1)。

将上式中的所有k换成kj,并令j→+∞,则有:ATλ*=-ㄠf(x*),BTλ*∈∂g(y*),Ax*=By*。
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因此,由命题1的3)和定义3可知,z*是Lβ 的一个稳定点。 证毕

接下来将提出对于证明强收敛性非常重要的一个刻画相对误差性的引理。
引理3 若假设1成立,则存在κ>0使得对任意的k,有:

dist(0,∂L̂(ẑk+1))≤κ(xk-xk+1 + xk-xk-1 + xk-1-xk-2 )。

证明 由L̂ 的定义和式子:ATλk+1=-ㄠf(xk)+ㄠξ(xk)-ㄠξ(xk+1)-Σ̂f(xk+1-xk)可得:

∂L̂x(ẑk+1)=ㄠf(xk)+Σ̂f(xk+1-xk)+ATλk+1+βAT(Axk+1-Byk+1)+σ0(xk+1-xk)=
ㄠξ(xk)-ㄠξ(xk+1)+σ0(xk+1-xk)+AT(λk+1-λk),

由式(5)的第1个式子有:0∈∂g(yk+1)-BTλk+1-βBT(Axk-Axk+1)+ㄠψ(yk+1)-ㄠψ(yk),则有:

∂L̂y(ẑk+1)=ㄠψ(yk)-ㄠψ(yk+1)+βBT(Axk-Axk+1)+BT(λk-λk+1),

显然有∂L̂
x̂
(ẑk+1)=-σ0(xk+1-xk),∂L̂λ(ẑk+1)=Axk+1-Byk+1=

1
β
(λk+1-λk)成立,并且有∂L̂x'(ẑk+1)=Σ̂f

(xk-xk+1),使得

dist(0,∂L̂(ẑk+1))≤κ0(xk-xk+1 + yk-yk+1 + λk+1-λk ),κ0>0。
由式(7)可得:

 

λk+1-λk ≤
2(lf+lξ+λmax)

μ0

(xk-xk-1 + xk+1-xk )=κ1(xk-xk-1 + xk+1-xk ), (13)

其中:κ1=
2(lf+lξ+λmax)

μ0

,又由式(12)可得:

yk-yk+1 ≤
3

β μB

((β A +κ1)xk+1-xk +2κ1 xk-xk-1 +κ1 xk-1-xk-2 )=

κ2(xk+1-xk + xk-xk-1 + xk-1-xk-2 ), (14)

其中:κ2=
3(2κ1+β A )

β μB

。令κ=κ0(κ1+κ2+1),则有:

dist(0,∂L̂(ẑk+1))≤κ(xk-xk+1 + xk-xk-1 + xk-1-xk-2 )。
因此引理得证。 证毕

下面利用引理2、定理1以及引理3中的相关结论建立算法 Majorized
 

BADMM的强收敛性。

定理2 令Ω 为序列{ẑk}的聚点集,若假设成立,序列{zk}有界且 L̂(·)在Ω 上满足 KL性质,则有:1)
 

∑
∞

k=0
zk -zk+1 <+∞;2)

 

序列{zk}收敛到问题(1)的一个稳定点。

证明 由定理1可知序列{xk}是渐近正则的,则序列{xk}和{xk+1}有相同的聚点。令ẑ*=(x*,y*,λ*,

x*,x*)∈Ω,再令序列{ẑ
kj}为序列{ẑk}的一个收敛子列,且收敛到ẑ*。因为f 是连续可微的,g 是下半连续函

数,所以L̂(·)为下半连续,则 L̂(ẑ
kj)→L̂(ẑ*)。因为由定理1可知序列{L̂(ẑk)}是收敛的,所以 L̂(ẑk)→

L̂(ẑ*)。因此函数L̂(·)在集合Ω 上是一个常值。分2种情况讨论L̂(ẑk)。

情形1,存在k0∈N使得L̂k0=L̂(ẑ
*),则由引理2和序列{L̂(ẑk)}是单调非增的可知对∀k>k0,有:

σ1 xk+1-xk 2≤L̂(ẑk)-L̂(ẑk+1)≤L̂ ẑ
k0  -L̂(ẑ*)=0,

结合式(13)和(14)可知序列{zk}除去有限项后是一个常数列,因此序列{zk}是收敛的。

情形2,对∀k∈N,有L̂(ẑk)≥L̂(ẑ*)。由假设 L̂(·)满足KL不等式,结合引理1
 

可知存在η>0,δ>0,

φ∈φη,使得对所有满足dist(ẑ,Ω)<δ和L̂(ẑ*)<L̂(ẑ)<L̂(ẑ*)+η的ẑ有下式成立:
 

φ'(L̂(ẑ)-L̂(ẑ*))dist(0,∂L̂(ẑ))≥1。

由Ω 的定义知lim
k→∞

 
dist(ẑk,Ω)=0。结合 L̂(ẑk)→L̂(ẑ*)可得:存在k1∈N,使得对任意的k≥k1,都有
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dist(ẑk,Ω)<δ和L̂(ẑk)<L̂(ẑ*)+η。令k>k1,则:

ẑk∈{ẑ:dist(ẑ,Ω)<δ}∩{ẑ:L̂(ẑ*)<L̂(ẑ)<L̂(ẑ*)+η},

因此有dist(0,∂L̂(ẑk))φ'(L̂(ẑk)-L̂(ẑ*))≥1。由引理3可得:

1

φ'(L̂(ẑk)-L̂(ẑ*))
≤κ(xk-xk-1 + xk-1-xk-2 + xk-2-xk-3 ),

再由φ 的凹性可得:

L̂(ẑk)-L̂(ẑk+1)≤κ(xk-xk-1 + xk-1-xk-2 + xk-2-xk-3 )×

[φ(L̂(ẑk)-L̂(ẑ*))-φ(L̂(ẑk+1)-L̂(ẑ*))],
结合引理2有:

xk+1-xk 2≤
κ
σ1
(xk-xk-1 + xk-1-xk-2 + xk-2-xk-3 )×

[φ(L̂(ẑk)-L̂(ẑ*))-φ(L̂(ẑk+1)-L̂(ẑ*))],

4xk+1-xk ≤2(xk-xk-1 + xk-1-xk-2 + xk-2-xk-3 )1/2×

2
κ
σ1
[φ(L̂(ẑk)-L̂(ẑ*))-φ(L̂(ẑk+1)-L̂(ẑ*))]1/2,

由不等式2ab≤a2+b2,有:

2(xk-xk-1 + xk-1-xk-2 + xk-2-xk-3 )1/2×2
κ
σ1
[φ(L̂(ẑk)-L̂(ẑ*))-φ(L̂(ẑk+1)-L̂(ẑ*))]1/2≤

xk-xk-1 + xk-1-xk-2 + xk-2-xk-3 +4
κ
σ1
[φ(L̂(ẑk)-L̂(ẑ*))-φ(L̂(ẑk+1)-L̂(ẑ*))],

所以:

4xk+1-xk ≤ xk-xk-1 + xk-1-xk-2 + xk-2-xk-3 +

4
κ
σ1
[φ(L̂(ẑk)-L̂(ẑ*))-φ(L̂(ẑk+1)-L̂(ẑ*))],

等价于:

∑
k

i=k1

xi+1-xi ≤3x
k1 -x

k1-1 +2x
k1-1-x

k1-2 + x
k1-2-x

k1-3 +4
κ
σ1

φ(L̂(ẑ
k1)-L̂(ẑ*))。

因为k的任意性,所以有∑
∞

k=0
xk -xk+1 <+∞。 又由引理3中的式(13)、(14)可知:

∑
∞

k=0

(yk -yk+1 + λk+1-λk )<+∞,

因为 zk-zk+1 =(xk-xk+1 2+ yk-yk+1 2+ λk-λk+1 2)1/2≤ xk-xk+1 + yk-yk+1 + λk-λk+1 ,

所以∑
∞

k=0
zk -zk+1 <+∞,则序列{zk}是一个柯西序列,因此序列{zk}收敛,结合定理1证明完成。 证毕

3 数值实验

本节将提出的算法 Majorized
 

BADMM 应用于解决稀疏逻辑回归问题[17],并将相应的数值表现与经典式

(2)进行比较。
一般的稀疏逻辑回归问题的形式如下:

min
x ∑

n

i=1
log(1+exp(-biaT

ix))+nρ x q。 (15)

其中:ai∈Rd 是样本i(i=1,2,…,n)的特征向量,bi∈{1,-1}是相应的二分类,ρ是一个正则化参数,· q 是

lq 范 数,对 任 意 的 x∈Rd 有 x q = ∑
n

i=1
xi

q  1/q,q∈(0,1]。令 A=(a1,a2,…,an)T ∈Rn×d,b=
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(b1,b2,…,bn)T∈Rn,则(ai,bi)(i∈{1,2,…,n})是训练集(a,b)的一个样本。该问题有n 个样本,维数为d。
对于ADMM和 Majorized

 

BADMM,需要将式(15)重新表述为以下等价形式:

min∑
n

i=1
log(1+exp(-biaT

ix))+nρ y q,

s.t.
 

x-y=0。 (16)

显然式(16)属于式(1)的形式,其中f(x)=∑
n

i=1
log(1+exp(-biaT

ix)),g(y)=nρ y q。易知ㄠf 是

Lipschitz连续的,Lipschitz常数是L=
1
4 A 2

2。因为f 是梯度Lipschitz连续的,所以存在一个半正定矩阵Σ̂f

使得对任意给定的x'∈Rd,有:

f(x)≤f̂(x,x')∶=f(x')+<ㄠf(x'),x-x'>+
1
2 x-x' 2

Σ̂f

,

令Ci=-biaT
i,经简单的推算有:ㄠf(x)=∑

n

i=1

Cie
Cix

1+e
Cix
,ㄠ2f(x)=∑

n

i=1
CiCT

i
e

Cix

(1+e
Cix)2

⪯
1
4∑

n

i=1
CiCT

i,因此,Σ̂f

近似项可以选择为Σ̂f=
1
4CC

T,其中C=[C1,…,Cn]∈Rd×n。

本文实验测试了Majorized
 

BADMM和式(2)的数值表现,以解决问题(16)在q=1和q=1/2的2种不同情

况。其中q=1/2时,问题(16)是一个非凸优化问题。在实验中,选择来自LIBSVM数据库(https://www.csie.

ntu.edu.tw/cjlin/libsvmtools/)数据a2000a、a1a来进行计算,。正则化参数ρ的选取标准为ρ=
γ
N ATb ∞,其

中N 是样本的维度大小,0<γ<1。当q=1时,问题(16)是一个凸优化问题,选取式(2)的增广拉格朗日函数的

惩罚参数β=1。当q=1/2时问题(16)是一个非凸优化问题,选取式(2)的增广拉格朗日函数的惩罚参数为β=
3L,满足文献[20]中的假设β>2L。Majorized

 

BADMM的增广拉格朗日函数的惩罚参数β按照文献[16]假设

中同样的方式来选取。最初令β=0.1β,其中β由假设1的5)给出。在第k次迭代,计算nk= xk 2+ yk 2,sk=

xk-xk-1 2+ yk-yk-1 2。从第2次迭代开始,更新β=1.05β,当β≥1.01β或序列满足nk≥1010 或sk≥0.99·

sk-1 时,停止更新β。运用 Majorized
 

BADMM和式(2)来解决问题(16)时都使用了与文献[1]相同的牛顿法来

近似估算关于x 的子问题。所有的方法都选择x0=0为初始点,终止条件都设置为ek∶=
xk-xk-1

max{xk ,1}
≤1×

10-6。最大迭代次数设为5
 

000,所有的测试均在 MATLAB
 

2019b上执行,运行的PC配置为 Windows
 

10
 

系

统,
 

Intel(R)Core(TM)i7-6500UCPU@2.50
 

GHz,8.00
 

GB内存。
分别利用 Majorized

 

BADMM 和ADMM 求解问题(16),并选取2个不同维度的训练集进行测试。表1是

q=1和q=1/2时2个算法的主要数值结果,可以看出2种算法都可以在几乎相同的目标函数值下实现最优解,
并且Majorized

 

BADMM比ADMM花费更少的计算时间。此外,为进一步观察测试算法的收敛性,绘制了q=1
和q=1/2时误差ek 相对于迭代次数的演化曲线(图1和图2);再结合表1可以发现Majorized

 

BADMM是收敛

的且比ADMM更快地获得最优解,特别是随着样本维度的增大,Majorized
 

BADMM的优势更加突出。

表1 Majorized
 

BADMM和ADMM的数值比较结果

Tab.1 Numerical
 

comparisons
 

between
 

Majorized
 

BADMM
 

and
 

ADMM

数据 Q 维度大小
Majorized

 

BADMM ADMM

迭代次数 CPY计算时间/s 目标函数值 迭代次数 CPY计算时间/s 目标函数值

a2000a 1 999×60 55 3.14 616.02 119 3.60 613.91

a2000a 1/2 999×60 57 3.03 672.07 228 7.43 670.5

a1a 1 1
 

604×118 64 15.46 357.55 147 21.18 355.08

a1a 1/2 1
 

604×118 152 10.06 742.52 395 36.76 740.5
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a a2000a b a1a

图1 当q=1时,误差关于迭代次数的演化曲线

Fig.1 Evolution
 

curve
 

of
 

error
 

with
 

respect
 

to
 

the
 

number
 

of
 

iterations
 

when
 

q=1

a a2000a b a1a

图2 当q=1/2时,误差关于迭代次数的演化曲线

Fig.2 Evolution
 

curve
 

of
 

error
 

with
 

respect
 

to
 

the
 

number
 

of
 

iterations
 

when
 

q=1/2

4 结论和展望

本文基于一类两块可分非凸优化问题,提出了一类 Majorized
 

Bregman交替方向乘子法,新算法结合了

Majorized
 

ADMM和Bregman
 

ADMM的优点。首先,在适当的假设条件下,建立了 Majorized
 

BADMM的全局

收敛性,即迭代序列{zk}的任意聚点都是Lβ(·)的稳定点;其次,在效益函数满足 KL性质的条件下,建立了

Majorized
 

BADMM的强收敛性,即迭代序列{zk}整列收敛到 Lβ(·)的稳定点;最后,通过数值实验说明

Majorized
 

BADMM的有效性和优越性。
实际上,在本文基础上还有许多问题值得进一步讨论,比如:在较弱的条件下给出 Majorized

 

BADMM 的线

性收敛率;探究多分块的 Majorized
 

BADMM;寻求更多关于非凸优化问题的实际算例,使 Majorized
 

BADMM
的优势体现的更为充分;尝试将该方法推广到随机环境中,并应用于解决实际应用中出现的一些问题。
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Abstract:
 

For
 

a
 

class
 

of
 

two
 

block
 

nonconvex
 

optimization
 

problems,
 

a
 

majorized
 

alternating
 

direction
 

method
 

of
 

multipliers
 

with
 

Bregman
 

distance
 

is
 

proposed.
 

In
 

order
 

to
 

make
 

the
 

subproblem
 

of
 

the
 

problem
 

easier
 

to
 

solve,
 

maximizing
 

the
 

smooth
 

term
 

in
 

the
 

objective
 

function
 

with
 

linear
 

processing
 

and
 

a
 

Bergman
 

distance
 

is
 

added
 

to
 

the
 

x-subproblem
 

and
 

the
 

y-subproblem
 

at
 

the
 

same
 

time.
 

Under
 

appropriate
 

assumptions,
 

the
 

global
 

convergence
 

of
 

the
 

algorithm
 

is
 

established.
 

Secondly,
 

when
 

the
 

benefit
 

function
 

satisfies
 

the
 

KL
 

property,
 

the
 

strong
 

convergence
 

of
 

the
 

algorithm
 

is
 

established.
  

Numerical
 

experiments
 

are
 

carried
 

out
 

on
 

the
 

algorithm,
 

and
 

the
 

results
 

show
 

that
 

the
 

algorithm
 

is
 

an
 

effective
 

method.
Keywords:

 

alternating
 

direction
 

method
 

of
 

multipliers;
 

Bregman
 

distance;
 

nonconvex
 

optimization
 

problem;
 

KL
 

property;
 

convergence
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