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关于超椭圆方程xp=2y2+3
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摘要:设p 为奇素数,利用代数数论和初等数论相结合的方法证明了超椭圆方程xp=2y2+3无正整数解。
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设p 是奇素数,形如Axp=By2+C 的不定方程是一种重要的不定方程类型。当p>3时称为超椭圆方程,
有着较长的研究历史[1-6],但以往的研究都主要着重于情形B=1或C=1。本文研究不定方程xp=2y2+3,对
该方程没有正整数解进行证明。

令α是一个代数整数,K=Q(α)是一个代数数域,即有理数域Q 上的有限次代数扩域。OK 表示K 中全部

代数整数构成的环,则OK 是一个整环;但如果OK 不是主理想环,则OK 不是唯一分解环。然而,根据Kummer
和Dedeking在代数数论领域的奠基性工作[7],OK 的每个非零理想(也习惯地称为K 的理想)均可唯一地分解

为有限个素理想的乘积,这也是本文使用代数数论方法时的主要依据。
设A=[α1,α2,…,αm],B=[β1,β2,…,βn],即A、B 分别是由α1,α2,…,αm 和β1,β2,…,βn 生成的理想,则

A|B⇔A⊇B⇔β1,β2,…,βn∈A。换言之,对于 K 中2个理想,整除即包含。此外,A、B 的最大公因子

(A,
 

B)=A+B=[α1,α2,…,αm,β1,β2,…,βn],乘积AB=[α1β1,α2β2,…,αmβn]。又设K 的理想类数为h,熟
知,对于K 的每一个理想A,Ah 必为主理想。由此可以推出,当Ak 是主理想,并且(h,k)=1时,A 一定也是主

理想。更多的相关理论可查阅文献[7-8]。
此外,本文使用文献[8]中记号potpa=n 表示pn‖a,即pn 恰整除a,其中p 是素数,a 是非零整数。以下

性质显然成立:1)
 

potpab=potpa+potpb;2)
 

potpak=kpotpa。
下面给出本文的结论并证明。
定理 设p 是奇素数,不定方程xp=2y2+3无正整数解。

证明 原方程可化为4y2+6=2xp,在Q( -6)中分解为(2y+ -6)(2y- -6)=2xp,得理想等式:

[2y+ -6][2y- -6]=[2][x]p。 (1)

设最大公因理想 D=([2y+ -6],[2y- -6])=[2y+ -6,2y- -6],则2 -6∈D,12∈D,

2xp∈D。由原方程知2|/x,
 

3|/x,所以(12,2xp)=2∈D,从而有 -6∈D,因此D|[2, -6]。显然有[2,

-6]|D,所以D=[2, -6],D2=[4,2 -6,-6]=[2]。

由式(1)和理想的唯一分解性得:[2y+ -6]=DAp,其中A 是Q( -6)中理想。

于是有Dp-1[2y+ -6]=DpAp=(DA)p,即2
p-1
2 [2y+ -6]=(DA)p。因为Q( -6)的类数为2,

p 是奇素数,(2,
 

p)=1。因此DA 必为主理想,又Q( -6)的单位仅有±1,可得:

2
p-1
2 (2y+ -6)=(a+b -6)

p,a,b∈Z。
负号可纳入右端括号中。由此得:
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2
p-1
2 ·2y= ∑

(p-1)/2

k=0

p
2k  ap-2kb2k(-6)k, (2)

2
p-1
2 = ∑

(p-1)/2

k=0

p
2k+1  ap-(2k+1)b2k+1(-6)k。

 

(3)

由式(2)得2|a,因此式(3)两端可以消去2
p-1
2 ,得:

1= ∑
(p-1)/2

k=0

p
2k+1  a

2  p-(2k+1)

b2k+1(-3)k2
p-1
2 -k。 (4)

因此b|1,所以b=±1。对式(4)取模4得:

p(p-1)
a
2  

2

bp-2+bp≡1(mod
 

4), (5)

对式(4)取模3,得:

p
a
2  p-1

2
p-1
2b≡1(mod

 

3)。 (6)

下面分2种情况讨论。
情形1,当p≡1(mod

 

4)时,由式(5)知bp≡1(mod
 

4),所以b=1。

将b=1代入式(6)得p
a
2  p-1

2
p-1
2 ≡1(mod

 

3),则p≡1(mod
 

3),即3|(p-1),且3|/a。将b=1代入式

(4)并变形得:

- ∑
(p-1)/2

k=2

p
2k+1  a

2  p-(2k+1)

(-3)k2
p-1
2 -k

=
p
1  a

2  p-1

2
p-1
2 +

p
3  a

2  p-3

(-3)2
p-3
2 -1=

(p-1)
a
2  p-1

2
p-1
2 -p(p-2)

a
2  p-3

2
p-5
2􀭠

􀭡
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁􀪁 +
a
2  p-1

2
p-1
2 -1。 (7)

由p≡1(mod
 

3)及p≡1(mod
 

4)知,对于方括号中整数有:

a
2  p-1

2
p-1
2 -p(p-2)

a
2  p-3

2
p-5
2 ≡1-2×1×1≡2(mod

 

3)。

即该整数不含素因数3。
但是:

pot3
a
2  p-1

2
p-1
2 -1  =pot3 a2

2  
p-1
2

-1  =pot3 a4

4  
p-1
4

-1  =
pot3

a4

4-1  +pot3 p-1
4  >pot3(p-1)。

因此有pot3
p
1  a

2  p-1

2
p-1
2 +

p
3  a

2  p-3

(-3)2
p-3
2 -1  =pot3(p-1)。

另一方面,对式(7)求和项中各项有:

pot3
p

2k+1  a
2  p-(2k+1)

(-3)k2
p-1
2 -k  =pot3 p(p-1)

(2k+1)·2k
p-2
2k-1    +k≥

pot3(p-1)+k-pot3r,r=2k+1或2k。
由k≥2可得3k=(1+2)k

 

>1+2k,所以3k|/r,pot3r<k。

因此有pot3 ∑
(p-1)/2

k=2

p
2k+1  a

2  p-(2k+1)

(-3)k2
p-1
2 -k  >pot3(p-1),则式(7)不能成立。

情形2,当p≡3(mod
 

4)时,假如2|
a
2
,对式(4)取模8得:bp(-3)

p-1
2 ≡1(mod

 

8),即±5≡1(mod
 

8),矛盾。

故2|/a2,又由式(5)得3b≡1(mod
 

4),故b=-1。将b=-1代入式(6)得p
a
2  p-1

2
p-1
2 ≡-1(mod

 

3),从而

p≡1(mod
 

3),即3|p-1,且3|/a。
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将b=-1代入式(4)并变形得:

- ∑
(p-1)/2

k=2

p
2k+1  a

2  p-(2k+1)

(-3)k2
p-1
2 -k

=
p
1  a

2  p-1

2
p-1
2 +

p
3  a

2  p-3

(-3)2
p-3
2 +1=

(p-1)
a
2  p-1

2
p-1
2 -p(p-2)

a
2  p-3

2
p-5
2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +
a
2  p-1

2
p-1
2 +1。 (8)

其中:a
2  p-1

2
p-1
2 -p(p-2)

a
2  p-3

2
p-5
2 ≡2-1×2×2≡1(mod

 

3)。

然而

pot3
a
2  p-1

2
p-1
2 +1  =pot3 a

2  p-1

2
p-1
2 +1  a

2  p-1

2
p-1
2 -1  =pot3 a2

2  
2×p-1

2

-1  =
pot3

a2

2  
2

-1  +pot3 p-1
2  >pot3(p-1)。

因此,式(8)最右端被3的pot3(p-1)次方恰好整除。
与情形1相同,可证明式(8)左端各项含因子3的个数大于pot3(p-1)。因此,式(8)不能成立。
综上可知,不定方程xp=2y2+3无正整数解。 证毕
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Abstract:
 

Let
 

p
 

be
 

an
 

odd
 

prime,
 

using
 

methods
 

of
 

algebraic
 

and
 

elementary
 

number
 

theory,
 

it
 

proves
 

that
 

the
 

Diophantine
 

equation
 

xp=2y2+3
 

has
 

no
 

integer
 

solution.
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