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摘要:为了研究树T 的全局2-彩虹控制数γgr2(T)与2-彩虹控制数γr2(T)间的关系,分析了图的结构,采用分类讨论法

和反证法,完全刻画了γgr2(T)=γr2(T)+1成立的直径等于5的所有树T,解决了Amjadi等人2017年未解决的问题。
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1 预备知识与主要结果

在本文中,用G=(V(G),E(G))表示一个无向简单图,其中V(G)为顶点集,E(G)为边集。顶点v 的邻域

N(v)是指与v 相邻的顶点构成的集合。顶点v 的度d(v)= N(v)。顶点u 与v 间最短路的长称为u 与v 的

距离。图的直径是指任意2点间距离的最大值。对边uv 剖分是指在边uv 上添加1个新顶点w,使得边uw 和

wv 代替边uv。图G 的补图G 是指和G 有相同顶点集的图,并满足G 中2个顶点相邻当且仅当它们在G 中不

相邻。

1个无圈连通图称为树。在树中,度为1的顶点称为叶子点,只与1个叶子点相邻的顶点称为弱支撑点,至
少与2个叶子点相邻的顶点称为强支撑点。称r+1阶完全二部图K1,r(r≥2)为星形图,并称度为r的顶点为

它的中心。剖分星形图K1,r 的每条边所得到的图称为健康蜘蛛树S(K1,r),并称星形图K1,r 的中心为健康蜘蛛

树的头,与头距离为2的顶点称为脚。用Pn 表示含有n 个顶点的路。

用2{1,2}表示集合{1,2}的幂集。图G 的2-彩虹控制函数f 是指映射f:V(G)→2{1,2}使得如果顶点v 满足

f(v)=∅,则 ∪
u∈N(v)

f(u)={1,2}。图G 的2-彩虹控制函数f 的权为ω(f)=∑
u∈V(G)

f(u)。图G 的2-彩虹控制

数γr2(G)是指图G 的所有2-彩虹控制函数的最小权。称权为γr2(G)的2-彩虹控制函数为γr2(G)-函数。如果

函数f 既是图G 又是它补图G 的2-彩虹控制函数,那么称f 为G 的全局2-彩虹控制函数。图G 的全局2-彩虹

控制数γgr2(G)是指图G 的所有全局2-彩虹控制函数的最小权。

图的彩虹控制问题最早于2005年[1]被提出,随后众多学者陆续给出了有关图的彩虹控制的相关结果[2-6]。

Alqesmah等人[7]和Amjadi等人[8]独立引入了图的2-彩虹控制数的一个衍生变量,即图的全局2-彩虹控制数。

Alqesmah等人[7]给出了一些特殊图类的全局2-彩虹控制数的精确值,并刻画了全局2-彩虹控制数等于顶点数

的连通图。2017年,Amjadi等人[8]证明了:如果T 是直径不小于6的树,则γgr2(T)<γr2(T)+1,并且在此基

础上刻画了γgr2(T)=γr2(T)+1成立的直径不等于5的所有树T。受Amjadi等人[8]研究工作的启发,本文继

续研究γgr2(T)=γr2(T)+1成立的树T 的刻画问题,得到了如下结论。

定理1 对任意直径是5的树T,γgr2(T)=γr2(T)+1当且仅当T∈∪
5

i=1
Fi,其中树T 的集合Fi(1≤i≤5)

是按以下方式得到的:

F1:树T 是由1个以y1 为中心的星形图K1,2 和1个以y0 为头的健康蜘蛛树S(K1,r),其中r≥2,通过添
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加1个新顶点x 与2条新边xy0 和xy1 所得到的图。

F2:树T 是由m≥1个分别以y1,y2,…,ym 为中心的星形图K1,r1
,K1,r2

,…,K1,rm
和1个以y0 为头的健

康蜘蛛树S(K1,r),其中对任意1≤i≤m,ri≥3且r≥2,通过添加1个新顶点x 与m+1条新边xyi(0≤i≤m)
所得到的图。

F3:树T 是由F2 中的一棵树通过添加1个新顶点y 与1条新边xy 所得到的图。

F4:树T 是由m≥2个分别以y1,y2,…,ym 为中心的星形图K1,r1
,K1,r2

,…,K1,rm
,其中对任意1≤i≤m-1,

ri≥3且rm≥2,通过添加3个新顶点x、x1 和x2 与m+2条新边xyi(1≤i≤m)、ymx1 和x1x2 所得到的图。

F5:树T 是由F4 中的一棵树通过添加1个新顶点y 与1条新边xy 所得到的图。

2 定理1的证明

为证明定理1,首先给出一些引理和命题。
引理1[8] 设G 是含有路P3=u1u2u3 的连通图且d(u1)=1,d(u2)=2。则一定存在一个γr2(T)-函数f

使得 f(u1)=1,f(u2)=∅且{1,2}\f(u1)⊆f(u3)。
引理2 如果树T 中含有强支撑点u,则一定存在一个γr2(T)-函数f 使得f(u)={1,2}且对任意与u 相

邻的叶子点x,f(x)=∅。
证明 设X 是与强支撑点u 相邻的叶子点构成的集合且设g 是一个γr2(T)-函数。则显然有 g(u)+

∑
x∈X

g(x)≥2。 定义T 的一个2-彩虹控制函数f:V(T)→2{1,2}使得f(u)={1,2};当x∈X 时,f(x)=∅且

当x∉{u}∪X 时,f(x)=g(x)。于是有:

γr2(T)≤ω(f)=ω(g)- g(u)+∑
x∈X

g(x)  + f(u)+∑
x∈X

f(x)  ≤ω(g)-2+2=ω(g)=γr2(T),

因此ω(f)=γr2(T)。这意味着f 也是一个γr2(T)-函数。故f 就是所求的γr2(T)-函数。 证毕

命题1 若T∈F1∪F2,则γgr2(T)=γr2(T)+1。
证明 设T∈F1∪F2。令X={x1,x2,…,xr}是S(K1,r)的r个脚构成的集合且Y={y1,y2,…,ym},其

中当T∈F1 时,m=1。对任意T∈F1∪F2 和任意i∈{1,2},定义函数fi:V(T)→2
{1,2}使得fi(y0)={i};当

xk∈X 时,fi(xk)={3-i};当yk∈Y 时,fi(yk)={1,2};且当v∉X∪Y∪{y0}时,fi(v)=∅。不难验证:对
任意T∈F1∪F2,f1 和f2 都是γr2(T)-函数且T 恰好只有这2个γr2(T)-函数。此外,易见f1 和f2 都不是T
的全局2-彩虹控制函数,故γgr2(T)≥γr2(T)+1。另一方面,定义T 的一个全局2-彩虹控制函数g:V(T)→
2{1,2}使得g(x)={1}且当v∈V(T)\{x}时,g(v)=f1(v)。于是γgr2(T)≤ω(g)=ω(f1)+1=γr2(T)+1。因

此γgr2(T)=γr2(T)+1。 证毕

命题2 若T∈F3,则γgr2(T)=γr2(T)+1。
证明 设T∈F3。令X={x1,x2,…,xr}是S(K1,r)的r个脚构成的集合且Y={y1,y2,…,ym}。对任意

i,j∈{1,2},定义函数fij:V(T)→2
{1,2}使得fij(y)={i};fij(y0)={j};当xk∈X 时,fij(xk)={3-j};当

yk∈Y 时,fij(yk)={1,2}且当v∉X∪Y∪{y0,y}时,fij(v)=∅。不难验证:f11、f12、f21 和f22 都是γr2(T)-
函数且T 恰好只有这4个γr2(T)-函数。此外,易见f11、f12、f21 和f22 都不是T 的全局2-彩虹控制函数,故

γgr2(T)≥γr2(T)+1。另一方面,定义T 的一个全局2-彩虹控制函数g:V(T)→2{1,2}使得g(x)={1}且当v∈
V(T)\{x}时,g(v)=f11(v)。

 

于是γgr2(T)≤ω(g)=ω(f11)+1=γr2(T)+1。
 

因此γgr2(T)=γr2(T)+1。
证毕

命题3 若T∈F4,则γgr2(T)=γr2(T)+1。
证明 设T∈F4 且Y={y1,y2,…,ym}。对任意i∈{1,2},定义函数fi:V(T)→2

{1,2}使得fi(x2)={i};
当yk∈Y 时,fi(yk)={1,2}且当v∉Y∪{x2}时,fi(v)=∅。则不难验证:f1 和f2 都是γr2(T)-函数且T 恰

好只有这2个γr2(T)-函数。此外,易见f1 和f2 都不是T 的全局2-彩虹控制函数,故γgr2(T)≥γr2(T)+1。
另一方面,定义T 的一个全局2-彩虹控制函数g:V(T)→2{1,2}使得g(x)={1}且当v∈V(T)\{x}时,g(v)=
f1(v)。于是γgr2(T)≤ω(g)=ω(f1)+1=γr2(T)+1。因此γgr2(T)=γr2(T)+1。 证毕

命题4 若T∈F5,则γgr2(T)=γr2(T)+1。
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证明 设T∈F5 且设Y={y1,y2,…,ym}。对任意i,j∈{1,2},定义函数fij:V(T)→2
{1,2}使fij(x2)=

{i};
 

fij(y)={j};当yk∈Y 时,fij(yk)={1,2}且当v∉Y∪{x2,y}时,fij(v)=∅。则不难验证:f11、f12、f21

和f22 都是γr2(T)-函数且T 恰好只有这4个γr2(T)-函数。此外,易见f11、f12、f21 和f22 都不是T 的全局

2-彩虹控制函数,故γgr2(T)≥γr2(T)+1。另一方面,定义T 的一个全局2-彩虹控制函数g:V(T)→2{1,2}使得

g(x)={1}且当v∈V(T)\{x}时,g(v)=f11(v)。于是γgr2(T)≤ω(g)=ω(f11)+1=γr2(T)+1。因此

γgr2(T)=γr2(T)+1。 证毕

命题5 设T 是直径为5的树且P=v1v2…v6 是 T 的一条最长路。如果v2 和v5 都是强支撑点,则

γgr2(T)=γr2(T)。
证明 由引理2,不妨设f 是一个γr2(T)-函数使得f(v2)=f(v5)={1,2}。因为T 是树,所以在T 中,

V(T)\{v2,v5}中的每个顶点最多与v2 和v5 中的一个相邻,因此在T 中,V(T)\{v2,v5}中的每个顶点至少与

v2 和v5 中的一个相邻。于是f 也是T 的全局2-彩虹控制函数,故γgr2(T)≤ω(f)=γr2(T)。又因为γgr2(T)≥
γr2(T),所以γgr2(T)=γr2(T)。 证毕

命题6 设T 是直径为5的树且P=v1v2…v6 是 T 的一条最长路。如果v2 和v5 都是弱支撑点,则

γgr2(T)=γr2(T)。
证明 因为v2 和v5 都是弱支撑点,所以d(v2)=d(v5)=2。

 

又因为d(v1)=d(v6)=1,所以由引理1可

知,不妨设f 是一个γr2(T)-函数使得 f(v1)= f(v6)=1,{1,2}\f(v1)⊆f(v3)且{1,2}\f(v6)⊆f(v4)。
于是f(v1)∪f(v3)={1,2}且f(v4)∪f(v6)={1,2}。因为T 是树,所以在T 中,V(T)\{v1,v3,v4,v6}中的

每个顶点或者与v1 和v3 都不相邻或者与v4 和v6 都不相邻,因此在T 中,V(T)\{v1,v3,v4,v6}中的每个顶点

或者与v1 和v3 都相邻或者与v4 和v6 都相邻。于是f 也是T 的全局2-彩虹控制函数,故γgr2(T)≤ω(f)=
γr2(T)。又因为γgr2(T)≥γr2(T),所以γgr2(T)=γr2(T)。 证毕

命题7 设T 是直径为5的树且P=v1v2…v6 是T 的一条最长路。如果v2 和v5 中一个是强支撑点,另一

个是弱支撑点,则γgr2(T)=γr2(T)+1当且仅当T∈∪
5

i=1
Fi。

证明 如果T∈∪
5

i=1
Fi,则由命题1~4可知,γgr2(T)=γr2(T)+1,因此充分性成立。下面证明必要性。假

设γgr2(T)=γr2(T)+1。因为v2 和v5 中一个是强支撑点而另一个是弱支撑点,所以不妨设v2 是强支撑点且

v5 是弱支撑点。因此d(v2)≥3且d(v5)=2。因为d(v6)=1,d(v5)=2且v2 是强支撑点,所以由引理1和引

理2可知以下断言成立。
断言1 存在一个γr2(T)-函数f 使得2∈f(v4),f(v5)=∅,f(v6)={1},f(v2)={1,2}且对任意u∈

N(v2)\{v3},f(u)=∅。
下面设f 是满足断言1的一个γr2(T)-函数。
断言2 顶点v3 满足下列性质之一:1)

 

d(v3)=2;2)
 

d(v3)≥3且N(v3)\{v2,v4}中只含叶子点或度至少

是4的强支撑点。
证明 采用反证法。假设顶点v3 不满足性质1)和2),即N(v3)\{v2,v4}中存在度是2的弱支撑点或度是

3的强支撑点。首先假设N(v3)\{v2,v4}中存在度是2的弱支撑点,不妨设为u1。令 N(u1)\{v3}={u2}。则

P'=u2u1v3v4v5v6 也是T 的一条最长路且u1 与v5 都是T 的弱支撑点。于是类似于命题6的证明,可得

γgr2(T)=γr2(T),与γgr2(T)=γr2(T)+1矛盾。下面假设 N(v3)\{v2,v4}中存在度是3的强支撑点,不妨设

为u1。令N(u1)\{v3}={u2,u3}。由引理2可知,不妨设f(u1)={1,2}且f(u2)=f(u3)=∅。此外由断言1
可知,f(v2)={1,2}。于是不难验证函数g:V(T)→2{1,2}使得g(u1)=∅,g(u2)={1},g(u3)={2}且当u∈
V(T)\{u1,u2,u3}时,g(u)=f(u)是T 的全局2-彩虹控制函数,因此γgr2(T)≤ω(g)=ω(f)=γr2(T),这与

γgr2(T)=γr2(T)+1矛盾,故断言2成立。 证毕

断言3 N(v3)\{v2,v4}中至多含有1个叶子点。
证明 采用反证法。假设N(v3)\{v2,v4}中至少含有2个叶子点,则v3 是强支撑点。于是由引理2可知,

不妨设f(v3)={1,2}。又由断言1可知,f(v2)={1,2},所以易见f 也是T 的全局2-彩虹控制函数。因此

γgr2(T)≤ω(f)=γr2(T),这与γgr2(T)=γr2(T)+1矛盾,故断言3成立。 证毕
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断言4 如果d(v3)≥3,则d(v2)≥4。
证明 因为d(v2)≥3,所以只需要证明d(v2)≠3。采用反证法,假设d(v2)=3。由断言1可知,f(v2)=

{1,2},2∈f(v4)且f(v6)={1}。因此如果f(v3)≠∅,则不难验证f 是T 的全局2-彩虹控制函数,于是

γgr2(T)≤ω(f)=γr2(T),这与γgr2(T)=γr2(T)+1矛盾,故f(v3)=∅。
因为d(v2)=3,所以不妨设N(v2)\{v1,v3}={u1}。因为d(v3)≥3,所以 N(v3)\{v2,v4}≠∅。首先假

设N(v3)\{v2,v4}中含有叶子点。由断言3可知,N(v3)\{v2,v4}中只含1个叶子点,不妨设为u2。因为f 是

一个γr2(T)-函数且f(v3)=∅,所以 f(u2)=1。又由断言1可知,f(v2)={1,2},f(v1)=f(u1)=∅且2∈
f(v4),所以不难看出函数g 使得g(v1)=g(u2)={1},g(v2)=∅,g(u1)={2}且当x∈V(T)\{v1,v2,u1,u2}
时,g(x)=f(x)是T 的全局2-彩虹控制函数。于是γgr2(T)≤ω(g)=ω(f)=γr2(T),与γgr2(T)=γr2(T)+1
矛盾。又由断言2的性质2)可知,N(v3)\{v2,v4}中只含度至少是4的强支撑点。不失一般性,设u2 是N(v3)\
{v2,v4}中度至少是4的强支撑点。由引理2可知,不妨设f(u2)={1,2}。此外,由断言1可知,f(v2)={1,2}
且f(v1)=f(u1)=∅。因此不难看出函数g 使得g(v1)={1},g(v2)=∅,g(u1)={2}且当x∈V(T)\{v1,

v2,u1}时,g(x)=f(x)是T 的全局2-彩虹控制函数。于是γgr2(T)≤ω(g)=ω(f)=γr2(T),这与γgr2(T)=
γr2(T)+1矛盾,故断言4成立。 证毕

由断言2~4可得断言5成立。
断言5 树T 满足下列性质之一:1)

 

d(v3)=2;2)
 

d(v2)≥4,d(v3)≥3且 N(v3)\{v2,v4}中只含度至少

是4的强支撑点;3)
 

d(v2)≥4,d(v3)≥3且N(v3)\{v2,v4}中只含1个叶子点且其他顶点都为度至少是4的强

支撑点。
断言6 d(v4)≥3且N(v4)\{v3,v5}中或者全部是叶子点或者全部是弱支撑点。
证明 首先证明d(v4)≥3。因为d(v4)≥2,所以只需要证明d(v4)≠2。采用反证法,假设d(v4)=2。又

由断言1可知,f(v2)={1,2},f(v5)=∅,f(v6)={1}且2∈f(v4),所以不难看出函数g 使得g(v5)={1,2},

g(v4)=g(v6)=∅且当x∈V(T)\{v4,v5,v6}时,g(x)=f(x)是T 的全局2-彩虹控制函数。因此γgr2(T)≤
ω(g)=ω(f)-(f(v4)+ f(v5)+ f(v6))+(g(v4)+ g(v5)+ g(v6))≤ω(f)-2+2=ω(f)=
γr2(T),这与γgr2(T)=γr2(T)+1矛盾。故d(v4)≥3。

下面证明N(v4)\{v3,v5}中或者全部是叶子点或者全部是弱支撑点。若N(v4)\{v3,v5}中存在强支撑点,
则不妨设为u。令u'∈N(u)\{v4},则P'=v1v2v3v4uu'也是T 的一条最长路且v2 和u 都是强支撑点。于是

类似于命题5的证明可得γgr2(T)=γr2(T),与γgr2(T)=γr2(T)+1矛盾。因此N(v4)\{v3,v5}中不存在强支

撑点。又因为P=v1v2…v6 是T 的最长路,所以N(v4)\{v3,v5}中只存在叶子点或弱支撑点。
假设N(v4)\{v3,v5}中同时含有叶子点和弱支撑点,不妨分别设为u1 和u2。令 N(u2)\{v4}={u3}。则

u3 是叶子 点。由 断 言1可 知,2∈f(v4)。于 是 利 用γr2(T)-函 数 的 定 义 有 f(u1)+ f(v4)=2且

f(u2)+ f(u3)=1。又由断言1可知,f(v2)={1,2}且f(v6)={1},所以函数g 使得g(v4)={1,2},

g(u1)=g(u2)=∅,g(u3)={2}且当x∈V(T)\{v4,u1,u2,u3}时,g(x)=f(x)是T 的全局2-彩虹控制函数。
于是有:γgr2(T)≤ω(g)=ω(f)-(f(u1)+ f(v4))-(f(u2)+ f(u3))+(g(u1)+ g(v4)+
g(u2)+ g(u3))=ω(f)-2-1+3=γr2(T),这与γgr2(T)=γr2(T)+1矛盾,故断言6成立。 证毕

断言7 若d(v4)≥3且N(v4)\{v3,v5}中全部是叶子点,则d(v2)≥4且d(v4)≥4。
证明 首先证明d(v4)≥4。因为d(v4)≥3,所以只需要证明d(v4)≠3即可。采用反证法,假设d(v4)=

3。令N(v4)\{v3,v5}={u}。则u 是T 的叶子点。由断言1可知,2∈f(v4),所以利用γr2(T)-函数的定义知,

f(u)+ f(v4)=2。再由断言1可知,f(v2)={1,2}且f(v6)={1},所以不难看出函数g 使得g(u)=
g(v4)={2}且当x∈V(T)\{u,v4}时,g(x)=f(x)是T 的全局2-彩虹控制函数。于是有:γgr2(T)≤ω(g)=
ω(f)-(f(u)+ f(v4))+(g(u)+ g(v4))=ω(f)-2+2=ω(f)=γr2(T),这与γgr2(T)=γr2(T)+1
矛盾,因此d(v4)≥4。

下证d(v2)≥4。因为d(v2)≥3,所以只需要证明d(v2)≠3。采用反证法,假设d(v2)=3。令 N(v2)\
{v1,v3}={u}。则u 是T 的叶子点。因为d(v4)≥4且N(v4)\{v3,v5}中全部是叶子点,所以v4 是强支撑点,
故由引理2可知,不妨设f(v4)={1,2}。此外,由断言1可知,f(v2)={1,2}且f(v1)=f(u)=∅。于是不难

看出函数g 使得g(v1)={1},
 

g(v2)=∅,g(u)={2}且当x∈V(T)\{v1,v2,u}时,g(x)=f(x)是T 的全局
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2-彩虹控制函数。故而有:γgr2(T)≤ω(g)=ω(f)-(f(v1)+ f(v2)+ f(u))+(g(v1)+ g(v2)+
g(u))=ω(f)-2+2=ω(f)=γr2(T),这与γgr2(T)=γr2(T)+1矛盾,因此d(v2)≥4。

综上,断言7成立。 证毕

由断言6和断言7可知断言8成立。
断言8 树T 满足下列性质之一:1)

 

d(v4)≥3且N(v4)\{v3,v5}中全部是弱支撑点;2)
 

d(v2)≥4,d(v4)≥4
且N(v4)\{v3,v5}中全部是叶子点。

断言9 T∈∪
5

i=1
Fi。

证明 由断言2、3、4、6和7可知,树T 同时具有断言5和8所列出的性质。此外,注意到P=v1v2…v6 是

树T 的最长路,d(v2)≥3且d(v5)=2。若d(v2)=3且树T 满足断言5的性质1)和断言8的性质1),则T∈
F1;若d(v2)≥4且树T 满足断言5的性质1)和断言8的性质1),则T∈F2;若树T 满足断言5的性质2)和断

言8的性质1),则T∈F2;若树T 满足断言5的性质3)和断言8的性质1),则T∈F3;若树T 满足断言5的性

质1)和断言8的性质2),则T∈F4;若树T 满足断言5的性质2)和断言8的性质2),则T∈F4;若树T 满足断

言5的性质3)和断言8的性质2),则T∈F5。因此T∈∪
5

i=1
Fi,即断言9成立。 证毕

由断言9可知,命题7的必要性成立,故命题7成立。 证毕

由命题5~7可知,定理1显然成立。
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Abstract:
 

To
 

study
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

global
 

2-rainbow
 

domination
 

number
 

γgr2(T)
 

and
 

2-rainbow
 

domination
 

number
 

γr2

(T)
 

of
 

a
 

tree
 

T,
 

by
 

analyzing
 

the
 

structure
 

of
 

graphs
 

and
 

using
 

the
 

methods
 

of
 

categorical
 

discussion
 

and
 

reduction
 

to
 

absurdity,
 

the
 

trees
 

T
 

of
 

diameter
 

five
 

with
 

γgr2(T)=γr2(T)+1
  

is
 

completely
 

characterized,
 

which
 

solves
 

the
 

unsolved
 

problem
 

by
 

Amjadi
 

et
 

al.
 

(2017).
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