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摘要:利用矩阵半张量积、弱双四元数矩阵的复矩阵表示以及特殊矩阵的 H-表示方法对弱双四元数广义Sylvester方程

的混合解进行研究。利用 H-表示方法提取特殊矩阵的独立元素,从而去除冗余。结合矩阵半张量积、弱双四元数矩阵的

复矩阵表示将弱双四元数Sylvester方程转化为具有独立变量的复矩阵方程。由经典矩阵理论给出广义Sylvester方程存

在混合解的充要条件及通解表达式。通过数值算例验证该方法的有效性。
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本文使用的符号表示如下,R代表实数域,Rm×n 代表m×n 维实矩阵集合,Cm×n 代表m×n 维复矩阵集合,

QR 代表弱双四元数集合,Qm×n
R 代表m×n 维弱双四元数矩阵集合,Cn×n

z 代表n×n 维复 Hurwitz矩阵集合,

Qn×n
z 代表n×n 维弱双四元数Hurwitz矩阵集合,Cn×n

t 代表n×n 维复Toeplitz矩阵集合,Qn×n
t 代表n×n 维弱

双四元数Toeplitz矩阵集合,In 表示n 维单位矩阵,δi
n 表示单位矩阵In 的第i列,O 表示适合维数的零矩阵,

表示矩阵的Kronecker积,Vr(A)、Vc(A)分别表示矩阵A 按行展开和按列展开,ST 表示矩阵S 的转置,M† 表

示矩阵M 的 M-P广义逆。
弱双四元数及弱双四元数矩阵在神经网络以及彩色图像处理[1]、最优控制和数字滤波器设计[2-3]领域都有

广泛的应用。例如,Kamal等人[4]利用弱双四元数在彩色图像中的应用,提出一种有效的矢量处理方法,并将这

种方法应用于人脸识别领域的主成分分析框架中;Pei等人[5]将弱双四元数应用到对数字信号和彩色图像的处

理上,提出用弱双四元数的极性形式来表示彩色图像,弱双四元数的这种表示方式可以使许多不同类型的彩色

图像颜色模板匹配以及颜色敏感的边缘检测(亮度、色调、饱和度和色度匹配的边缘)得以同时进行,此外Pei还

利用弱双四元数矩阵的奇异值分解处理彩色图像,弱双四元数矩阵的奇异值分解方法可以实现不将彩色图像分

为三通道的方式来处理彩色图像。
矩阵方程在电力系统[6]、数字图像处理[7-8]、物流运输等领域有着非常广泛的应用。许多学者利用不同的求

解方法对矩阵方程的特殊解进行了研究。例如,Yuan等人[9]基于弱双四元数矩阵的复表示给出了弱双四元数

矩阵方程(AXB,CXD)=(E,G)存在 Hermitian解的充分必要条件及通解表达式;Hidayet[10]将弱双四元数的

e1-e2 表示应用到矩阵方程的求解,给出了弱双四元数矩阵方程AX=B 的最小二乘解,并研究了弱双四元数矩

阵方程AX=B 在彩色图像恢复上的应用;基于矩阵半张量积,利用四元数的实向量表示方法[11-12],丁文旭等

人[13-14]研究了不同弱双四元数矩阵方程特殊解存在的充分必要条件。本文将借助矩阵半张量积、弱双四元数矩

阵的复矩阵表示以及特殊矩阵的H-表示方法研究弱双四元数广义Sylvester矩阵方程

AXB+CYD=E (1)
的混合解,问题如下。

问题1 给定A,C∈Qm×n
R ,B,D∈Qn×p

R ,E∈Qm×p
R ,求
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Sz={X,Y X∈Qn×n
z ,Y∈Qn×n

t ,AXB+CYD=E}。

1 预备知识

弱双四元数定义为:

x=x0+x1i+x2j+x3k∈QR,

并定义弱双四元数的乘法满足i2=k2=-1,j2=1,ij=ji=k,jk=kj=i,ki=ik=-j,其中x0,x1,x2,x3∈R。x
可唯一的表示为x=d1+d2j,这里d1=x0+x1i,d2=x2+x3i∈C。

定义1[15] 定义QR 上的一个映射fx:
QR→QR

fx(y)=yx (∀y∈QR),则映射fx 是QR 上的一个线性双射。

利用此线性双射计算:

fx(1)=1(d1+d2j)=d1+d
   

2j,

fx(j)=j(d1+d2j)=d2+d1j。 
记M(C)=

d1 d2

d2 d1






 




 :d1,d2∈C  ⊆C2×2。

定义2[9] 定义映射F(x):QR→M(C),F(x)=
d1 d2

d2 d1






 




 ,称F(x)为弱双四元数x 的复矩阵表示。

与弱双四元数相似,弱双四元数矩阵X=D11+D12i+D21j+D22k,也可唯一的表示为X=D1+D2j,其中

D11,D12,D21,D22∈Rm×n,D1=D11+D12i∈Cm×n,D2=D21+D22i∈Cm×n。则弱双四元数矩阵的复矩阵表示为

F(X)=
D1 D2

D2 D1






 




 ∈C2m×2n[9]。定义弱双四元数矩阵算子为Φ(X)=

D1

D2






 




 ,则弱双四元数矩阵算子性质如下。

定理1 设k∈R,A,B∈Qm×n
R ,C∈Qn×p

R ,则:1)
 

Φ(A+B)=Φ(A)+Φ(B),Φ(kA)=kΦ(A);2)
 

Φ(AC)=
F(A)Φ(C)。

证明 1)
 

显然,下证2)成立。设A=A1+A2j∈Qm×n
R ,C=C1+C2j∈Qn×p

R ,于是有:

AC=(A1+A2j)(C1+C2j)=A1C1+A2C2+A1C2j+A2C1j,

故Φ(AC)=
A1C1+A2C2

A1C2+A2C1






 




 =

A1 A2

A2 A1






 




 C1

C2






 




 =F(A)Φ(C)。 证毕

2 矩阵半张量积

定义3[16] 假设A∈Rm×n,B∈Rp×q,t=lcm(n,p)为n 和p 的最小公倍数,那么矩阵A 和B 的矩阵半张量

积定义为A▷B=(AIt/n)(BIt/p),矩阵半张量积用符号▷表示。

由矩阵半张量积的定义可以看出,当n=p 时,矩阵半张量积为经典矩阵乘法,即矩阵半张量积是经典矩阵

乘法的推广。下面介绍的换位矩阵在实现矩阵半张量积的伪交换性中起着极其重要的作用。

定义4[17] 定义mn 维换位矩阵为W[m,n]∶=[Inδ1
m,Inδ2

m,…,Inδm
m]。

换位矩阵具有以下性质。

引理1[18] 1)
 

设A∈Rm×n,则W[m,n]Vr(A)=Vc(A),W[n,m]Vc(A)=Vr(A);

2)
 

设A∈Rm×n,B∈Rs×t,则AB=W[s,m]▷B▷W[m,t]▷A=(ImB)▷A。
下面给出矩阵半张量积在弱双四元数上的一些结论,该结论将被应用于求解弱双四元数矩阵方程。

定理2 假设A∈Qm×n
R ,X∈Qn×q

R ,Y∈Qp×m
R ,则:

1)
 

Vr(AX)=A▷Vr(X),Vc(AX)=(IqA)Vc(X);

2)
 

Vc(YA)=AT▷Vc(Y),Vr(YA)=(IpAT)Vr(Y)。

证明 1)、2)中等式证明方法相似,仅证明Vc(YA)=AT▷Vc(Y)。记A=(a1,…,an),ai∈Qm
R(i=1,…,
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n),aki(k=1,2,…,m)表示矩阵A 第k 行第i列的元素,Y=(y1,…,ym),yj∈Qp
R(j=1,…,m),则Vc(YA)=

Vc(Ya1,Ya2,…,Yan)=

Ya1

Ya2

︙

Yan























。进而有:

Yai=y1a1i+y2a2i+…+ymami=a1iy1+a2iy2+…+amiym=[a1iIp … amiIp]Vc(Y)。

故有:

Vc(YA)=

a11Ip a21Ip … am1Ip

a12Ip a22Ip … am2Ip

︙ ︙ ︙

a1nIp a2nIp … amnIp























Vc(Y)=(ATIp)Vc(Y)=AT▷Vc(Y)。 证毕

3 矩阵的H-表示

本节将介绍矩阵的H-表示方法。

定义5[18] 在复数域C上,考虑p 维复矩阵子空间X⊂Cn×n,假设e1,e2,…,ep 为X 的一组基,对于任意的

X∈X,有 X =∑
p

i=1
xiei,定义 H =[Vc(e1),Vc(e2),…,Vc(ep)]。有ψ(X)=Vc(X)=HX

~,这里X
~
=

[x1,x2,…,xp]T 为p 维列向量,HX
~

称为ψ(X)的H-表示,H 称为ψ(X)的H-表示矩阵。

Hurwitz矩阵在控制系统中有非常重要的应用,通常被用于考虑稳定性问题中的稳定多项式,且线性系统的

稳定性可以用状态矩阵是不是Hurwitz矩阵来判定。Hurwitz矩阵定义如下。

定义6[19] 设多项式a(λ)=∑
n

i=0
aiλn-i,a0≠0,n×n 矩阵

Zn=

a1 a3 a5 … a2n-3 a2n-1

a0 a2 a4 … a2n-4 a2n-2

0 a1 a3 … a2n-5 a2n-3

0 a0 a2 … a2n-6 a2n-4

︙ ︙ ︙ ︙ ︙

0 0 0 … an-2 an





























,

其中:ai=0,∀i>n,Zn 称为相伴多项式a(λ)的Hurwitz矩阵。

例1 设X=C4×4z ,Z4∈X,dim(X)=5选X 的基为:

e1=

1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0





















,e2=

0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0





















,e3=

0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0





















,e4=

0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0





















,e5=

0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1





















。

有:

ψ(Z4)=[a1,a0,0,0,a3,a2,a1,a0,0,a4,a3,a2,0,0,0,a4]T,Z
~
4=[a1,a3,a0,a2,a4]T,

Hh=

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

























T

。
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一般地,对X=Cn×n
z ,先为Hurwitz矩阵子空间选取标准基底{E1,E2,…,En+1}。这里当n 为奇数时,

Ei=
e1+2k,i+k=1,1≤i≤

n+1
2
,k=0,1,…,

n-1
2
,

e
2k+2,i+k-n+1

2
=1,

n+1
2 +1≤i≤n+1,k=0,1,…,

n-3
2
。












当n 为偶数时,

Ei=
e1+2k,i+k=1,1≤i≤

n
2

e
2+2k,i+k-n

2
=1,

n
2+1≤i≤n+1












,k=0,1,…,
n-2
2
。

对于任意的Zn∈X,有Z
~
n=

(a1,a3,…,an,a0,a2,…,an-1)T,n 为奇数时

(a1,a3,…,an-1,a0,a2,…,an)T,n 为偶数时 。

对于上述标准基底的选取以及由基底唯一确定的Z
~
n 可以得到Hurwitz矩阵的H-表示矩阵Hh 如下:

Hh=[Vc(E1),Vc(E2),…,Vc(En+1)]∈Rn2×(n+1)。

Toeplitz矩阵被广泛应用于微分方程数值解、三角矩量等问题中。Toeplitz矩阵定义如下。

定义7[19] 设Tn=(tij)n×n∈Rn×n,满足tij=tj-i(i,j=1,2,…,n),即:

Tn=

t0 t1 t2 … tn-1

t-1 t0 t1 … tn-2

t-2 t-1 t0 … tn-3

︙ ︙ ︙ ︙

t-n+1 t-n+2 t-n+3 … t0

























。

称Tn 为n 维Toeplitz矩阵。

例2 设X=C4×4t ,T4=(tij)4×4∈X,dim(X)=7,选X 的基为:

f1=

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





















,f2=

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0





















,f3=

0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0





















,f4=

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0





















,

f5=

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0





















,f6=

0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0





















,f7=

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0





















。

有:

ψ(T4)=[t0,t-1,t-2,t-3,t1,t0,t-1,t-2,t2,t1,t0,t-1,t3,t2,t1,t0]T,T
~
4=[t0,t-1,t-2,t-3,t1,t2,t3]T,

Ht=

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0































T

。

一般地,对X=Cn×n
t ,先选取Toeplitz矩阵子空间的标准基底为{F1,F2,…,F2n-1},这里
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Fi=

O O
In-i+1 O





 






n×n

,i≤n,

O I2n-i
O O





 






n×n

,n<i≤2n-1。













对于任意的Tn=(tij)n×n∈X,有T
~
n=(t0,t-1,…,t-n+1,t1,…,tn-1)T。

对于上述标准基底的选取以及由基底唯一确定的T
~
n 可以得到Toeplitz矩阵的H-表示矩阵Ht如下:

Hh=[Vc(F1),Vc(F2),…,Vc(F2n-1)]∈Rn2×(2n-1)。

4 广义Sylvester方程的混合解

引理2[20] 设A∈Cm×n,b∈Cm,则线性方程组Ax=b 有解的充分必要条件是AA†b=b,这时,Ax=b 的通

解是x=A†b+(I-A†A)y,其中y∈Cn 为任意向量。当rank(A)=n 时,x=A†b是方程Ax=b的唯一解。
定理3 设A,C∈Qm×n

R ,B,D∈Qn×p
R ,E∈Qm×p

R ,弱双四元数矩阵方程(1)有混合解X∈Qn×n
z ,Y∈Qn×n

t 当且

仅当

RR†Φ(Vc(E))=Φ(Vc(E))。 (2)
如果式(2)成立,则所有混合解的集合为:

Sz= X∈Qn×n
z ,Y∈Qn×n

t

Φ(Vc(X))

Φ(Vc(Y))




 




 =WR†Φ(Vc(E))+W(I6n-R†R)y  。 (3)

这里y∈R6n 为任意向量。并且当

rank(R)=6n (4)
时,弱双四元数矩阵方程(1)唯一混合解 Ẋ,̇Y 满足:

Φ(Vc(̇X))

Φ(Vc(̇Y))






 




 =WR†Φ(Vc(E))。 (5)

这里W=diag(Hh,Hh,Ht,Ht),R=[F(P) F(Q)]W。
证明 令P=BTA=P1+P2j,Q=DTC=Q1+Q2j。设X=X1+X2j∈Qn×n

z ,Y=Y1+Y2j∈Qn×n
t 。由定

理1与定理2有:
AXB+CYD=E⇔Vc(AXB)+Vc(CYD)=Vc(E)⇔

(IpA)▷BT▷Vc(X)+(IpC)▷DT▷Vc(Y)=Vc(E)⇔
(BTA)Vc(X)+(DTC)Vc(Y)=Vc(E)⇔Φ(PVc(X))+Φ(QVc(Y))=Φ(Vc(E))⇔

F(P)Φ(Vc(X))+F(Q)Φ(Vc(Y))=Φ(Vc(E))⇔

[F(P) F(Q)]
Φ(Vc(X))

Φ(Vc(Y))




 




 =Φ(Vc(E))⇔[F(P) F(Q)]

Vc(X1)

Vc(X2)

Vc(Y1)

Vc(Y2)





















=Φ(Vc(E))⇔

[F(P) F(Q)]

Hh O O O
O Hh O O
O O Ht O
O O O Ht





















X
~
1

X
~
2

Y
~
1

Y
~
2

























=Φ(Vc(E))⇔

[F(P) F(Q)]W

X
~
1

X
~
2

Y
~
1

Y
~
2

























=Φ(Vc(E))⇔R

X
~
1

X
~
2

Y
~
1

Y
~
2

























=Φ(Vc(E))。
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由引理1可以得到弱双四元数Sylvester方程(1)有解当且仅当RR†Φ(Vc(E))=Φ(Vc(E)),并且它的通解

满足:

X
~
1

X
~
2

Y
~
1

Y
~
2

























=R†Φ(Vc(E))+(I6n-R†R)y,∀y∈R6n。

进而由H-表示方法可得:

Φ(Vc(X))

Φ(Vc(Y))





 




 =

Vc(X1)

Vc(X2)

Vc(Y1)

Vc(Y2)





















=WR†Φ(Vc(E))+W(I6n-R†R)y,∀y∈R6n。

并且当rank(R)=6n时,弱双四元数Sylvester方程(1)的唯一混合解满足
Φ(Vc(X))

Φ(Vc(Y))





 




 =WR†Φ(Vc(E))。 证毕

5 算法及数值算例

算法 设AXB+CYD=E 满足具有混合解的条件,本算法用于计算弱双四元数矩阵方程(1)的混合解。具

体如下:

1)
 

输入A,C∈Qm×n
R ,B,D∈Qn×p

R ,E∈Qm×p
R ,输出P,Q,Φ(Vc(E)),F(P),F(Q);

2)
 

输入Hh,Ht,输出矩阵W,R;

3)
 

如果式(2)、(4)成立,根据式(5)计算弱双四元数矩阵方程(1)的混合解Ẋ,̇Y∈Sz。
算例 考虑弱双四元数矩阵方程(1)的混合解。设m=n=p=4,给出A,B,C,D,E 如下:

A=

2+5i+j+k 4+4i+2k 3i+3j+k 4+2i+j+3k
5+3i+j+k 3+2i+3j+k 3+3i+2j+k 5+2j
3+j+3k 1+4i+j+5k 3+3j+k 4+2i+4j+5k
4+i+j+3k 3+i+3j 4+3i+2j+3k 3+i+4j+4k





















,

B=

2+3i+4j+4k 5i+3j 5+2i+4j+3k 1+j+k
4j+4k 2+3i+3j 2+i+2j+k 3i+j+3k
4+4j+4k 2+i+2j+4k 1+4i+3j+4k 3+3i+3j+2k
1+4i+j 1+4i+5k 4j+k 4+3i+2j+3k





















,

C=

4+2i+4j+3k 5+3i+2j+4k 1+j+3k 5+4i+2j+4k
3i+5j+2k 4+4i+4j+4k 2+i+2j+k 2+i+j
4+j+5k 4+2i+4j+3k 1+3i+k 1+5i+j+k
5+4i+2j+k 3+2i+j+k 2i+3j+k 2+3i+5j





















,

D=

4+4i+j+4k 4+i+5j+3k 2+4i+2j 4+3i+j+k
3+i+4j+2k 5+3i+2j+2k 2+i+3j+2k 2+j+k
4+2i+j+k 4+2i+3j+2k 3+i+j+4k 1+2i+4j
1+3i+3j i+4j+3k 3+i+5j+3k i+2j





















,

E= E1 E2 E3 E4  
其中:

E1=

-2
 

831+3
 

026i-2
 

688j+3
 

087k
-1

 

608+2
 

886i-1
 

562j+3
 

069k
-2

 

585+2
 

683i-2
 

606j+2
 

426k
-1

 

646+3
 

273i-1
 

663j+3
 

189k





















,E2=

-2
 

658+3
 

610i-2
 

742j+3
 

473k
-1

 

690+3
 

205i-1
 

527j+3
 

245k
-2

 

514+2
 

903i-2
 

774j+2
 

844k
-1

 

582+3
 

584i-1
 

543j+3
 

271k





















,
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E3=

-2
 

392+3
 

049i-2
 

599j+3
 

104k
-1

 

459+2
 

967i-1
 

475j+2
 

905k
-2

 

521+2
 

663i-2
 

430j+2
 

601k
-1

 

450+3
 

016i-1
 

447j+3
 

079k





















,E4=

-1
 

790+1
 

946i-1
 

737j+2
 

020k
-1

 

002+2
 

063i-1
 

105j+1
 

976k
-1

 

813+1
 

853i-1
 

828j+1
 

729k
-1

 

231+2
 

142i-1
 

204j+2
 

075k





















。

在 Matlab中利用算法计算弱双四元数矩阵方程(1)的混合解Ẋ,̇Y,得到:

Ẋ=

2+3i+j+k 3+i+j+4k 0 0
4+i+2j+4k 3+2j+3k 1+i+j+k 0

0 2+3i+j+k 3+i+j+4k 0
0 4+i+2j+4k 3+2j+3k 1+i+j+k





















,

Ẏ=

1+3i+5j 3+4i+j+2k 1+4i+3j+k 2+2i+4j+2k
2i+j+3k 1+3i+5j 3+4i+j+2k 1+4i+3j+k
5+i+j+2k 2i+j+3k 1+3i+5j 3+4i+j+2k
4+3i+2j+5k 5+i+j+2k 2i+j+3k 1+3i+5j





















,

并与真实解X,Y 进行比较,得到误差为3.994
 

8e-13。由此可以看出,该算法有效。

6 结论

本文介绍了利用矩阵半张量积以及矩阵的H-表示方法求解弱双四元数广义Sylvester矩阵方程混合解的新

方法。矩阵半张量积与弱双四元数矩阵的复矩阵表示结合,可以将弱双四元数矩阵方程AXB+CYD=E 转化为

具有独立变量的复线性方程Mx=N 的形式,进而利用特殊矩阵的 H-表示方法提取独立元素,由经典矩阵理论

得到弱双四元数矩阵方程(1)存在混合解的充要条件及通解表达式,最后利用数值算例验证了这种方法的有

效性。
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Abstract:
 

The
 

mixed
 

solution
 

of
 

reduced
 

biquaternion
 

generalized
 

Sylvester
 

equation
 

is
 

studied
 

by
 

using
 

semi-tensor
 

product
 

of
 

matrices,
 

complex
 

matrix
 

representation
 

of
 

reduced
 

biquaternion
 

matrix
 

and
 

H-representation
 

of
 

special
 

matrix.
 

The
 

independent
 

elements
 

of
 

special
 

matrix
 

are
 

extracted
 

by
 

H-representation
 

method
 

to
 

remove
 

the
 

redundancy.
 

Combined
 

with
 

the
 

semi-tensor
 

product
 

of
 

matrices
 

and
 

complex
 

representation
 

of
 

reduced
 

biquaternion
 

matrix,
 

the
 

reduced
 

biquaternion
 

Sylvester
 

equation
 

is
 

transformed
 

into
 

a
 

complex
 

matrix
 

equation
 

with
 

independent
 

variables.
 

The
 

necessary
 

and
 

sufficient
 

conditions
 

for
 

the
 

existence
 

of
 

the
 

mixed
 

solution
 

and
 

the
 

expression
 

of
 

general
 

solution
 

of
 

generalized
 

Sylvester
 

equation
 

are
 

given
 

by
 

classical
 

matrix
 

theory.
 

A
 

numerical
 

example
 

is
 

given
 

to
 

verify
 

the
 

effectiveness
 

of
 

the
 

method.

Keywords:
 

reduced
 

biquaternion;
 

generalized
 

sylvester
 

equation;
 

semi-tensor
 

product
 

of
 

matrices;
 

complex
 

representation;
 

H-

representation
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