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摘要!最小二乘支持向量机!
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"是一种基于超平面的分类器#由于
F=G=?H

缺乏特征选择能力#因此在高维小样本
数据集上的泛化表现不佳#所以有必要提高

F=G=?H

的特征选择能力$在
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的目标函数中引入
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范数正则项#提
升模型的特征选择能力$然而由于
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范数的引入#导致新的模型不仅是非凸非光滑的#而且是
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难问题$为了克服这
些困难#首先用一个非凸非光滑连续函数近似
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范数#再对该近似函数进行
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"求解该问题$该新方法的主要优点在
于

A2L

的子问题具有解析解#从而使得训练速度得到很大地提升$数值实验表明#本文所提出的新方法不仅具有较好的
泛化性能和特征选择能力#而且计算速度快$
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%是一种经典的二分类方法$不仅具有良好的泛化能力而且模
型参数少$因此一直以来

=?H

备受研究者们的关注&
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$并且被广泛应用于生物信息学&

P

'

(医疗诊断&

*

'

(人脸识
别&

DGN

'

(信号处理&

M
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%$使用等式约束
代替传统支持向量机中的不等式约束$降低了求解难度$提高了求解效率$使得计算复杂度相对减少)随后$许
多关于
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'提出了一种新的基于矩阵模式的
F=G=?H

$该
F=G=?H

可以直接在矩阵模式上进行操作$只需要存储两
个维数和偏差较低的权重向量$大大减少了所需的存储空间*在文献&
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'中$作者基于截断最小二乘损失函数$

提出了一种有效的鲁棒最小二乘支持向量机#
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%$可以有效地克服数据中的噪声对模型泛化性能的影
响)有实验结果表明
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在许多问题上都得到了广泛的应用并取得了很好的效果&
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然而
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不具备特征选择能力$因此它在高维小样本数据集上的数值效果不佳)特征选择的主要目的
是选择给定数据集的特征子集$删除冗余特征$提升模型的泛化能力$降低过拟合的风险)目前已有许多稀疏
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稀疏解的最直接的方法)然而由于
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在小
样本集上的泛化能力得到明显提升)

本文为了提高
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的特征选择能力$在传统的
F=G=?H

模型中引入
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分解$最后使用
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规划算法#
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%进行求解)

数值实验表明$新模型不仅具有很好的泛化表现和特征选择能力$而且计算速度非常快$这主要是因为新算法中
的子问题具有解析解)
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论文的安排如下!第
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节主要介绍与本文相关的预备知识$包括最小二乘支持向量机和基于
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范数的稀疏
最小二乘支持向量机)第
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节将给出本文所提出的新模型以及基于
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的迭代算法)第
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节给出了数值实验
结果)第
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节简要地总结了本文的工作)
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则式#

P

%可写成
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%等价于求解线性方程组
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)但是当样本个数远小于特征个数时$矩阵
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可能是病态的$会影响模型的泛化能力)为了获得稀疏解$增加分类器的特征选择能力$在文献&
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'中$作者在
目标函数中引入
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范数$从而考虑如下问题!
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准的
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规划问题$所以可以通过
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迭代求解)在每一次迭代中$需要计算次梯度
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\$

Z

#

+[!

#

T

!

#

%

\$

Z+

\$

\+

\$

!

#

T

#

&[!

#

+

\$

!

#

T

%

\$

!

#

+

\$

)

值得注意的是
-

\$的计算与迭代次数
5

无关$因此只需要计算一次逆矩阵)而且不必直接计算
"[$

阶矩
阵的逆矩阵

-

\$

$只需计算
%

阶矩阵
&[!

#

+

\$

!

#

T 的逆$这里的
%

是远远小于
"

)下面给出求解问题#

$$

%的迭
代算法!

算法
#

!

问题#

$$

%的
A2

算法
步

"

$初始化!令
5Z"

$选择
(

"

$

$

"[$

*

步
$

$计算
*

5

$(

4

#

(

5

%*

步
!

$计算
(

5[$

$通过
(

5[$

Z-

\$

,

$其中
-

\$

Z

#

+[!

#

T

!

#

%

\$

Z+

\$

\+

\$

!

#

T

#

&[!

#

+

\$

!

#

T

%

\$

!

#

+

\$

*

步
#

$若满足终止条件$算法停止*否则$令
5_Z5[$

$转步
$

*

注
#

!

步
$

中涉及的
(

4

#

(

5

%为
6

5

$

Z

!

)

.

5

$

$如果
)

#

.

5

$

%

!

2

$

$

"

$否则)

+

注
%

!

文献&

$M

'也提出了稀疏最小二乘支持向量机模型$但该文献是从问题#

)

%的一阶必要条件出发建立模
型)而本文是直接使用

A2L

对问题#

)

%的
!

"

G

范数正则化模型进行求解$而且通过合理地
A2

分解后$

A2L

子问
题#

$#

%不仅光滑而且具有解析解$这也恰好解释了为什么本文所提出的模型具有较快的训练速度)

注
(

!

虽然也可以使用
A2

规划方法求解模型#

*

%$但是求解子问题时需要计算
"[$

阶高维矩阵的逆$这对
于高维小样本数据集来说计算成本会很高$甚至是不可行的)为了克服上述问题$将问题#

)

%转化成问题#

M

%的
形式$好处在于求解

A2

规划子问题时只需要计算
%

阶方阵的逆矩阵$这里
%

是远远小于
"

的样本点的个数$而
且只需要计算一次逆矩阵$因此使用模型#

M

%可以克服上述问题$并且降低算法的计算复杂度)

注
)

!

关于
!

"

G

范数的非凸近似有很多$例如
2/

OO

9JG

!

$

&

!D

'

(

9K

O

&.9.;6/0>&.>/'91,.>;6&.

&

!N

'

(

:7&&;30

<

>06

OO

9J/U:&0,;9J9'6/;6&.

#

=2LA

%

&

!M

'等等$但是通过
A2

分解后$子问题往往是非光滑的(不具有解析解$需要
调用相关算法求解子问题$增加了算法的计算复杂度$所以本文未采用上述近似函数)

由于算法
$

是标准的
A2

算法$文献&

!*

'已经给出了
A2

算法的全局收敛性结果$所以这里不再赘述)

(

!

数值实验
为了说明本文所提出算法#简称

!

"

GF==?H

%的有效性$将
!

"

GF==?H

与
F==?H

&

$"

'

$

!

$

G=?H

&

#"

'

$

!

"

G

=?H

&

!#

'

$

!

!

GF==?H

&

$M

'

)

种方法进行比较)实验过程中$使用
F=G=?H0/U

工具箱实现
F==?H

$使用
2IFỲ

求
解器解决算法

!

$

G=?H

和算法
!

"

G=?H

中的线性规划问题)所有实验均以
H/;0/U!"!"U

为软件平台$以
C.;90

#

S

%

2&-9

#

TH

%

6DG$$D""

#

!@P"abV

%处理器$

$*ac

内存的
I2

机为硬件平台)在算法
$

中$当
(

5[$

\(

5

3

9

O

:

作为算法终止准则)在所有算法中$当
!

$

#

$"

\)时$令
!

$

Z"

$即此时认为该特征为冗余特征)所有实验利用
五折交叉验证的方法对超参数进行优化)

F==?H

中的参数
$

与
!

!

GF==?H

中的参数
$

取值范围保持一致$均
在+

$"

\N

$

$"

\D

$,$

$"

D

$

$"

N

-中进行选取$

!

"

GF==?H

中的参数
)

$

'

$

$

分别从以下
#

个集合+

$

$

!

$,$

M

$

$"

-$

+

$"

\$"

$

$"

\M

$,$

$"

M

$

$"

$"

-$+

$"

\$"

$

$"

\M

$,$

$"

M

$

$"

$"

-中进行选取)将准确率#

#

/>>

%作为评价算法性能的指标$

准确率的定义为
#

/>>

Z

#

TI

[#

T%

#

TI

[#

T%

[#

dI

[#

d%

$其中!

#

TI

(

#

T%

(

#

dI

以及
#

d%

分别是真正率(真负率(假正率以及假
负率)选定超参数后$在每一个数据上进行

#"

次实验$并取
#"

次实验的平均准确率作为实验结果)

在
82C

和
82S

数据库中选取了
$)

个标准数据集进行试验比较)数据集
=&

<

U9/.

#

:7/00

%和
dU61/>9:

来自

"$
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82C

数据库$其余
$!

个数据集均来自
82S

数据库)表
$

给出了所有数据集的详细信息)

表
#

!

实验中使用的标准数据集
*+,-#

!

./0123+456+7+8/7898/6:0/;

<

/4:3/078

数据集 样本大小 特征个数 正类样本数 负类样本数
=&

<

U9/.

#

:7/00

%

)D #P !" !D

H&;9=;-/6. !" N) $" $"

Y2ad6'9A/

<

: !# $#* $) M

4

,. P" $P" !) !*

e6.9 PD !#D #" !D

T&9=9

4

79.;/;6&.$ )" !DD !" !"

>&1199 !N !N* $) $)

T&9=9

4

79.;/;6&.! #* #)# $N $N

=3/

O

909;=67 !" P"" $" $"

b9--6.

4

*) P$! #M !P

c99;09d0

<

!" P$! $" $"

Te&F9/JY2a !" P$! $" $"

c6-J236>Q9. )" P$! !" !"

dU61/>9: $#! N"" #$ $"$

表
!

给出了
!

"

GF==?H

(

F==?H

(

!

$

G=?H

(

!

"

G=?H

(

!

!

GF==?HP

种方法在上述
$)

个标准数据集上的数值
表现$包括平均分类准确率(所选特征的平均数和平均训练时间$最高平均准确率采用黑体标记)从表

!

中$可
以得出以下结论!

在准确率方面$本文所给出的算法
!

"

GF==?H

在
$)

个数据集中的
$#

个数据集上取得了最高准确率$而其
他方法最多只在

#

个数据集上达到最高)在
4

,.

数据集上$

!

!

GF==?H

取得最高准确率$比
!

"

GF==?H

的准确
率略高

"@"")D

)但在
T&9=9

4

79.;/;6&.$

(

T&9=9

4

79.;/;6&.!

(

=3/

O

909;=67

(

c99;09d0

<

(

Te&F9/JY2a

和
c6-J236>Q9.

数据集上
!

"

GF==?H

的准确率明显高于其余
)

个分类器)例如$在
c99;09d0

<

数据集上$

!

"

GF==?H

的准确率为
N*f

$

F==?H

的准确率仅为
*"f

$

!

"

GF==?H

的准确率比
F==?H

高了
!*f

)同时
!

"

GF==?H

在
=&

<

U9/.

#

:7/00

%(

e6.9

和
>&1199#

个数据集上准确率达到了
$""f

)因此在这些数据集上
!

"

GF==?H

具有较好
的泛化性能)

在特征选择方面$

F==?H

几乎不具有特征选择能力$与其余
)

个具有一定特征选择能力的分类器相比$泛
化表现不佳$这也说明了提高

F==?H

的特征选择能力是很有必要的)从实验结果可以发现$在绝大多数数据
集上$

!

"

GF==?H

的特征数比
F==?H

的特征数少$而且准确率也远远高于
F==?H

的准确率)与
!

!

GF==?H

相
比$

!

"

GF==?H

的特征数在
=&

<

U9/.

#

:7/00

%等
*

个数据集上最少$同时取得最高准确率*在其余
N

个数据集上$

!

"

GF==?H

的特征数虽然比
!

!

GF==?H

的略高$但是在其中
D

个数据集上
!

"

GF==?H

都取得了最高准确率)因
此$和

F==?H

(

!

!

GF==?H

相比$

!

"

GF==?H

不仅具有很好的特征选择能力$而且泛化能力也比较高)

在训练时间方面$

!

"

GF==?H

在
=&

<

U9/.

#

:7/00

%数据集上的训练时间仅为
"@"""!:

$比其余
)

个分类器的
速度快了

$"

倍左右$并且保证了准确率为
$""f

和特征数最少)在
Y2ad6'9A/

<

:

数据集上$

!

"

GF==?H

的训练
速度比其余

)

个分类器快了
!"

倍以上$且准确率最高)同时$

!

"

GF==?H

的训练速度在
$)

个数据集上比其它
#

个具有特征选择能力的分类器
!

$

G=?H

(

!

"

G=?H

和
!

!

GF==?H

都快$且训练时间均不超过
"@"!):

)例如$与
!

$

G

=?H

和
!

"

G=?H

相比$

!

"

GF==?H

在
H&;9=;-/6.

(

Y2ad6'9A/

<

:

(

4

,.

(

e6.9

(

b9--6.

4

和
dU61/>9*

个数据集上的
训练速度比这两个分类器快了

$"

倍以上)尤其是和
!

!

GF==?H

相比$

!

"

GF==?H

在训练速度上的优势非常明
显$除了

H&;9=;-/6.

和
T&9=9

4

79.;/;6&.$

数据集$在剩余的
$!

个数据集上
!

"

GF==?H

的训练速度比
!

!

G

F==?H

快了至少
)"

倍以上$特别是在
e6.9

数据集上$速度更是快了百倍$且准确率达到了
$""f

)因此实验结
果表明

!

"

GF==?H

在训练时间方面具有很好的优势)

$$
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表
%

!

标准数据集的实验结果
*+,-#

!

=;

<

/4:3/07+>4/89>78?@4,/0123+456+7+8/78

!!

A

数据集 参数
F==?H

!

$

G=?H

!

"

G=?H

!

!

GF==?H

!

"

GF==?H

=&

<

U9/.

#

:7/00

%

#

/>>

"

f

#&&B& #&&B& #&&B& #&&B& #&&B&

特征个数
#P # # !$ !

时间"
: "@""#) "@""!" "@""$) "@""*! "@"""!

H&;9=;-/6.

#

/>>

"

f

DP@##g$*@!* D*@""g$N@DD N$@*Dg!M@$$ ND@$)g!$@*D CCD&&B#EDCF

特征个数
N) D # PP DM

时间"
: "@""#! "@""P* "@"")! "@"$N" "@""#"

Y2ad6'9A/

<

:

#

/>>

"

f

N"@MPg!D@** N$@$)g!)@*# DD@*!g!$@M# N)@!Mg!!@N$ CCDGEB#&D)(

特征个数
$#* # # !" $"*

时间"
: "@"")* "@""DN "@""*! "@"P!N "@"""!

4

,.

#

/>>

"

f

M$@!$gP@M$ M)@DPg)@M" MP@N$g*@#) FED#)BGD(F M*@*Dg)@D$

特征个数
$P" D N $M $P"

时间"
: "@""#! "@"$DN "@"$P! "@"DP* "@""$"

e6.9

#

/>>

"

f

M#@P"gM@!M N!@P!g$!@$" D*@*#gM@#P #&&B& #&&B&

特征个数
!#D $" ) !!$ !#D

时间"
: "@""#N "@"!N) "@"#N* "@!DD" "@""!!

T&9=9

4

79.;/;6&.$

#

/>>

"

f

*"@#Ng$D@$M *#@DDg!#@ND D"@#Mg*@$D D"@$*g$D@M) EEDH&B%HDC%

特征个数
!DD $D $P !DP $DD

时间"
: "@""#* "@")N" "@$D#" "@$MN) "@""*!

>&1199

#

/>>

"

f

M!@*Dg$"@$$ MD@P"gP@PM #&&B& M*@""gN@M) #&&B&

特征个数
!N* * ! !N* !NP

时间"
: "@""#! "@"$N! "@"!") "@!"M* "@""!!

T&9=9

4

79.;/;6&.!

#

/>>

"

f

PP@P*g$P@D$ *$@NMg#$@$$ *P@*Dg!P@#D P)@$$g$D@P$ EGD#EB%#D#H

特征个数
#)# !" * #!" $NP

时间"
: "@""#" "@"*)! "@$MD* "@!P$* "@""*N

=3/

O

909;=67

#

/>>

"

f

*)@*Dg!@MN D"@""g!"@M! D#@*!g$N@#* DN@##g!$@D# CHD&&B((DH)

特征个数
P"" $# # ))! #$$

时间"
: "@""$* "@"D)! "@"N*) "@*!NN "@"$#)

b9--6.

4

#

/>>

"

f

*$@"!g$#@M) *"@*$g#@"# *P@)#g$"@#N *#@*$g$$@)! GHDECBGDEH

特征个数
P$! !P $) )$) $NN

时间"
: "@""#" "@$MM* "@!MD" "@M!P* "@"$P*

c99;09d0

<

#

/>>

"

f

*"@""g$#@*M *)@""g$"@N) *P@##g!"@*# **@)#g!$@#D CGD&&B#)D%%

特征个数
P$! D P *M #!P

时间"
: "@""$! "@"D)N "@"M*N "@**!) "@"$$"

Te&F9/JY2a

#

/>>

"

f

*N@##g!"@DP D$@*Dg!)@D! *D@P"g#!@*" *P@""g!!@#* C&D&&B%ED(F

特征个数
P$! N ) !$ #!$

时间"
: "@""$) "@"D)N "@"D"* "@**!) "@"$!!

c6-J236>Q9.

#

/>>

"

f

D!@DMg*@P$ DD@D*g$D@#! N"@"*g$)@NN D#@##g*@MD CCD(HB#%D&(

特征个数
P$! $$ D M$ P"!

时间"
: "@""#! "@$$"* "@$$N) "@*M#! "@"$#N

dU61/>9

#

/>>

"

f

D*@*Ng)@)! DD@PDg$!@"N D)@D$g#@#M DD@D"g)@P$ EFD(CBGDFE

特征个数
N"" #) $* DM" DMD

时间"
: "@"")* "@*MP" $@$)P! $@DM)) "@"!#!

平均准确率"
f D#@"N DD@"N DN@$D DM@P! CGDH)

!$
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)

!

结论
本文研究了具有

!

"

G

范数正则项的稀疏最小二乘支持向量机)利用非凸非光滑的连续函数近似
!

"

G

范数并进
行合理的

A2

分解$将问题转化成
A2

规划问题$最后使用
A2L

进行求解)新算法中的子问题不仅光滑而且具
有解析解)实验表明本文所提出的方法具有很好的特征选择能力$而且在泛化能力和训练时间方面具有比较明
显的优势)然而$本文的研究都还局限于原特征空间$后续研究将考虑研究稀疏最小二乘支持向量机的非线性
分类器$从而进一步提升模型的泛化性能)
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