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摘要:研究基于生存理论的两类博弈模型(非合作博弈与合作博弈模型)及平衡的存在性。将生存理论思想植入到非合作

博弈与合作博弈模型中,构建两类新的博弈模型,并给出新模型的非合作博弈强(弱)平衡和合作博弈强(弱)平衡定义。

在满足一定的条件下,得到强(弱)平衡的4个存在性定理。这一工作在理论上拓宽了博弈论的研究范畴,具有一定的现

实意义。
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平衡的存在性问题是博弈论研究的首要问题,在确保平衡点存在的前提下,研究平衡点集的稳定性、平衡点

的计算等其他问题才是有意义的。Nash[1]在研究有限非合作博弈问题时,首先证明了平衡的存在性。随着博弈

论的快速发展,非合作博弈已经成为经济与管理等问题的重要研究工具[2]。此外,为了分析参与人之间的合作

行为,合作博弈以及若干合作解的概念也被提出。合作博弈大都基于特征函数形式,可以分为传递效用型

(transferable
 

utility,
 

TU)与非传递效用型(nontransferable
 

utility,
 

NTU)。Bondareva[3]和Shapley[4]分别给出

了传递效用合作博弈中传递效用核的存在性定理。值得注意的是,非合作博弈重点分析平衡的形成,合作博弈

则更多关注联盟中利益的分配。Aumann[5]基于合作思想提出了策略型博弈中合作平衡的概念,Scarf[6]则利用

NTU核存在性定理[7]证明了相应的存在性定理。之后,Border[8]和Kajii[9]把Scarf[6]这一工作推广到具有非序

偏好的广义博弈中。文献[1,3-9]分别为非合作博弈平衡和合作博弈平衡的研究提供了基本理论框架。
事实上,各经济体之间往往既有竞争又有合作,也即既是非合作又是合作。因此,Brandenburger等人[10]提

出了非合作-合作两型博弈;南江霞等人[11]引入了基于CIS值的非合作-合作两型博弈框架,还研究了非合作-合
作两型博弈的Shapley值纯策略纳什均衡解的求解方法[12];王能发等人[13]在集值支付博弈中引入合作因素,给
出强Nash均衡概念,分别从非传递效用和可传递效用得到强Nash非传递效用平衡和强Nash可传递效用c*-
平衡的存在性定理。文献[10-13]为本文提供了基本的研究思路。

以上模型都是基于静态结构,而很多事物和系统是发展变化的,生存理论可以更好地刻画事物的发展。具

体来说,生存理论主要用于分析各种系统的演化,研究对象一般为动态问题,通常用微分方程来描述确定的演化

系统。然而,现实中系统往往存在不确定性,决策人在很多情况下不是完全理性的,因此,演化方向不唯一,而是

位于一个可行区域,此时则可使用微分包含进行描述。值得注意的是,虽然系统的演化具有不确定性,但并非毫

无规则,所以演化受生存约束。系统中的状态变量必须处于生存集内(或者生存域内),系统才是可行的。于是

研究各种模型的生存性成为近些年的一个热点。Aubin等人[14]系统地给出了生存理论的研究工具即微分包含;

Aubin[15-17]系统地阐述了生存理论,并分析了微分博弈和若干经济问题[16];郑丕谔等人[18]利用生存理论分析了

股票系统的演化与调控;许跟起[19]研究了Banach空间微分包含在闭集上的存在性;叶明确等人[20-22]对生存理论

进行了系统的研究,并分析了复杂系统的生存决策与生存可达决策;刘磊等人[23]将生存理论应用于轮式移动机

器人的反应式避障控制;韩艳丽等人[24]基于生存性理论研究了线性微分博弈系统的有界多面体的识别域问题。
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由此可以看出,生存理论主要用于分析动态系统在生存集下的存在性、可达性以及应用等问题。
本文将生存理论思想植入到非合作与合作博弈模型中,建立了2类新的博弈模型,并给出了这2类博弈模

型的强(弱)平衡定义,进一步证明它们的存在性。创新之处在于把生存理论融入到经典的博弈模型,分别研究

了非合作博弈和合作博弈2类模型的平衡存在性。

1 预备知识

下面先介绍本文将用到的几个重要的概念和结论[25]。
设X,Y 为2个Hausdorff拓扑线性空间,集值映射F:X→2Y 是上半连续的,则以下2个结论等价:

1)
 

如果对任意固定x∈X,Y 中任意开集U,F(x)⊂U,存在x 的开邻域O(x),使得F(x')⊂U,∀x'∈
O(x);

2)
 

如果任意网{(xα,yα)∈X×Y},满足yα∈F(xα),xα→x,则存在子网{y
αλ},使得y

αλ→y∈F(x)。
设X,Y 为2个Hausdorff拓扑线性空间,集值映射F:X→2Y 是下半连续的,则以下2个结论等价:

1)
 

如果对任意固定x∈X,Y 中任意开集U,F(x)∩U≠∅,存在x 的开邻域O(x),使得F(x')∩U≠∅,

∀x'∈O(x);

2)
 

如果任意网{xα∈X},任意y∈F(x),xα→x,那么存在网{yα},使得yα→y,yα∈F(xα)。
如果集值映射F:X→2Y 既上半连续又下半连续,则称F 连续。
称集值映射F:X→2Y 是集值拟凸的,如果对任意x1,x2∈X,任意t∈[0,1],有F(tx1+(1-t)x2)⊂

F(x1),或F(tx1+(1-t)x2)⊂F(x2)。

称集值映射F:X→2Y 是集值拟凹的,如果对任意x1,x2∈X,任意t∈[0,1],有F(x1)⊂F(tx1+(1-t)x2),
或F(x2)⊂F(tx1+(1-t)x2)。

引理1[25] 设X 为局部凸 Hausdorff拓扑线性空间中的一个非空凸紧子集,集值映射F:X→2X 为上半连

续且具有非空凸紧值,那么存在x*∈X,使得x*∈F(x*)。
引理2[25] 设X,Y 为2个Hausdorff拓扑空间,且Y 是紧的,如果集值映射F:X→2X 具有闭图,那么F 为

上半连续且具有紧值。

2 基于生存理论的非合作博弈模型

本节建立基于生存理论的非合作博弈模型,并定义非合作博弈平衡解和证明该解的存在性。
一个经典的规范型博弈可表示为Γ=(Xi,ui)i∈N,其中:N={1,…,n}为参与人集合,Xi 为参与人i的策略

集。设X =∏i∈NXi,X-i=∏j∈N\{i}Xj;ui:X→R为参与人i的支付函数,如果x*∈X 满足:

ui(x*
i ,x*

-i)=max
yi∈Xi

 

ui(yi,x*
-i),∀i∈N,

则称x*为Γ 的Nash平衡。
由于博弈中的每一个参与人不一定均完全理性,在一个策略组合x*=(x*

i ,x*
-i)下,参与人i得到的支付

不再是上述经典的规范型博弈中一个具体的数值ui(x*
i ,x*

-i),而是一个集合,记为Fi(x*)。下面建立具体模

型并给出相关定义和主要结论。

设N={1,…,n}为参与人集合,对任意的i∈N,参与人i的策略集为Xi,可行策略映射为Gi:X→2
Xi。当

参与人i选取策略xi∈Xi 时,得到一个策略组合x=(x1,x2,…,xn)∈X。此时,参与人i就得到一个生存度

Fi(x)⊂V,其中V 为生存度空间,Fi(x)是一个集值映射,而不是单点。Fi(x)体现了生存理论中的不确定思

想。又假设参与人i 的生存集为Ki⊂V,则基于生存理论的非合作博弈可以描述为Γ=(N,(Gi,Fi,Ki,

Xi)i∈N)。

定义1 对任意的i∈N,x*
i ∈Gi(x*),Fi(x*)⊂Ki,则称策略组合x*∈X 为博弈Γ 的非合作强平衡。

定义2 对任意的i∈N,x*
i ∈Gi(x*),Fi(x*)∩Ki≠∅,则称策略组合x*∈X 为博弈Γ 的非合作弱

平衡。
注1 无论是非合作强平衡还是非合作弱平衡,它们都是每一个参与人的可行策略。非合作强平衡对应的
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生存度全部位于生存集中;而非合作弱平衡对应的生存度函数只需与生存集有交集。明显地,非合作强平衡也

是弱平衡。
下面给出上述平衡解的存在性条件并证明。
定理1 假设基于生存理论的博弈Γ=(N,(Gi,Fi,Ki,Xi)i∈N)满足如下条件:

1)
 

对任意的i∈N,Xi 为局部凸Hausdorff拓扑线性空间Ei 中的一个非空凸紧子集;

2)
 

对任意的i∈N,Ki 为Hausdorff拓扑线性空间V 中的一个非空闭子集;

3)
 

对任意的i∈N,Gi 为上半连续且有非空凸紧值;

4)
 

对任意的i∈N,Fi:X→2V 为下半连续的集值映射,而且对任意的x-i∈X-i,Fi(·,x-i)为集值拟凸的;

5)
 

博弈Γ 具有强一致性质,即对任意的x∈X,存在z∈X,使得对任意的x∈X,zi∈Gi(x),Fi(zi,x-i)⊂Ki。
那么博弈Γ 存在一个非合作强平衡。

证明 定义集值映射T:X→2X:T(x)=∏
i∈N

Ti(x),Ti(x)={zi∈Gi(x)Fi(zi,x-i)⊂Ki},∀x∈X。

明显地,由条件5)可知,对任意的x∈X,T(x)非空。
对任意i∈N,任意x∈X,任意z1i,z2i∈Ti(x),以及任意t∈[0,1],有z1i,z2i∈Gi(x),Fi(z1i,x-i)⊂Ki,

Fi(z2i,x-i)⊂Ki,由条件3)可知,Gi(x)为凸的,则有tz1i+(1-t)z2i∈Gi(x)。
由条件4)可知,Fi(·,x-i)为集值拟凸的,则Fi(tz1i+(1-t)z2i,x-i)⊂Fi(z1i,x-i)⊂Ki,或Fi(tz1i+

(1-t)z2i,x-i)⊂Fi(z2i,x-i)⊂Ki。
因此,即对任意的x∈X,T(x)是凸的。
为了证明Ti 为上半连续且具有紧值,由引理2可知,只需证明Ti 的图是闭的。
对任意网{(xα,zα

i)∈X×Xi}有(xα,zα
i)→(x,zi)∈X×Xi,zα

i∈Ti(xα),则zα
i∈Gi(xα),Fi(zα

i,xα
-i)⊂

Ki。由条件3)可得zi∈Gi(x)。
如果Fi(zi,x-i)⊄Ki,则存在vi∈Fi(zi,x-i),vi∉Ki。
因为Fi 是下半连续的,所以存在网{vα

i∈V}使得vα
i→vi,且有vα

i∈Fi(zα
i,xα

-i)。
因为Ki 为闭的,故对任意充分大的α,有vα

i∈Fi(zα
i,xα

-i),vα
i∉Ki。这与Fi(zα

i,xα
-i)⊂Ki 矛盾。因此Ti

为上半连续且具有紧值。
由引理1,存在x*∈X,使得x*∈T(x*),即对任意的i∈N,x*

i ∈Gi(x*),而且Fi(x*)⊂Ki。 证毕

定理2 假设基于生存理论的博弈Γ=(N,(Gi,Fi,Ki,Xi)i∈N)满足如下条件:

1)
 

对任意的i∈N,Xi 为局部凸Hausdorff拓扑线性空间Ei 中的一个非空凸紧子集;

2)
 

对任意的i∈N,Ki 为Hausdorff拓扑线性空间V 中的一个非空闭子集;

3)
 

对任意的i∈N,Gi 为上半连续且有非空凸紧值;

4)
 

对任意的i∈N,Fi:X→2V 为上半连续的集值映射,且对任意x-i∈X-i,Fi(·,x-i)为集值拟凹的;

5)
 

博弈Γ 具有弱一致性,即对任意的x∈X,存在z∈X,使得对任意的i∈N,zi∈Gi(x),且Fi(zi,x-i)∩
Ki≠∅。
那么博弈Γ 存在一个非合作弱平衡。

证明 定义集值映射T:X→2X:T(x)=∏
i∈N

Ti(x),Ti(x)={zi∈Gi(x)Fi(zi,x-i)∩Ki≠∅},∀x∈X。

明显地,由条件5)可知,对任意的x∈X,T(x)非空。
对任意i∈N,任意x∈X,任意z1i,z2i∈Ti(x),任意t∈[0,1],有z1i,z2i∈Gi(x),Fi(z1i,x-i)∩Ki≠∅,

Fi(z2i,x-i)∩Ki≠∅。
由条件3)可知Gi(x)为凸,则tz1i+(1-t)z2i∈Gi(x)。
由条件4)可知Fi(·,x-i)为集值拟凹的,则:Fi(tz1i+(1-t)z2i,x-i)∩Ki⊃Fi(z1i,x-i)∩Ki≠∅,或

Fi(tz1i+(1-t)z2i,x-i)∩Ki⊃Fi(z2i,x-i)∩Ki≠∅。
因此,对任意x∈X,T(x)是凸的。
为了证明Ti 是上半连续且具有紧值,由引理2知,只需证明Ti 的图为闭的。
对任意网{(xα,zα

i)∈X×Xi}具有:(xα,zα
i)→(x,zi)∈X×Xi 和zα

i∈Ti(xα),那么zα
i∈Gi(xα),
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Fi(zα
i,xα

-i)∩Ki≠∅。由条件3)可得zi∈Gi(x)。
如果Fi(zi,x-i)∩Ki=∅,那么Fi(zi,x-i)⊂V\Ki。因为Ki 是非空闭的,所以V\Ki 为开集。
由于Fi 为上半连续的,那么对任意充分大的α,Fi(zα

i,xα
-i)⊂V\Ki,即Fi(zα

i,xα
-i)∩Ki=∅。这与

Fi(zα
i,xα

-i)∩Ki≠∅矛盾。因此Ti 是上半连续且具有紧值。
由引理1,存在x*∈X,使得x*∈T(x*),即对任意i∈N,x*

i ∈Gi(x*),而且Fi(x*)∩Ki≠∅。 证毕

注2 定理1和定理2中的一致性条件主要是为了保证不动点映射的非空性,基本思想受到Nessah等人[26]

研究成果中的联盟一致性启示。

3 基于生存理论的合作博弈模型

与第2节类似,建立基于生存理论的合作博弈模型,在新的模型中给出合作博弈平衡的概念和存在性条件,
并完成相应的证明。

对规范型博弈(Xi,ui)i∈N,设XB =∏i∈BXi,如果x*∈X 满足对任意B⊆N,都不存在yB∈XB 使得:

ui(yB,z-B)>ui(x*),∀z-B∈X-B,∀i∈B,
那么称x*为合作均衡。

在合作均衡定义的启发下,设N={1,…,n}为参与人集合,对任意i∈N,Xi 为参与人i的策略集,对任意

联盟B⊆N,GB:X→2
XB 为联盟B 的可行策略映射;V 为生存度空间,对任意联盟B⊆N,任意联盟策略yB∈

XB,联盟B 有一个生存度FB(yB)⊂V。值得注意的是,合作的思想在于任意的小联盟都不能打破大联盟的一

个策略,此时策略称为一个合作平衡。
基于上述思想,关于生存理论合作博弈可以描述为Γ=(N,(Xi)i∈N,(GB,FB)B⊆N)。
定义3 对联盟B⊆N,策略组合x∈X,如果存在yB∈XB,使得FB(yB)⊄FN(x),则称联盟B⊆N 弱改

进策略组合x∈X。
定义4 对博弈Γ,如果x∈GN(x*),而且任意联盟B⊆N 都不能弱改进策略组合x*∈X,则称策略组合

x*∈X 为博弈Γ 的一个合作强平衡。
定义5 对联盟B⊆N,策略组合x∈X,如果存在yB∈XB,使得FB(yB)∩FN(x)=∅,则称联盟B⊆N

强改进策略组合x∈X。
定义6 对博弈Γ,如果x*∈GN(x*),而且任意联盟B⊆N 都不能强改进策略组合x*∈X,则称策略组

合x*∈X 为博弈Γ 的一个合作弱平衡。
注3 上述合作平衡体现出策略对于联盟的稳定性。对合作强平衡x*可定义为x*∈GN(x*),且任意联

盟B⊆N,FB(yB)⊂FN(x*),任意yB∈GB(x*);对合作弱平衡x*也可定义为x*∈GN(x*),而且任意联盟

B⊆N,FB(yB)∩FN(x*)≠∅,任意yB∈GB(x*)。明显地,合作强平衡也为合作弱平衡。
下面给出上述合作平衡的存在性条件并证明。
定理3 假设基于生存理论的博弈Γ=(N,(Xi)i∈N,(GB,FB)B⊆N)满足如下条件:

1)
 

对任意i∈N,Xi 为局部凸Hausdorff拓扑线性空间Ei 中的一个非空凸紧子集;

2)
 

生存度空间V 为一个Hausdorff拓扑线性空间;

3)
 

GN 上半连续且具有非空凸紧值;

4)
 

对任意B⊆N,GB 下半连续;

5)
 

对任意B⊆N,FB:X→2V 为下半连续的集值映射;

6)
 

FN 的图是闭的,而且为集值拟凹的;

7)
 

博弈Γ 具有联盟强一致性,即对任意x∈X,存在z∈X,使得z∈GN(x),且
∪

yB∈GB(x)
FB(yB)⊂FN(z),∀B⊆N。

那么博弈Γ 存在一个合作强平衡。
证明 定义集值映射T:X→2X:

T(x)={z∈GN(x) ∪
yB∈GB(x)

FB(yB)⊂FN(z),∀B⊆N}。
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由条件7)知,对任意x∈X,T(x)非空。
对任意x∈X,任意z1,z2∈T(x),任意λ∈[0,1],有:

z1∈GN(x),z2∈GN(x), ∪
yB∈GB(x)

FB(yB)⊂FN(z1), ∪
yB∈GB(x)

FB(yB)⊂FN(z2),∀B⊆N。

因为FN 为集值拟凹的,而且GN(x)为凸的,那么λz1+(1-λ)z2∈GN(x),

∪
yB∈GB(x)

FB(yB)⊂FN(z1)⊂FN(λz1+(1-λ)z2),∀B⊆N,

或者

∪
yB∈GB(x)

FB(yB)⊂FN(z2)⊂FN(λz1+(1-λ)z2),∀B⊆N。

因此,T(x)是凸的。
为了证明T 为上半连续且具有紧值,由引理2知,只需要验证T 的图是闭的。
对任意网{(xα,zα)∈X×X}满足(xα,zα)→(x,z)∈X×X,zα∈T(xα),那么zα∈GN(xα),而且对任意

B⊆N, ∪
yB∈GB(x

α)
FB(yB)⊂FN(zα),由条件3)可得z∈GN(x)。

下面用反证法进行证明。
假设存在B⊆N,yB∈GB(x),v∈FB(yB),使得v∉FN(z)。因为GB 下半连续,那么存在网{yα

B∈XB},使
得yα

B→yB,yα
B∈GB(xα)。又因FB 是下半连续的,那么存在网{vα∈V}满足vα→v 和vα∈FB(yα

B)。因为FN

的图是闭的,那么对任意充分大的α,yα
B→GB(xα),vα∈FB(yα

B),vα∉FN(xα)。这与 ∪
yB∈GB(x

α)
FB(yB)⊂FN(zα)

矛盾。因此T 上半连续且有非空凸紧值。
由引理1,存在x*∈X,使得x*∈T(x*),即x*∈GN(x*),对任意B⊆N,有:

∪
yB∈GB(x

*)
FB(yB)⊂FN(x*)。 证毕

定理4 假设基于生存理论的博弈Γ=(N,(Xi)i∈N,(GB,FB)B⊆N)满足如下条件:

1)
 

对任意i∈N,Xi 为局部凸Hausdorff拓扑线性空间Ei 中的一个非空凸紧子集;

2)
 

生存度空间V 为一个Hausdorff拓扑线性空间;

3)
 

GN 上半连续且具有非空凸紧值;

4)
 

对任意B⊆N,GB 下半连续;

5)
 

对任意B⊆N,FB:XB→2V 上半连续且有非空紧值;

6)
 

FN 为集值拟凹的;

7)
 

博弈Γ 具有联盟弱一致性,即对任意x∈X,存在z∈X,使得z∈GN(x),且对任意B⊆N,有:

FB(yB)∩FN(z)≠∅,∀yB∈GB(x)。
那么博弈Γ 存在一个合作弱平衡。

证明 定义集值映射T:X→2X 如下:

T(x)={z∈GN(x)FB(yB)∩FN(z)≠∅,∀yB∈GB(x),∀B⊆N}。
由条件7)知,对任意x∈X,T(x)非空。
对任意x∈X,任意z1,z2∈T(x),任意λ∈[0,1],有z1∈GN(x),z2∈GN(x),以及

FB(yB)∩FN(z1)≠∅,∀yB∈GB(x),∀B⊆N;

FB(yB)∩FN(z2)≠∅,∀yB∈GB(x),∀B⊆N。
因为GN(x)是凸的,有λz1+(1-λ)z2∈GN(x)。

进一步,因为FN 是集值拟凹的,可得对任意B⊆N,任意yB∈GB(x)有:

FB(yB)∩FN(λz1+(1-λ)z2)⊃FB(yB)∩FN(z1)≠∅,
或者

FB(yB)∩FN(λz1+(1-λ)z2)⊃FB(yB)∩FN(z2)≠∅。
因此,T(x)是凸的。

为了证明T 上半连续且具有紧值,由引理2知,只需要验证T 的图是闭的。
对任意网{(xα,zα)∈X×X}满足(xα,zα)→(x,z)∈X×X,zα∈T(xα),则有:
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zα∈GN(xα),∀B⊆N,∀yB∈GB(x),FB(yB)∩FN(zα)≠∅。
由条件3),显然可得z∈GN(x)。
下面用反证法进行证明。假设存在B⊆N,yB∈GB(x),使得FB(yB)∩FN(z)=∅。
由条件5),FB(yB)与FN(z)为紧值,那么存在V 中的开集U1,U2 使得

FB(yB)⊂U1,FN(z)⊂U2,U1∩U2=∅。
因为GB 下半连续,所以存在网{yα

B∈XB}满足yα
B→yB,

 

yα
B∈GB(xα)。

因为FB,FN 均为上半连续的,那么对任意充分大的α,yα
B∈GB(xα),FB(yα

B)⊂U1,FN(zα)⊂U2,可得

FB(yα
B)∩FN(zα)=∅,这与FB(yα

B)∩FN(zα)≠∅矛盾。因此T 上半连续且有非空凸紧值。
由引理1,存在x*∈X,使得x*∈T(x*),即x*∈GN(x*),而且对任意B⊆N,任意yB∈GB(x*),

FB(yB)∩FN(x*)≠∅。 证毕

4 结束语

本文主要把生存理论思想植入到非合作博弈与合作博弈模型中,构建了2类新的博弈模型。传统的博弈模

型更多关注效用或者偏好等,而本文所构建的模型侧重于生存度,主要通过生存集(或者说生存域)来刻画。在

模型的定义中,突显了集值的作用。并分别从非合作博弈与合作博弈2类模型着手,给出相应基于生存理论的

模型和平衡解。本文的主要创新在于模型的构建,主要结论为非合作强(弱)平衡、合作强(弱)平衡的存在性定

理。这一工作在理论上拓宽了博弈论的研究范畴,具有一定的实际意义。
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Abstract:
 

Two
 

kinds
 

of
 

game
 

models
 

based
 

on
 

viability
 

theory
 

(non-cooperative
 

game
 

model
 

and
 

cooperative
 

game
 

model)
 

and
 

the
 

existence
 

of
 

equilibrium
 

are
 

studied.
 

The
 

viability
 

theory
 

is
 

implanted
 

into
 

non-cooperative
 

game
 

and
 

cooperative
 

game
 

models,
 

and
 

two
 

new
 

game
 

models
 

are
 

constructed,
 

and
 

the
 

strong
 

(weak)
 

equilibria
 

of
 

non-cooperative
 

game
 

and
 

strong
 

(weak)
 

equilibria
 

of
 

cooperative
 

game
 

are
 

defined.
 

Under
 

certain
 

conditions,
 

four
 

existence
 

theorems
 

of
 

strong
 

(weak)
 

equilibria
 

are
 

obtained.
 

This
 

work
 

broadens
 

the
 

research
 

scope
 

of
 

game
 

theory
 

theoretically
 

and
 

has
 

certain
 

practical
 

significance
 

in
 

application.
Keywords:

 

game
 

model;
 

viability
 

theories;
 

strong
 

equilibria;
 

weak
 

equilibria
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