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摘要:为确定所有工件的多个共同工期以及工件的最优调度序列,最小化提前惩罚、延误惩罚和公共工期分配的加权和,

利用位置权重与处理时间的匹配过程来获得最优解。对此问题给出了最优解满足的性质,当分配给共同工期的工件个数

为给定常数时该问题可解。该问题是多项式可解的,并给出了具体求解算法。
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在传统的单机调度问题中,大多数研究者都假设所有工件一旦给定就具有恒定的工期。但在实际的加工过

程中,工件的工期会受多种因素的影响,其中影响工期的主要原因是延误完工(要受到延误惩罚)和提前完工(要
受到提前惩罚)。从客户的角度看,在工期过后交付到客户手里会导致客户因不满而造成惩罚。从生产的角度

出发,迟到交付会影响公司声誉,并会消耗人工成本和不必要的库存成本,因此为了提高经济收益和降低生产成

本,并在市场竞争中提升公司竞争力,工件不能过早也不能太晚完成,对于处理时间不同的工件可拆分到多个集

合,这样每个集合就会产生一个公共工期,因此需要考虑确定多个公共工期,最优工件序列,最小化延误和提前

惩罚问题。

Panwalkar等人[1]的论文最早研究了公共工期的选择生产调度问题,目标是极小化工件的延误惩罚,提前惩

罚,工期分配惩罚的线性组合。他们给出了一个多项式时间最优算法来解决这个问题。Cheng等人[2]研究了工

期分配单机调度问题,其中工件的延误惩罚和提前惩罚都是一般的非递减函数。对此问题,他们提出了一种有

效的时间为
 

(为工件个数)的最优算法。Tanaka等人[3]和Alvarez-Valdes等人[4]研究了工件具有相同工期的单

台机器调度问题,目标是极小化所有工件的加权提前和延误惩罚问题。此问题是NP-难问题,对此问题,Tanaka
等人[3]给出了一个精确算法,Alvarez-Valdes等人[4]提出了2种二次整数规划模型,并给出了一种启发式算法,
并且用实例说明,在非常少的计算时间内获得了高质量的解决方案。Yin等人[5]研究了具有可分配的公共工期

和可控制处理时间的单机批处理调度问题,其中工件处理时间是分配其的连续的不可再生的资源量的线性函数

和凸函数。他们证明此问题在线性和凸资源消耗函数下,问题分别在O(n5)和O(n4)时间内最优解决。Birgin
等人[6]研究了具有共同工期和准备时间不相同的单机调度问题,他们提出了一个启发式方法,并且用数值实验

显示了其高效率和稳健性。但此方法未能充分给出所解决问题的特征和性质。吴悦等人[7]研究了公共交货期

窗口的单机调度问题,并假设如果工件(任务)在交货期窗口内完成,不受惩罚;否则,将导致提前或迟到惩罚。
目标是确定最优共同交货期和工件序列,使工件的延误和提前惩罚的加权和最小,他们证明了此问题可在多项

式时间内解决。Keshavarz等人[8]研究了总加权提前和延误最小化的单机成组调度问题,此问题是NP-难的,他
们提出了一种基于拉格朗日松弛的分支定界算法。Mosheiov等人[9]研究了工件加工时间与位置相关的单台机

器调度问题,目标函数是加权准时工件数最大化问题,他们给出了一系列结论。关于工期分配问题的其它问题,
读者可以参见文献[10-13]。

在准时制(just
 

in
 

time,JIT)系统下,以上的研究大多数假定所有工件给定一个工期,然而为了提高客户和生

产者的满意度,需要确定多个工件交货期(工期)。Wang等人[14]研究了多个共同工期分配的单机调度问题,目
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标是确定多个公共工期、工件的加工序列使所有工件的提前、延误和工期指派费用的加权和最小。对此问题,他
们给出了最优解满足的性质,通过位置权重与处理时间的匹配过程来获得最优解,并证明了这个问题是多项式

时间可解的。Yang等人[15]研究了多个共同工期分配的单机调度问题,其中工件的处理时间取决于其在加工序

列中的位置和资源。目标函数是最小化包含提前、延误、工期分配和资源消耗惩罚的线性函数,他们证明了此问

题是多项式时间可解的。本文在 Wang等人[14]的基础上,考虑到多个公共工期分配的单机调度问题,目标是确

定分配到共同工期的工件集合,共同工期和工件加工序列,使所有工件的提前惩罚、延误惩罚和公共工期分配的

线性加权和最小,其中权重为只和位置有关而与工件无关的位置权重(位置权重可参见文献[16-17])。对于此问

题,证明该问题是多项式可解的,并给出具体的求解算法。

1 问题描述

假设n 个工件J={J1,J2,…,Jn}要在一台机器上加工,所有的工件都在时间点时刻到达且在被加工的过

程不可中断,其中n 个工件J1,J2,…,Jn 有多个工件集,每个工件集有一个共同工期,工件的加工(处理)时间为

pj(为已知)。把具有共同工期的工件Jj 分配到工件集Ii(i=1,2,…,m),不失一般性,假设在工件集中的工件

为Ji,1,Ji,2,…,Ji,ni
,其中为工件集中的工件数量,每个工件集的共同工期为di

opt(为决策变量),加工(处理)时

间为pij,其它参数类似定义。令[r]表示排在第r个位置,目标是确定工件集I={I1,I2,…,Im},共同工期di
opt

和最优调度序列,并使以下目标函数最小:

∑
m

i=1
∑
j∈Ii

(αijEi[j]
 +

 

βijTi[j]
 +

 

γidi
opt), (1)

其中:αij,βij 为在第i个工件集Ii 中排在第j个位置的工件的提前和延误惩罚的位置系数(即位置权重),γi 为排在

第i个位置的工件集Ii 惩罚系数(即位置权重),Ci[j]为工件集Ii 中Ji[j]的完工时间,并且Ci[j]=∑
i-1

h=1
∑
nh

j=1
ph[j]+

∑
j∈Ii

pi[j],Ei[j]={0,di
opt-Ci[j]}为Ji[j]的提前惩罚,Ti[j]={

 

0,Ci[j]-di
opt}

 

为Ji[j]的延误惩罚。本文研究工件

集Ii 数量已知的情况,即 Ii =ni,所有工件集的总数为∑
m

i=1
Ii =∑

m

i=1
ni=n,定义Ni=∑

i

k=1
nk 是分配给i

 

个及

之前工件集的工件总数,在此条件下,本文证明该问题是多项式可解的。

2 主要结论

引理1 在最优调度序列中,工件加工之间没有空闲时间,加工的过程不可中断,并且第一个工件在零时间

开始加工。
引理1的具体证明参见文献[18]。

引理2 对于极小化∑
m

i=1
∑
j∈Ii

(αijEi[j]
 +

 

βijTi[j]
 +

 

γidi
opt)问题,在工件集Ii 中调度序列π=[Ji[Ni-1+1]

,

Ji[Ni-1+2]
,…,Ji[Ni]

]给定的情况下,di
opt为的某个工件的完工时间。

证明 考虑工件集Ii 中调度序列π=[Ji[Ni-1+1]
,Ji[Ni-1+2]

,…,Ji[Ni]
],假设Ci[ki]<d

i
opt<Ci[ki+1]

,ki=1,

2,…,ni,此时目标函数可写为Z= ∑
ki

j=Ni-1+1
αij(di

opt-Ci[j])+ ∑
Ni

j=ki+1
βij(Ci[j]-di

opt)+ ∑
Ni

j=Ni-1+1
γidi

opt,将共同工期向

左移使得di
opt=Ci[ki]

,目标函数对应为:

Z'= ∑
ki

j=Ni-1+1
αij(Ci[ki]-Ci[j])+ ∑

Ni

j=ki+1
βij(Ci[j]-Ci[ki]

)+ ∑
Ni

j=Ni-1+1
γiCi[ki]

。

将共同工期向右移使得di
opt=Ci[ki+1]

,对应目标函数为:

Z″= ∑
ki

j=Ni-1+1
αij(Ci[ki+1]-Ci[j])+ ∑

Ni

j=ki+1
βij(Ci[j]-Ci[ki+1])+ ∑

Ni

j=Ni-1+1
γiCi[ki+1],

则:
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Z'-Z= ∑
ki

j=Ni-1+1
αij(Ci[ki]-di

opt)+ ∑
Ni

j=ki+1
βij(di

opt-Ci[ki]
)+ ∑

Ni

j=Ni-1+1
γi(Ci[ki]-di

opt),

Z″-Z= ∑
ki

j=Ni-1+1
αij(Ci[ki+1]-di

opt)+ ∑
Ni

j=ki+1
βij(di

opt-Ci[ki+1])+ ∑
Ni

j=Ni-1+1
γi(Ci[ki+1]-di

opt)。

现令x=di
opt-Ci[ki]

,y=Ci[ki+1]-d
i
opt,x≥0,y≥0则:

Z'=Z+x ∑
Ni

j=ki+1
βij - ∑

ki

j=Ni-1+1
αij -γini  。

同理可得Z″=Z-y ∑
Ni

j=ki+1
βij - ∑

ki

j=Ni-1+1
αij -γini  。

因此,当 ∑
Ni

j=ki+1
βij- ∑

ki

j=Ni-1+1
αij-γini≤0,则Z'≤Z,Z″≥Z,反之亦然。这说明在Ii 工件集中,存在工件共同

工期di
opt的最优值,它等于调度序列π 中某个工件的完成时间。 证毕

引理3 在工件集中调度序列π=[Ji[Ni-1+1]
,Ji[Ni-1+2]

,…,Ji[Ni]
]给定的情况下,共同工期为di

opt=Ci[ki]
,

其中ki 为满足如下2个不等式的整数:

∑
ki-1

j=Ni-1+1
αij - ∑

Ni

j=ki+1
βij + ∑

Ni

j=Ni-1+1
γi ≤0,∑

ki

j=Ni-1+1
αij - ∑

Ni

j=ki+1
βij + ∑

Ni

j=Ni-1+1
γi ≥0。

证明 由引理2,共同工期为某工件的完成时间,即假设共同工期di
opt=Ci[ki]

,那么总惩罚函数可写为:

Z= ∑
ki

j=Ni-1+1
αij(Ci[ki]-Ci[j])+ ∑

Ni

j=ki+1
βij(Ci[j]-Ci[ki]

)+ ∑
Ni

j=Ni-1+1
γiCi[ki]

。

现将di
opt向左移Δ 个单位,其中Δ>0为很小的数,则:

Z'= ∑
ki-1

j=Ni-1+1
αij(Ci[ki]-Δ-Ci[j])+ ∑

Ni

j=ki+1
βij(Ci[j]-Ci[ki]+Δ)+ ∑

Ni

j=Ni-1+1
γi(Ci[ki]-Δ)。

两者相减可得:

Z-Z'= ∑
ki-1

j=Ni-1+1
αijΔ- ∑

Ni

j=ki+1
βijΔ+∑

ni

j=1
γiΔ= ∑

ki-1

j=Ni-1+1
αij - ∑

Ni

j=ki+1
βij + ∑

Ni

j=Ni-1+1
γi  Δ≤0。

同理,现将di
opt向右移Δ 个单位,则:

Z″= ∑
ki-1

j=NI-1+1
αij(Ci[ki]+Δ-Ci[j])+ ∑

Ni

j=ki+1
βij(Ci[j]-Ci[ki]-Δ)+ ∑

Ni

j=NI-1+1
γi(Ci[ki]+Δ)。

两者相减可得:

Z-Z″=- ∑
ki-1

j=Ni-1+1
αijΔ+ ∑

Ni

j=ki+1
βijΔ- ∑

Ni

j=Ni-1+1
γiΔ=- ∑

ki-1

j=Ni-1+1
αij - ∑

Ni

j=ki+1
βij + ∑

Ni

j=Ni-1+1
γi  Δ≤0。

即ki 满足 ∑
ki-1

j=Ni-1+1
αij - ∑

Ni

j=ki+1
βij + ∑

Ni

j=Ni-1+1
γi ≤0,且 ∑

ki

j=Ni-1+1
αij - ∑

Ni

j=ki+1
βij + ∑

Ni

j=Ni-1+1
γi ≥0的整数。 证毕

引理4 在工件集Ii 中给定的调度序列π=[Ji[Ni-1+1]
,Ji[Ni-1+2]

,…,Ji[Ni]
],如果共同工期di

opt=Ci[ki]
,那

么目标函数可表示为:

Z(π,di
opt,I)=∑

m

i=1
∑
j∈Ii

(αijEi[j]+βijTi[j]+γidi
opt)=∑

m

i=1
∑
j∈Ii

ωjpi[j] (2)

其中:

ωj =
∑
j-1

h=Ni-1+1
αih +(n-Ni-1+1)γi,

 

j=Ni-1+1,Ni-1+2,…,ki,

∑
Ni

h=j
βih +(n-Ni-1+1)γi,

 

j=ki+1,…,Ni。












(3)
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证明 考虑Ii 中给定的调度序列π=[Ji[Ni-1+1]
,Ji[Ni-1+2]

,…,Ji[Ni]
],根据引理2和3,有:

∑
Ni

j=Ni-1+1

(αijEi[j]+βijTi[j]+γidi
opt)= ∑

ki-1

j=Ni-1+1
αijEi[j]+ ∑

Ni

j=ki+1
βijTi[j]+ ∑

Ni

j=Ni-1+1
γidi

opt=

αiNi-1+1
(Ci[ki]-Ci[Ni-1+1]

)+αiNi-1+2
(Ci[ki]-Ci[Ni-1+2]

)+,…,+αiki-1(Ci[ki]-Ci[ki-1])+

βiki+1(Ci[ki+1]-Ci[ki]
)+βiki+2(Ci[ki+2]-Ci[ki]

)+,…,+βiNi
(Ci[Ni]-Ci[ki]

)+ ∑
Ni

j=Ni-1+1
γiCi[ki]=

αiNi-1+1
(pi[Ni-1+2]+pi[Ni-1+3]+,…,+pi[ki]

)+αiNi-1+2
(pi[Ni-1+3]+,…,+pi[ki]

)+,…,+αikipi[ki]+,…,+

βi[ki+1]pi[ki+1]+βi[ki+2](pi[ki+1]+pi[ki+2])+,…,+βi[Ni]
(pi[ki+1]+,…,+pi[Ni]

)+,…,+

γi(n-Ni-1+1)∑
ki

j=Ni-1+1
pi[j]+γi(n-Ni+1)∑

Ni

j=ki+1
pi[j]=

∑
ki

j=Ni-1+1
pi[j](∑

j-1

h=1
αih)+ ∑

Ni

j=ki+1
pi[j](∑

Ni

h=j
βih)+γi(n-Ni-1+1)∑

ki

j=Ni-1+1
pi[j]+γi(n-Ni+1)∑

Ni

j=ki+1
pi[j]=

∑
ki

j=Ni-1+1
pi[j] ∑

j-1

h=Ni-1+1
αih +γi(n-Ni-1+1)  + ∑

Ni

j=ki+1
pi[j]∑

Ni

h=j
βih +γi(n-Ni+1)  =∑

j∈Ii

ωjpi[j]

其中:

ωj =
∑
j-1

h=Ni-1+1
αih +(n-Ni-1+1)γi,

 

j=Ni-1+1,Ni-1+2,…,ki,

∑
Ni

h=j
βih +(n-Ni-1+1)γi,

 

j=ki+1,…,Ni。












因此,Z(π,di
opt,I)=∑

m

i=1
∑
j∈Ii

(αijEi[j]+βijTi[j]+γidi
opt)=∑

m

i=1
∑
j∈Ii

ωjpi[j]。 证毕

引理5[19] 如果x1,x2,…,xn 按非减顺序排序,y1,y2,…,yn 按非增顺序排序,则最小,反之亦然。
由引理1~5,可以给出如下求解算法。

算法1 步骤1:计算ki,其中ki 满足 ∑
ki-1

j=Ni-1+1
αij - ∑

Ni

j=ki+1
βij + ∑

Ni

j=Ni-1+1
γi ≤0,且

∑
ki

j=Ni-1+1
αij - ∑

Ni

j=ki+1
βij + ∑

Ni

j=Ni-1+1
γi ≥0,

且ki 为大于的整数。否则di
opt=0。

步骤2:根据公式(3)计算ωj,i=1,2,…,m,j=1,2,…,ni,最大的pj 分配给最小的ωj,第二大的pj 分配

给第二小的ωj,以此类推,从而得到最优调度序列π。
步骤3:将最优序列的按工件集内工件的数量分组得到Ii 中调度序列为:

π=[Ji[Ni-1+1]
,Ji[Ni-1+2]

,…,Ji[Ni]
]。

步骤4:计算得到di
opt=∑

i-1

h=1
∑
ni

j=1
ph[j]+∑

ki

j=1
pi[j],Z(π,di

opt,I)=∑
m

i=1
∑
j∈Ii

ωjpi[j]。

显然,算法1的总时间为O(nlog
 

n)。根据以上分析,可以得到以下定理。

定理1 总惩罚Z(π,di
opt,I)=∑

m

i=1
∑
j∈Ii

(αijEi[j]+βijTi[j]+γidi
opt)的极小化多共同工期分配调度问题可在

O(nlog
 

n)时间内求得最优解。
下面给出一个例子来说明此问题是如何求解的。
例1 20个工件要在一台机器上加工,它们的数据如下:

m=20,n1=4,n2=5,n3=5,n4=6,γ1=2,γ2=3,γ3=4,γ4=4,

p1=3,p2=5,p3=9,p4=12,p5=14,p6=16,p7=19,p8=20,p9=21,p10=25,

p11=27,p12=29,p13=30,p14=32,p15=33,p16=35,p17=38,p18=38,p19=39,p20=40,
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α11=1,α12=3,α13=4,α14=5,α21=5,α22=2,α23=3,α24=4,α25=5,α31=1,α32=2,
α33=3,α34=3,α35=2,α41=1,α42=3,α43=4,α44=5,α45=4,α46=3,

β11=1,β12=4,β13=5,β14=4,β21=2,β22=2,β23=4,β24=5,β25=6,β31=2,β32=2,

β33=5,β34=8,β35=6,β41=3,β42=1,β43=8,β44=9,β45=3,β46=5。
解 通过算法1中的步骤1、步骤2和公式(3)可得:

k1=2,k2=1,k3=2,k4=2,
ω1=42,ω2=43,ω3=43,ω4=38,ω5=51,ω6=53,ω7=51,ω8=47,ω9=42,

ω10=48,ω11=50,ω12=47,ω13=42,ω14=34,ω15=28,ω16=31,ω17=29,ω18=21,

ω19=12,ω20=9
得到的最优的调度序列以及共同工期为:

π=[J10,J9,J8,J13,J3,J1,J2,J7,J12,J5,J4,J6,J11,J14,J17,J15,J16,J18,J19,J20],

d1
opt=46,d2

opt=105,d3
opt=187,d4

opt=353,
总费用为:

∑
m

i=1
∑
j∈Ii

(αijEi[j]+βijTi[j]+γidi
opt)=15

 

911。

通过对单机多共同工期分配调度问题的算例结果分析,可以得到高效的生产方案和确定工期,为生产者的

生产和顾客的配送货物(确定工期)提供决策方案。从而能有效利用资源,提高生产效率,降低成本。

3 结论

本文研究了一个单机调度问题,其中工件分成多个工件集,每个工件集有一个共同工期。该问题的目标是

找到最优调度序列和多个公共工期,使延误惩罚、提前惩罚和工期指派惩罚的线性加权和总成本费用最小,其中

本文的权重是与位置相关的位置权重。结果表明,如果分配给共同工期的工件个数为给定常数时,证明了该问

题是多项式可解的,并给出了具体求解算法。在未来的研究中,将会考虑关于一般的多工期指派模型、研究工件

加工时间具有恶化和学习效果或资源分配的模型,以及研究多机调度问题。
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