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摘要:对一类无界区域上脉冲泛函微分方程零解的指数稳定性进行研究。利用Fourier变换的方法推导出系统的解,再利

用不等式放缩技巧对线性系统的Cauchy矩阵进行估计,最后由建立的积分不等式和假设的条件,给出非线性系统零解全

局指数稳定性的一个充分条件。在非线性系统满足所给出的假设条件之下,零解是全局指数稳定的。研究结果推广了现

有文献中的相关工作。
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时滞微分方程对于研究由自然现象引起的一些问题具有重要意义,被广泛地应用于生物学、物理学等许多

领域。众所周知,动态变化过程中的状态不仅与当前时刻的状态有关,往往还受到过去历史状态的影响,即时滞

现象。在动力系统中考虑时滞现象就得到了泛函微分方程,关于这类方程解的基本理论、稳定性、振动性和边值

问题等方面的研究取得了许多成果[1-6]。此外,在某一时刻突然变化的现象在数学上被称为脉冲现象,脉冲泛函

微分方程也得到许多学者的研究[7-10]。
最近,Gao等人[11]和Bainov等人[12]研究了脉冲抛物方程的稳定性,但没有考虑时滞现象;Niu等人[13]分析

了Banach空间上泛函微分方程的渐近性,但没有考虑脉冲效应;Lu等人[14]在研究反应扩散神经网络时,通过构

造一个含有扩散项的新的Lyapunov泛函,得到了全局指数稳定的新的充分条件;Xu等人[15]通过建立时滞微分

不等式给出了一类脉冲泛函微分方程的吸引集与不变集;Wang等人[16]利用截距函数与截距方程给出了一类S
型分布时滞反应扩散细胞神经网络的全局指数稳定性;Zhu[17]利用非负矩阵的谱半径性质及建立微分不等式的

方法,给出了可变时滞反应扩散方程的全局稳定性;李树勇等人[18]利用非负矩阵的性质和不等式技巧对无界区

域上具有脉冲的时滞反应扩散方程的不变集、吸引集进行了研究。目前对反应扩散方程的研究仍然是一个热点

问题,但现有结果大多是对连续的泛函微分方程的推广,对脉冲是如何影响泛函微分方程解的性态还不够深入,
因此,具有脉冲的泛函微分方程的稳定性是值得研究的。

基于上述背景,本文将考虑一类无界区域上具有脉冲的非线性泛函微分方程:

∂uj(t,x)
∂t =a2

jΔuj(t,x)-cjuj(t,x)+fj(t,x,ut),(t,x)∈[t0,+∞)×Rn,

uj(t+
k ,x)=(1+bjk)uj(t-

k ,x)+Ijk(t-
k ,x,uj(t-

k ,x)),k∈N,x∈Rn,

uj,t0
(θ,x)=φj(θ,x),(θ,x)∈[-τ,+∞)×Rn。












(1)

其中:j=1,…,n,x=(x1,…,xn)T,Δ=∑
n

j=1

∂2

∂x2
j

,u= (u1,…,un)T,uj(t,x)是u中第j项,uj,t(θ,x)=uj(t
 

+
 

θ,

x),θ∈[-τ,0],τ
 

>
 

0,τ≠ ∞,aj 和cj 是大于0的常数,bjk∈R,R为实数集,初始条件φ(θ,x)∈PC,fj(t,x,

ut)∈C[[t0,∞)×Rn×PC,Rn],这里PC={φ:[-τ,0]→Rn|t∈[-τ,0),φ(t+)=φ(t);t∈(-τ,0],φ(t-)存
在且φ(t-)=φ(t)},C(X,Y)表示由拓扑空间 X 到拓扑空间Y 的连续映射,Rn 为n 维欧式空间,且极限
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lim
(t,x,φ)→(t-k ,x,φ)

f(t,x,φ)=f(t-
k ,x,φ)存在,Ijk∈C[[t0,∞)×Rn×PC,Rn]。

事实上,方程(1)包含了许多学者讨论过的模型。例如,当不考虑脉冲时,Xu等人[19]研究了该模型的不变集

和稳定区域;王毅等人[20]讨论了该模型的不变集和吸引性;Niu等人[13]分析了模型的渐近性。当bjk=0时,方

程(1)为李树勇等人[18]所研究的模型;当f=0时,方程(1)被广泛应用于脉冲时滞反应扩散神经网络[21-23];当

j=1时,方程(1)被应用于s型分布时滞随机脉冲反应扩散神经网络[24];当1+bjk=0时,方程(1)被应用于变时

滞脉冲反应扩散神经网络[25]。因此,方程(1)的应用广泛,对它的研究是有意义的。

1 预备知识

本文将用到的符号列举如下。Rm×n 为m×n 维实矩阵,对任意A,B∈Rm×n 或A,B∈Rn,A≥B(A≤B,A>
B,A<B)表示A,B 对应位置上的元素之间满足aij≥bij(aij≤bij,aij>bij,aij<bij)。设t0<t1<…<tk<…
(k∈N)表示脉冲时刻且lim

k→∞
 
tk=∞。

PC([t0,∞)×Rn,Rn])={φ:[t0,∞)×Rn→Rn|φ(t,x)在t≠tk 连续,∃φ(t+
k ,x),φ(t-

k ,x),∀k∈N,有

φ(tk,x)=φ(t+
k ,x)}。对任意x=(x1,…,xn)T∈Rn,A∈Rm×n,φ∈PC,有 φi τ= sup

θ∈[-τ,0]
φi(θ),φi(θ)=

sup
x∈Rn
|φi(θ,x)|。对u∈Rn,定义[u]+=(u1 ,…,un )T,对ut(θ,x)=(u1,t(θ,x),…,un,t(θ,x))∈PC,[ut]+τ =

(u1,t τ,…,un,t τ)T。
结合模型给出本文中的假设条件:
(H1)

 

存在常数ρ,σ>0,使得0<ρ≤tk-tk-1≤σ,k∈N;

(H2)
 

对t≥t0,φ∈PC,有[f(t,x,φ)]+≤P[φ]+τ ,这里P=(pij)n×n≥0;

(H3)
 

存在常数λ>0和向量z=(z1,…,zn)T>0,使得[λE-W+Peλr]z<0成立。其中:W=diag{w1,…,

wn},E 为单位矩阵;

(H4)
 

对任意t≥t0,有[(E+Bk)u(t-
k ,x)+Ik(t-

k ,x,u(t-
k ,x))]+≤Γk[u(t-

k ,x)]+,Bk=(b1k,…,bnk)T,

Ik=(I1k,…,Ink)T,Γk=(γij)n×n,γij≥0。
注1 (H1)是方程(1)发生相邻脉冲的时间被控制在[ρ,σ],给出了脉冲发生频率的上限和下限。由文献

[18]中定理3的解的全局存在性知,存在pij>0,qij(·)≥0使得

fi(t,x,φ)≤∑
n

j=1
pij φj τ,Ii(t-

k,x,u(t-
k,x))≤qik(u(t-

k,x))

成立,从而有假设(H2)和(H4)。若W-P 为非奇异的 M矩阵,则存在向量z>0使得(W-P)z>0,由矩阵运算

与指数函数是连续的有h(λ)=△[λE-W+Peλr]z关于λ连续,则存在标量λ<min
1≤j≤n

wj 使得[λE-W+Peλr]z<0

成立,故有假设(H3)。
引理1 向量函数v(t,x)=(v1(t,x),…,vn(t,x))T∈PC([t0-τ,∞)×Rn,Rn)是脉冲线性泛函微分方程

∂vj(t,x)
∂t =a2

jΔvj(t,x)-cjvj(t,x),(t,x)∈[t0,+∞)×Rn,

vj(t+
k ,x)=(1+bjk)vj(t-

k ,x),k∈N,x∈Rn,

vj,t0
(θ,x)=φj(θ,x),(θ,x)∈[-τ,0]×Rn












(2)

的解,其中:aj 和cj 是大于0的常数,bjk∈R,φj(θ,x)∈PC。则v(t,x)满足下面的泛函积分方程:

vj(t,x)=∫Rn
Kj(t-t0,x-ξ)φj(0,ξ)dξ,t≥t0,

vj,t0
(θ,x)=φj(θ,x),(θ,x)∈[-τ,0]×Rn。 

 

(3)

其中:

Kj(t-t0,x-ξ)= ∏
t0≤tk<t

(1+bjk)
1

(2aj)n
[π(t-t0)]

-
n
2e

-
(x-ξ)2

4a2j
(t-t0)e

-cj(t-t0)。 (4)

证明 为了证明引理1,首先证明下面的等式成立:
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∫Rn
Kj(t-s,x-ξ)∫Rn

Kj(s-t0,ξ-η)φj(0,η)dη  dξ=∫Rn
Kj(t-t0,x-ξ)φj(0,ξ)dξ。 (5)

只证明当n=1时,上式成立。不失一般性,当n≥2时证明方法类似。

令zj=
t-t0

a2
j(t-s)

ξ-η
2 s-t0

+
s-t0

a2
j(t-s)

η-x
2 t-t0

,注意到
(x-ξ)2

4a2
j(t-s)

+
(ξ-η)2

4a2
j(s-t0)

=
(x-η)2

4aj(t-t0)
+z2j,所

以有:

∫
+∞

-∞
Kj(t-s,x-ξ)∫

+∞

-∞
Kj(s-t0,ξ-η)φj(0,η)dη  dξ=

∫
+∞

-∞ ∏s≤tk<t
(1+bjk)

1
2aj

[π(t-s)]
-
1
2e

-
(x-ξ)2

4a2j
(t-s)

e
-cj(t-s)·

∫
+∞

-∞ ∏t0≤tk<s

(1+bjk)
1
2aj

[π(s-t0)]
-
1
2e

-
(ξ-η)2

4a2j
(t-s)

e
-cj(s-t0)φj(0,η)dη




 


 dξ=

∏
t0≤tk<t

(1+bjk)
1
4a2

j

[π2(t-s)(s-t0)]
-
1
2e

-cj(t-t0)∫
+∞

-∞
φj(0,η)∫

+∞

-∞
e

-
(x-ξ)2

4a2j
(t-s)

-
(ξ-η)2

4a2j
(s-t0)dξ  dη=

∏
t0≤tk<t

(1+bjk)
1
4a2

j

[π2(t-s)(s-t0)]
-
1
2e

-cj(t-t0)∫
+∞

-∞
φj(0,η)∫

+∞

-∞
e

-
(x-η)2

4a2j
(t-s)

-z2j

dξ  dη=

∏
t0≤tk<t

(1+bjk)
1
4a2j
[π2(t-s)(s-t0)]

-
1
2e

-cj(t-t0)∫
+∞

-∞
φj(0,η)e

-
(x-η)2

4a2j
(t-t0)∫

+∞

-∞

2 s-t0 a2j(t-s)

t-t0
e

-z2jdzj













 dη=

∏
t0≤tk<t

(1+bjk)
1
2a2

j

[π2(t-s)(s-t0)]
-
1
2e

-cj(t-t0)∫
+∞

-∞
φj(0,η)e

-
(x-η)2

4a2j
(t-t0)2 s-t0 a2

j(t-s)

t-t0
πdη=

∏
t0≤tk<t

(1+bjk)
1
2aj

[π(t-s)]
-
1
2e

-cj(t-t0)∫
+∞

-∞
e

-
(x-ξ)2

4a2j
(t-t0)φj(0,ξ)dξ=∫

+∞

-∞
Kj(t-t0,x-ξ)φj(0,ξ)dξ。

对vj(t,x)作Fourier变换得到v∧j(t,y)=
1

(2π)n/2∫Rn
e-ixyvj(t,x)dx,经计算(Δvj(t,y))∧=- y 2v∧j(t,y),

因此式(2)可化为:

∂v∧j
∂t=-a

2
j y 2v∧j-cjv

∧
j,

v∧j(t+
k )=(1+bjk

)v∧j(t-
k ),

v∧j,t0(θ,y)=φ
∧
j(θ,y)。













 

当t0≤t<t1 时,容易得到v∧j=e
-(cj+a

2
j y 2)(t-t0)φ

∧
j(θ,y),因此vj=(e

-(cj+a
2
j y 2)(t-t0)φ

∧
j(θ,y))∨,这里

(e
-(cj+a

2
j y 2)(t-t0)φ

∧
j(θ,y))∨表示e

-(cj+a
2
j y 2)(t-t0)φ

∧
j(θ,y)的Fourier逆变换。又因为vj=

φj(0,x)*Fj0

(2π)n/2
,这

里Fj0=(F
∧

j0
)∨且F

∧

j0=e
-(cj+a

2
j y 2)(t-t0),而

Fj0 =(F
∧

j0
)∨=

1
(2π)n/2∫Rn

e
-cj(t-t0)e

ixy-a2j y 2(t-t0)dy=
1

(2a2
j(t-t0))n

/2e
-cj(t-t0)e

-
x 2

4a2j
(t-t0),

经计算可得:

vj(t,x)=
φj(0,x)*Fj0

(2π)n/2
=

1
(4a2

jπ(t-t0))n
/2∫Rn

e
-cj(t-t0)e

-
x-y 2

4a2j
(t-t0)φj(0,y)dy=

∫Rn
Kj(t-t0,x-y)φj(0,y)dy,

从而,当t0≤t<t1 时结论成立。
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现假设存在某个n>1,当t0≤t<tn 时结论成立。

当tn≤t<tn+1 时,容易得到v∧j=e
-(cj+a

2
j y 2)(t-tn)v∧j(t+

n ,y),则vj=(e
-(cj+a

2
j y 2)(t-tn)v∧j(t+

n ,y))∨。又因

为vj=
vj(t+

n ,x)*Fjn

(2π)n/2
,其中Fjn=(F

∧

jn
)∨且F

∧

jn=e
-(cj+a

2
j y 2)(t-tn),因此有:

Fjn =(F
∧

jn
)∨=

1
(2π)n/2∫Rn

e
-cj(t-tn)e

ixy-a2j y 2(t-tn)dy=
1

(2a2
j(t-tn))n

/2e
-cj(t-tn)e

-
x 2

4a2j
(t-tn),

利用式(5),有:

vj(t,x)=
vj(t+

n,x)*Fjn

(2π)n/2
=

1
(4a2

jπ(t-tn))n
/2∫Rn

e
-cj(t-tn)e

-
x-y 2

4a2j
(t-tn)vj(t+

n,y)dy=

1
(4a2

jπ(t-tn))n
/2∫Rn

e
-cj(t-tn)e

-
x-y 2

4a2j
(t-tn)[(1+bjk)vj(t-

n,y)]dy=

1
(4a2

jπ(t-tn))n
/2∫Rn

e
-cj(t-tn)e

-
x-y 2

4a2j
(t-tn)[(1+bjk)∫Rn

Kj(tn -t0,y-η)φj(0,η)dη]dy=

∫Rn
Kj(t-tn,x-y)∫Rn

Kj(tn -t0,y-η)φj(0,η)dηdy=∫Rn
Kj(t-t0,x-y)φj(0,y)dy。

由归纳假设知vj(t,x)=∫Rn
Kj(t-t0,x-y)φj(0,y)dy,从而当t0≤t<tn,n∈N时,有:

vj(t,x)=∫Rn
Kj(t-t0,x-y)φj(0,y)dy。 证毕

定义1 若函数v(t,x)∈PC([t0-τ,∞)×Rn,Rn)满足泛函积分方程(3),则称v(t,x)是过(t0,φ)的系统

(2)的温和解。同理,可定义系统(1)的温和解。
定义2 称系统(1)的零解指数稳定,若存在常数K>0和λ>0,对任意的φ∈PC,系统(1)的温和解u(t,t0,φ)

满足 u(t,t0,φ)<Ke
-λ(t-t0)。

引理2 令t0<α≤+∞,v(t)∈PC([t0,α),Rn)满足

v(t)≤e
-W(t-t0)v(t0)+∫

t

t0
e-W(t-s)P[v(s)]+τds,t∈ [t0,α),

vt0
(s)∈PC([-τ,0),Rn)。







 (6)

其中:W=diag{w1,…,wn},P=(pij)n×n≥0,i,j=1,…,n。假设存在常数λ>0和向量z=(z1,…,zn)T>0使得

[λE-W+Peλr]z<0。 (7)

若初始条件满足:v(t)≤kze
-λ(t-t0),k≥0,t∈[t0-τ,t0),则有:

v(t)≤kze
-λ(t-t0),k≥0,t∈[t0,α)。 (8)

证明 为了证明式(8),首先证明对任意给定的ε>0,有:

vi(t)<(k+ε)zie
-λ(t-t0),k≥0,t∈[t0-τ,α),i=1,…,n。 (9)

如果式(9)不真,则存在t*>t0 及m,使得:

vm(t*)=(k+ε)zme
-λ(t*-t0), (10)

vm(t)=(k+ε)zme
-λ(t-t0),t∈[t0-τ,t*)。 (11)

由式(10)、(11)可得:

vi(t)≤(k+ε)zie
-λ(t-t0),k≥0,t∈[t0-τ,α),i=1,…,n。 (12)

通过式(6)、(10)~(12),有:

vm(t*)≤e
-wm(t

*-t0)vm(t0)+∫
+∞

-∞
e

-wm(t
*-s)

∑
n

j=1
pmj[vj(s)]+τds≤

e
-wm(t

*-t0)(k+ε)zm +∫
+∞

-∞
e

-(wm-λ)(t*-s)

∑
n

j=1
pmj(k+ε)zje

-λ(t*-t0)ds=
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e
-wm(t

*-t0)(k+ε)zm +∑
n

j=1
pmj(k+ε)zje

-λ(t*-t0)1-e
-(wm-λ)(t*-s)

wm -λ
。

根据式(7)有∑
n

j=1
pmjzje-λr < (wm -λ)zm,则上式可化为:

vm(t*)<e
-wm(t

*-t0)(k+ε)zm+(wm-λ)(k+ε)zme
-λ(t*-t0)1-e

-(wm-λ)(t
*-s)

wm-λ
=(k+ε)zme

-λ(t*-t0)。

这与式(12)矛盾,于是式(9)成立。令ε→0+,则v(t)≤kze
-λ(t-t0),k≥0,t∈[t0,α)。 证毕

2 主要结论

本节将证明系统(1)的零解是全局指数渐近稳定的。首先,在引理1的线性系统基础上利用Fourier变换证

明非线性系统(1)的解。
定理1 向量函数u(t,x)=(u1(t,x),…,un(t,x))T∈PC([t0-τ,∞)×Rn,Rn)是具有脉冲的非线性泛函

微分方程(1)的解,则u(t,x)满足下面的泛函积分方程:

uj(t,x)=∫Rn
Kj(t-t0,x-ξ)φj(0,ξ)dξ+∫

t

t0∫Rn
Kj(t-τ,x-ξ)fj(τ,ξ,uτ(ξ))dξdτ+

∑
t0≤tk<t
∫Rn

Kj(t-tk,x-ξ)Ijk(t-
k,ξ,uj(t-

k))dξ,t≥t0,

uj,t0
(θ,x)=φ(θ,x),(θ,x)∈ [-τ,0]×Rn,














 

其中:Kj(t-η,x-ξ)= ∏
t0≤tk<t

(1+bjk)
1

(2aj)n
[π(t-η)]

-
n
2e

-
(x-ξ)2

4a2j
(t-η)e

-cj(t-η)。

证明 对uj(t,x)作Fourier变换得到:

u∧j(t,y)=
1

(2π)n/2∫Rn
e-ixyuj(t,x)dx。

经计算可得(Δuj(t,y))∧=- y 2u∧j(t,y),因此式(1)可化为:

∂u∧j
∂t=-a

2
j y 2u∧j-cju

∧
j+f

∧

j(t,y,ut),

u∧j(t+
k )=(1+bjk)u

∧
j(t-

k )+Ijk

∧
(t-

k ,y,uj(t-
k ,y)),

u∧j,t0(θ)=φ
∧
j(θ),













 

当t0≤t<t1 时,容易得到u∧j =e
-(cj+a2j y 2)(t-t0)φ

∧
j(θ,y)+∫

t

t0
e

-(cj+a2j y 2)(t-τ)
f
∧

j(τ,y,uτ)dτ,因此uj =

(e
-(cj+a2j y 2)(t-t0)φ

∧
j(θ,y)+∫

t

t0
e

-(cj+a2j y 2)(t-τ)
f
∧

j(τ,y,uτ)dτ)∨,又因为:

uj =
φj(0,x)*Fj0

(2π)n/2
+
∫

t

t0
fj(τ,x,uτ)*Gjdτ

(2π)n/2
, (13)

其中:Fj0=(F
∧

j0
)∨,Gj0=(G

∧

j0
)∨。令F

∧

j0=e
-(cj+a

2
j y 2)(t-t0),G

∧

j=e
-(cj+a

2
j y 2)(t-τ),因此有:

Fj0 =(F
∧

j0
)∨=

1
(2π)n/2∫Rn

e
-cj(t-t0)e

ixy-a2j y 2(t-t0)dy=
1

(2a2
j(t-t0))n

/2e
-cj(t-t0)e

-
x 2

4a2j
(t-t0),

Gj =(G
∧

j)∨=
1

(2π)n/2∫Rn
e

-cj(t-τ)e
ixy-a2j y 2(t-τ)

dy=
1

(2a2
j(t-τ))n/2

e
-cj(t-τ)e

-
x 2

4a2j
(t-τ),

由式(13)计算可得:

uj(t,x)=
φj(0,x)*Fj0

(2π)n/2
+
∫

t

t0
fj(τ,x,uτ)*Gjdτ

(2π)n/2
=
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1
(4a2

jπ(t-t0))n
/2∫Rn

e
-cj(t-t0)e

-
x-y 2

4a2j
(t-t0)φj(0,y)dy+∫

t

t0

1
(4a2

jπ(t-τ))n/2∫Rn
e

-cj(t-τ)e
-

x-y 2

4a2j
(t-τ)

fj(τ,x,uτ)dτ=

∫Rn
Kj(t-t0,x-y)φj(0,y)dy+∫

t

t0∫Rn
Kj(t-τ,x-y)fj(τ,y,uτ(y))dydτ。

从而,当t0≤t<t1 时结论成立。
现假设存在某个n>1,当t0≤t<tn 时结论成立。当tn≤t<tn+1 时,容易得到:

u∧j =e
-(cj+a2j y 2)(t-tn)u∧j(t+

n,y)+∫
t

tn
e

-(cj+a2j|y|
2)(t-τ)

f
∧

j(τ,y,uτ)dτ,

因此uj =(e
-(cj+a2j y 2)(t-tn)u∧j(t+

n,y)+∫
t

tn
e

-(cj+a2j y 2)(t-τ)
f
∧

j(τ,y,uτ)dτ)∨。 又因为:

uj =
uj(t+

n,x)*Fjn

(2π)n/2
+
∫

t

tn
fj(τ,x,uτ)*Gjdτ

(2π)n/2
, (14)

其中:Fjn=(F
∧

jn
)∨,令F

∧

jn=e
-(cj+a

2
j y 2)(t-tn),因此

Fjn =(F
∧

jn
)∨=

1
(2π)n/2∫Rn

e
-cj(t-tn)e

ixy-a2j y 2(t-tn)dy=
1

(2a2
j(t-tn))n

/2e
-cj(t-tn)e

-
x 2

4a2j
(t-tn),

由式(14),再利用式(5)计算可得:

uj(t,x)=
uj(t+

n,x)*Fjn

(2π)n/2
+
∫

t

tn
fj(τ,x,uτ)*Gjdτ

(2π)n/2
=

1
(4a2

jπ(t-tn))n
/2∫Rn

e
-cj(t-tn)e

-
x-y 2

4a2j
(t-tn)uj(t+

n,y)dy+

∫
t

tn

1
(4a2

jπ(t-τ))n/2∫Rn
e

-cj(t-τ)e
-

x-y 2

4a2j
(t-τ)

fj(τ,x,uτ)dτdy=

1
(4a2

jπ(t-tn))n
/2∫Rn

e
-cj(t-tn)e

-
x-y 2

4a2j
(t-tn)[(1+bjk)uj(t-

n,y)+Ijk(t-
n,x,uj(t-

n,x)]dy+

∫
t

tn

1
(4a2

jπ(t-τ))n/2∫Rn
e

-cj(t-τ)e
-

x-y 2

4a2j
(t-τ)

fj(τ,x,uτ)dydτ=

1
(4a2

jπ(t-tn))n
/2∫Rn

e
-cj(t-t1)e

-
x-y 2

4a2j
(t-t1)(1+bjk)∫Rn

Kj(tn -t0,x-y)φj(0,y)dy+ 
∫

tn

t0∫Rn
Kj(tn -τ,x-y)fj(τ,y,uτ(y))dydτ+Ijk(t-

n,x,uj(t-
n,x) dy+

∫
t

tn

1
(4a2

jπ(t-τ))n/2∫Rn
e

-cj(t-τ)e
-

x-y 2

4a2j
(t-τ)

fj(τ,x,uτ)dydτ=

∫Rn
Kj(t-t0,x-y)φj(0,y)dy+∫

t

t0∫Rn
Kj(t-τ,x-y)fj(τ,y,uτ(y))dydτ+

∑
t0≤tk<t
∫Rn

Kj(t-tk,x-y)Ijk(t-
k,y,uj(t-

k))dy。

由归纳假设知,当t0≤t<tn+1,n∈N时,可得:

uj(t,x)=∫Rn
Kj(t-t0,x-y)φj(0,y)dy+∫

t

t0∫Rn
Kj(t-τ,x-y)fj(τ,y,uτ(y))dydτ+

∑
t0≤tk<t
∫Rn

Kj(t-tk,x-y)Ijk(t-
k,y,uj(t-

k))dy。 证毕

接下来,利用不等式技巧对线性系统的Cauchy矩阵作指数估计。
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定理2 若条件(H1)成立,且W=diag{w1,…,wn},M=diag{m1,…,mn},wj>0,mj≥1,K=(K1,…,

Kn)T,则有∫Rn
K(t-t0,x-ξ)dξ≤Me

-W(t-t0)。 其中:

wj=
cj-

ln|1+bjk|
σ

,0<|1+bjk|<1

cj-
ln|1+bjk|

ρ
,|1+bjk|≥1












,mj=
1

|1+bjk|
,0<|1+bjk|<1

|1+bjk|,|1+bjk|≥1









 

。 (15)

证明 由文献[19]中引理2.3和式(4)可得:

∫Rn
Kj(t-t0,x-ξ)dξ=∫Rn ∏t0≤tk<t

(1+bjk)
1

(2aj)n
[π(t-t0)]

-
n
2e

-
(x1-ξ1)

2+…+(xn-ξn)
2

4a2j
(t-t0) e

-cj(t-t0)dξ=

∏
t0≤tk<t

(1+bjk)∫
+∞

-∞
…∫

+∞

-∞

1
(2aj)n

[π(t-t0)]
-

n
2e

-
(x1-ξ1)

2+…+(xn-ξn)
2

4a2j
(t-t0) e

-cj(t-t0)dξ1…dξn =

e
-cj(t-t0) ∏

t0≤tk<t

(1+bjk)∏
n

j=1

1
2aj π(t-t0)∫

+∞

-∞
e

-
xj-ξj

2aj t-t0
  2

dξj =e
-cj(t-t0) ∏

t0≤tk<t

(1+bjk)。

由式(15)知,当0<|1+bjk|<1时,有:

∫Rn
Kj(t-t0,x-ξ)dξ=e

-cj(t-t0) ∏
t0≤tk<t

(1+bjk)≤e
-cj(t-t0)1+bjk

t-t0
σ -1

=

1
1+bjk

e
ln 1+bjk

σ (t-t0)e
-cj(t-t0)=

1
1+bjk

e
-cj+

ln 1+bjk
σ  (t-t0);

当|1+bjk|≥1时,有:

∫Rn
Kj(t-t0,x-ξ)dξ=e

-cj(t-t0) ∏
t0≤tk<t

(1+bjk)≤e
-cj(t-t0)1+bjk

t-t0
ρ +1

=

1+bjk e
ln 1+bjk

ρ
(t-t0)e

-cj(t-t0)= 1+bjk e
-cj+

ln 1+bjk
ρ  (t-t0)。

综上所述,有∫Rn
Kj(t-t0,x-ξ)dξ≤mje

-wj
(t-t0),因此∫Rn

K(t-t0,x-ξ)dξ≤Me
-W(t-t0)。 证毕

最后,利用上述结果分析系统(1)零解的全局指数渐近稳定。

定理3 如果条件(H1)~(H4)成立,存在β>0,且λ>β≥
ln

 

μk

(tk-tk-1)
,这里μk≥1满足Γkz≤μkz,则系统

(1)的零解是全局指数稳定的。
证明 设函数u(t,x)=u(t,t0,φ)是经过(t0,φ)的温和解,由定理1可得

uj(t,x)=∫Rn
Kj(t-t0,x-ξ)φj(0,ξ)dξ+

∫
t

t0∫Rn
Kj(t-τ,x-ξ)fj(τ,ξ,uτ(ξ))dξdτ+ ∑

t0≤tk<t
∫Rn

Kj(t-tk,x-ξ)Ijk(t-
k,ξ,uj(t-

k))dξ。 (16)

根据条件(H3),存在足够小的ε>0使得

[(λ+ε)E-W+Pe(λ+ε)r]z<0。 (17)
由初始条件uj(t0+θ,x)=φj(θ,x),θ∈[-τ,0],φ∈PC有:

uj(t,x)≤k0zj,k0=
φj(t,x)τ

min
1≤j≤n

 
zj

,t0-τ≤t≤t0, (18)

所以有:

[u(t,x)]+≤k0ze
-(λ+ε)(t-t0),t0-τ≤t≤t0。 (19)

由式(17)~(19)及引理2,则有[u(t,x)]+≤k0ze
-(λ+ε)(t-t0),t0≤t<t1。

假设对所有m=1,…,k,不等式

[u(t,x)]+≤μ0…μk-1k0ze
-(λ+ε)(t-t0),tk-1≤t<tk (20)
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成立,这里μ0=1。根据条件(H4)和式(20),有:
[u(tk,x)]+=[(E+Bk)u(t-

k ,x)+Ik(t-
k ,x,u(t-

k ,x)]+≤

Γk[μ0…μk-1k0ze
-(λ+ε)(t-t0)]+≤μ0…μk-1μkk0ze

-(λ+ε)(t-t0)。
由式(20)和μk≥1得:

[u(t,x)]+≤μ0…μk-1μkk0ze
-(λ+ε)(t-t0),tk-τ≤t≤tk。 (21)

当tk≤t<tk+1 时,由式(16)有:

uj(t,x)=∫Rn
Kj(t-t0,x-ξ)φj(0,ξ)dξ+∫

t

t0∫Rn
Kj(t-τ,x-ξ)fj(τ,ξ,uτ(ξ))dξdτ+

∑
t0≤tk<t
∫Rn

Kj(t-tk,x-ξ)Ijk(t-
k,ξ,uj(t-

k))dξ=

∫Rn
Kj(t-tk,x-ξ)uj(t+

k,ξ)dξ+∫
t

tk∫Rn
Kj(t-τ,x-ξ)fj(τ,ξ,uτ(ξ))dξdτ。

由定理2可得:

[u(t,x)]+τ ≤Me
-W(t-tk)[u(t+

k,x)]+τ +∫
t

tk
e-W(t-s)P[us]+τds, (22)

根据式(21)、(22)和引理2,容易得到:

[u(t,x)]+≤μ0…μk-1μkk0ze
-(λ+ε)(t-t0),tk≤t<tk+1,

由归纳假设知:

[u(t,x)]+≤μ0…μk-1k0ze
-(λ+ε)(t-t0),tk-1≤t<tk。

又因为β≥
ln

 

μk

tk-tk-1
,所以μk≤e

β(tk-tk-1),再通过上式得:

[u(t,x)]+≤μ0…μk-1k0ze
-(λ+ε)(t-t0)≤eβ

(t1-t0)…eβ
(tk-tk-1)k0ze

-(λ+ε)(t-t0)≤

eβ
(t-t0)k0ze

-(λ+ε)(t-t0)=k0ze
-(λ-β+ε)(t-t0)。

令ε→0+,则[u(t,x)]+≤k0ze
-(λ-β)(t-t0)。因此,系统(1)的零解全局指数稳定。 证毕

注2 当bjk=0时,系统(1)变为文献[18]中所研究的非线性系统,在文献[18]中得到系统的零解是全局渐

近稳定的,本文考虑了更为一般的脉冲非线性系统,得到系统的零解是全局指数渐近稳定的,所得结论对文献

[18]的系统也适用。
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Abstract:
 

The
 

exponential
 

stability
 

of
 

zero
 

solutions
 

of
 

a
 

class
 

of
 

impulsive
 

functional
 

differential
 

equations
 

in
 

an
 

unbounded
 

region
 

is
 

studied.
 

The
 

solution
 

of
 

the
 

system
 

is
 

derived
 

by
 

using
 

the
 

Fourier
 

transform
 

method,
 

and
 

the
 

Cauchy
 

matrix
 

of
 

the
 

linear
 

system
 

is
 

estimated
 

by
 

using
 

the
 

inequality
 

reduction
 

technique.
 

Finally,
 

a
 

sufficient
 

condition
 

for
 

the
 

global
 

exponential
 

stability
 

of
 

the
 

zero
 

solution
 

of
 

the
 

nonlinear
 

system
 

is
 

given
 

by
 

the
 

established
 

differential
 

inequalities
 

and
 

the
 

assumed
 

conditions.
 

Under
 

the
 

assumption
 

that
 

the
 

nonlinear
 

system
 

satisfies
 

the
 

given
 

conditions,
 

the
 

zero
 

solution
 

is
 

globally
 

exponentially
 

stable.
 

The
 

results
 

of
 

this
 

study
 

extend
 

the
 

related
 

works
 

in
 

the
 

existing
 

literature.
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