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摘要:为研究多目标优化问题(C,ε)-型、E-型统一解的标量化性质,利用Bowman等人提出的加权Tchebycheff标量化方

法建立多目标优化问题(C,ε)-弱有效解和E-弱有效解的标量化结果。进一步,建立基于加权Tchebycheff标量化方法多

目标优化问题(C,ε)-有效解和E-有效解的标量化结果。通过调整标量化模型参数范围得到了多目标优化问题(C,ε)-
(弱)有效解、E-(弱)有效解的一些加权Tchebycheff标量化结果,为求解多目标优化问题的算法设计提供了理论基础。
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多目标优化问题是指在约束集上同时极大化或极小化一个向量值函数的问题,是数值最优化问题的推广。
目前,关于多目标优化问题的研究已有大量的成果,见文献[1-5]。其中,多目标优化问题解的概念在多目标优化

问题研究中扮演了十分基础且重要的作用,Pareto有效解和Pareto弱有效解是最基础且经典的解概念。然而,
由于多目标优化问题的有效解集和弱有效解集可能很大,且可能具有一些不太好的性质,一些学者进一步提出

了各种类型的真有效解。1968年,Geoffrion[6]提出了Geoffrion真有效解的概念;1977年,Borwein[7]利用切锥

提出了Borwein真有效解的概念等。
在实际生产生活中,有效解与弱有效解的存在性通常需要集合的紧性,而多目标优化问题的近似解在很弱

的条件下都可能存在。因此,多目标优化问题近似解的研究对于解决大量实际问题,促进最优化理论的发展具

有十分重要的价值和意义。近些年来,关于多目标优化问题近似解的相关研究已有大量的研究成果出现[8-11]。

1979
 

年,Kutateladze[12]首次提出了数值最优化问题的近似解概念———ε-近似解。1984年,Loridan[13]将ε-近似

解的概念推广到多目标优化问题上。2006
 

年,Gutiérrez等人[14]利用
 

Co-radiant
 

集定义了多目标优化问题的

(C,ε)-有效解和(C,ε)-弱有效解两类(C,ε)型统一解,并研究了它们与其它一些近似解概念之间的关系。2011
年,Chicco等人[15]在有限维空间中提出了改进集的概念,并利用改进集提出了多目标优化问题一类E-型统一解

概念———E-有效解,进一步讨论了这类统一解的存在性等。随后,Gutiérrez[16]等人将E-有效解的概念推广到无

限维空间,提出了另一类E-型统一解———E-弱有效解。此外,Zhao和Yang等人提出了基于改进集的其他近似

解概念及性质的一些成果[17-19]。
多目标优化问题的标量化方法是指通过一定的方式将多目标优化问题转化为单目标优化问题,进而借助单

目标优化问题已有的理论与方法研究多目标优化问题近似解的标量化性质。1976年,Bowman等人[20]提出了

加权Tchebycheff标量化方法。随后,一些学者利用该方法建立了弱有效解和有效解的标量化结果[21-23]。2017
年,徐威娜等人[24]利用该标量化模型对多目标优化问题近似解的标量化性质进行研究,建立了多目标优化问题

ε-弱有效解和ε-真有效解的一些非线性标量化结果。2021年,赵克全和夏远梅等人利用广义Tchebycheff范数

的推广形式,提出了带松弛变量和剩余变量的一类广义Tchebycheff标量化方法,获得了多目标优化问题弱有效

解、有效解、真有效解的等价刻画[25-27]。
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值得注意的是,目前还没有成果利用加权Tchebycheff标量化方法研究多目标优化问题的(C,ε)-近似解和

E-近似解。受此启发,本文将在文献[20]的基础上,建立多目标优化问题的(C,ε)-弱有效解、(C,ε)-有效解、E-
弱有效解和E-有效解的一些标量化结果。

1 预备知识

令Rm 为m 维欧式空间,本文考虑如下多目标优化问题:
(MOP)

 

min
 

f(x)=(f1(x),f2(x),…,fm(x))

s.t.
 

x∈X⊂Rn,
其中:X⊂Rn 为非空子集,f(x)为X→Rm 的有界向量值函数。对于任意向量x,y∈Rm,定义序关系:x<y⇒
xi<yi,∀i=1,2,…,m;

 

x ≦y⇒xi≤yi,∀i=1,2,…,m;
 

x≤y⇒xi≤yi,∀i=1,2,…,m,且至少有一个
 

i使

得xi<yi。

定义1[14] 设C 是Rm 中的非空集合。若对任意d∈C,α>1,有αd∈C,则称集合C 为Co-radiant集。
定义2[14] 设ε≥0,x̂∈X,C 为Rm 中的Co-radiant集。则:

1)
 

称x̂ 是(MOP)的(C,ε)-有效解,若(f(X)-f(x̂))∩(-C(ε))⊂{0};

2)
 

称x̂ 是(MOP)的(C,ε)-弱有效解,若(f(X)-f(x̂))∩(-intC(ε))=∅。
定义3[15] 设E 为Rm 中的非空集合。若E=E+Rm

≧ 且0∉E,则称E 为关于Rm
≧ 的改进集。

定义4[15-16] 设E 为Rm 中关于Rm
≧ 的改进集,则:

1)
 

称x̂ 是(MOP)的E-有效解,若(f(X)-f(x̂))∩(-E)=∅;

2)
 

称x̂ 是(MOP)的E-弱有效解,若(f(X)-f(x̂))∩(-intE)=∅。
考虑如下标量化问题(SOP):

(SOP)
 

min
x∈X

 φ(x),

其中φ:X→R。设ε>0且x̂∈X,若对任意x∈X,都有φ(x)≥φ(x̂)-ε,则称x̂ 为问题(SOP)的ε-最优解。进

一步,若对任意x∈X,都有φ(x)>φ(x̂)-ε,则称x̂ 为问题(SOP)的ε-严格最优解。
本文考虑如下标量化问题(SOP)β:

(SOP)β min
x∈X
max
1≤i≤m

 βi(fi(x)-f*
i ),

其中:β=(β1,β2,…,βm)∈Rm
≥,f*=(f*

1 ,f*
2 ,…,f*

m)∈Rm 是utopia向量,f*满足f*
i =min

x∈X
fi(x)-δ,δ>0,

i=1,2,…,m。

2 主要结果

本节建立了多目标优化问题(MOP)的(C,ε)-弱有效解、E-弱有效解、(C,ε)-有效解和E-有效解的标量化

结果。
定理1 令ε>0,C⊂Rm

≧ 是Co-radiant集,β∈Rm
≥,若I={iβi≠0},μ=inf{βiεci c∈intC,i∈I},0≤ε≤

max0,μ2  ,且x̂ 是(SOP)β 的ε-最优解,则x̂ 是(MOP)的(C,ε)-弱有效解。

证明 反证法。假设x̂ 不是(MOP)的(C,ε)-弱有效解,则:
(f(X)-f(x̂))∩(-intC(ε))≠∅。

即存在x~∈X,c∈intC 使得fi(x~)-fi(x̂)=-εci,其中εci>0,i=1,2,…,m,则:

max
0≤i≤m

 βi(fi(x~)-f*
i )=max

0≤i≤m
 βi(fi(x̂)-f*

i -εci)。

令max
0≤i≤m

 βi(fi(x̂)-f*
i -εci)=βk(fk(x̂)-f*

k )-βkεck。由β∈Rm
≥,fi(x~)-f*

i >0可得:

0<max
0≤i≤m

 βi(fi(x~)-f*
i )=βk(fk(x̂)-f*

k )-βkεck≤max
0≤i≤m

 βi(fi(x̂)-f*
i )-βkεck。

又由βk>0可知βkεck>0,下证ε<βkεck。

1)
 

当μ=0时,ε=0,则ε<βkεck;
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2)
 

当μ>0时,由μ≤βkεck 和ε≤μ
2

可得ε<βkεck。

因此,max
0≤i≤m

βi(fi(x~)-f*
i )<max

0≤i≤m
βi(fi(x̂)-f*

i )-ε,这与x̂ 是(SOP)β 的ε-最优解矛盾,故x̂ 是(MOP)的

(C,ε)-弱有效解。
注1 若C⊄Rm

≧,则定理1在C 是凸Co-radiant集条件下也不一定成立。
例1 考虑如下多目标优化问题:

min
 

f(x)=(f1(x),f2(x))=(x1,2x2),

s.t.
 

x∈X={(x1,x2)x1=0,-3≤x2≤0}。
令C={(x1,x2)x1∈R,x2≥3}。此时C 为凸的Co-radiant集,且C⊄Rm

≧。取ε=1,β=(1,0),则C(ε)=
{(x1,x2)x1∈R,x2≥3},ε=0,其中f(X)={(x1,x2)x1=0,-6≤x2≤0},显然x̂=(0,0)是(SOP)β 的ε-最

优解,又由(f(X)-f(x̂))∩(-intC(ε))≠∅可知x̂ 不是(MOP)的(C,ε)-弱有效解。
推论1 令E⊂Rm

≧ 是关于 Rm
≧ 的改进集,β∈Rm

≥,若I={iβi≠0},μ=inf{βiεei e∈intE,i∈I},0≤ε≤

max0,μ2  ,且x̂ 是(SOP)β 的ε-最优解,则x̂ 是(MOP)的E-弱有效解。

证明 由E⊂Rm
≧ 是关于 Rm

≧ 的改进集易证E 是Co-radiant集,从而由定理1可得x̂ 是(MOP)的E-弱有

效解。
定理2 令ε>0,C⊂Rm

≧ 是Co-radiant集,β∈Rm
≥,若I={iβi≠0},μ=inf{βiεci c∈C\{0},i∈I},0≤ε≤

max0,μ2  ,且x̂ 是(SOP)β 的ε-严格最优解,则x̂ 是(MOP)的(C,ε)-有效解。

证明 反证法,假设x̂ 不是(MOP)的(C,ε)-有效解,则:
(f(X)-f(x̂))∩(-C(ε))⊄{0}。

即存在x~∈X,c∈C\{0}使得fi(x~)-fi(x̂)=-εci,其中εci≥0,i=1,2,…,m,则:

max
0≤i≤m

βi(fi(x~)-f*
i )=max

0≤i≤m
βi(fi(x̂)-f*

i -εci)。

令max
0≤i≤m

βi(fi(x̂)-f*
i -εci)=βk(fk(x̂)-f*

k )-βkεck,由ε≤μ
2

可得:

max
0≤i≤m

βi(fi(x~)-f*
i )=βk(fk(x̂)-f*

k )-βkεck≤max
0≤i≤m

βi(fi(x̂)-f*
i )-μ≤max

0≤i≤m
βi(fi(x̂)-f*

i )-ε。

这与x̂ 是(SOP)β 的ε-严格最优解矛盾,故x̂ 是(MOP)的(C,ε)-有效解。
推论2 令E⊂Rm

≧ 是关于Rm
≧ 的改进集,β∈Rm

≥,若I={iβi≠0},μ=inf{βiεei e∈E\{0},i∈I},0≤ε≤

max0,μ2  ,且x̂ 是(SOP)β 的ε-严格最优解,则x̂ 是(MOP)的E-有效解。

证明 由E⊂Rm
≧ 是Co-radiant集和定理2可得x̂ 是(MOP)的E-有效解。

定理3 令ε>0,C⊂Rm
> 是Co-radiant集,β∈Rm

≥,若I={iβi≠0},μ=inf{βiεci c∈C,i∈I},0≤ε≤

max0,μ2  ,且x̂ 是(SOP)β 的ε-最优解,则x̂ 是(MOP)的(C,ε)-有效解。

证明 反证法。假设x̂ 不是(MOP)的(C,ε)-有效解,则:
(f(X)-f(x̂))∩(-C(ε))⊄{0}。

即存在x~∈X,c∈C\{0}使得fi(x~)-fi(x̂)=-εci,其中εci>0,i=1,2,…,m,则:

max
0≤i≤m

βi(fi(x~)-f*
i )=max

0≤i≤m
βi(fi(x̂)-f*

i -εci)。

令max
0≤i≤m

βi(fi(x̂)-f*
i -εci)=βk(fk(x̂)-f*

k )-βkεck。则:

0<max
0≤i≤m

βi(fi(x~)-f*
i )=βk(fk(x̂)-f*

k )-βkεck≤max
0≤i≤m

βi(fi(x̂)-f*
i )-βkεck。

又由βk>0可知βkεck>0,下证ε<βkεck。

1)
 

当μ=0时,ε=0,则ε<βkεck;

2)
 

当μ>0时,由μ≤βkεck 和ε≤μ
2

可得ε<βkεck。
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因此,max
0≤i≤m

βi(fi(x~)-f*
i )<max

0≤i≤m
βi(fi(x̂)-f*

i )-ε,这与x̂ 是(SOP)β 的ε-最优解矛盾,故x̂ 是(MOP)的

(C,ε)-有效解。
注2 当C⊂Rm

≧ 时,定理3在C 是凸Co-radiant集条件下也不一定成立。
例2 考虑如下多目标优化问题:

min
 

f(x)=(f1(x),f2(x))=(x1,x2)

s.t.
 

x∈X={(x1,x2)x1=0,-4≤x2≤0}。
令C={(x1,x2)x1≥0,x2≥1}。此时C 为凸Co-radiant集,且C⊂Rm

≧。取ε=1,β=(1,0),则C(ε)={(x1,

x2)x1≥0,x2≥1},ε=0,其中f(X)={(x1,x2)x1=0,-4≤x2≤0},显然x̂=(0,0)是(SOP)β 的ε-最优解,

又由(f(X)-f(x̂))∩(-C(ε))⊄{0}可知x̂ 不是(MOP)的(C,ε)-有效解。

推论3 令E⊂Rm
>是关于Rm

>的改进集,β∈Rm
>,若I={iβi≠0},μ=inf

i∈I
{βiεei e∈E},0≤ε≤max0,μ2  ,

且x̂ 是(SOP)β 的ε-最优解,则x̂ 是(MOP)的E-有效解。

证明 由E⊂Rm
>是关于Rm

>的改进集易证E 是Co-radiant集,从而由定理3可得x̂ 是(MOP)的E-有效解。
注3 定理1~3推广了文献[21-23]中的相应结果到(C,ε)-近似解和E-近似解。事实上,若ε=0,Rm

≧=
C(0)∪{0},则(C,ε)-有效解退化为有效解;若ε=1,C=Rm

≧+ε,则(C,ε)-弱有效解退化为弱有效解。
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Kequan
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401331,
 

China)

Abstract:
 

The
 

scalarization
 

properties
 

of
 

(C,ε)-type
 

and
 

E-type
 

unified
 

solutions
 

for
 

multi-objective
 

optimization
 

problems
 

are
 

studied.
 

First,
 

the
 

weighted
 

Tchebycheff
 

scalarization
 

method
 

proposed
 

by
 

Bowman
 

et
 

al.
 

is
 

employed
 

to
 

establish
 

the
 

scalarization
 

results
 

of
 

(C,ε)-weakly
 

efficient
 

solutions
 

and
 

E-weakly
 

efficient
 

solutions
 

for
 

multi-objective
 

optimization
 

problems.
 

Furthermore,
 

based
 

on
 

the
 

weighted
 

Tchebycheff
 

scalarization
 

method,
 

the
 

scalarization
 

results
 

of
 

(C,ε)-efficient
 

solutions
 

and
 

E-efficient
 

solutions
 

for
 

multi-objective
 

optimization
 

problems
 

are
 

established.
 

Some
 

weighted
 

Tchebycheff
 

scalarization
 

results
 

of
 

(C,ε)-
 

(weakly)
 

efficient
 

solutions
 

and
 

E-
 

(weakly)
 

efficient
 

solutions
 

for
 

multi-objective
 

optimization
 

problems
 

are
 

obtained
 

by
 

adjusting
 

parameters
 

range
 

of
 

the
 

scalarization
 

model.
 

The
 

obtained
 

scalarization
 

results
 

are
 

an
 

extension
 

of
 

some
 

existing
 

work
 

and
 

provide
 

a
 

theoretical
 

basis
 

for
 

algorithm
 

design
 

for
 

solving
 

multi-objective
 

optimization
 

problems.
Keywords:

 

multi-objective
 

optimization
 

problems;(C,ε)-(weakly)
 

efficient
 

solutions;E-(weakly)
 

efficient
 

solutions;
 

weighted
 

Tchebycheff
 

scalarization
 

method
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