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摘要:在LU序关系下获得了一类新的广义凸区间值函数———E-α-预不变凸区间值函数,并获得了相关性质及它的最优

性条件。结合理论推导和例证,给出了例子验证E-α-预不变凸区间值函数的存在性;并讨论关于E-α-预不变凸区间值函

数的基本性质,得到了E-可微情形下的必要条件;最后获得了在区间值约束情形下E-α-预不变凸区间值规划问题的最优

性充分条件,并举例验证结论成立。研究将广义凸函数推广至E-α-预不变凸区间值情形,在一定程度上丰富了广义凸函

数的研究,使它的应用性更加广泛。
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在现实生活中,凸性在各个方面都有深刻的体现。凸函数和广义凸函数在金融、科技、交通等领域有着十分

重要的应用,并且凸性与广义凸性在运筹学和经济学的研究中扮演着重要的角色。在研究最优化问题时,凸性

也拥有着不可或缺的地位,并起着十分重要的作用。众多学者对广义凸性及相关理论进行了分析与研究,取得

了一系列较为丰富的成果。1981年,Hanson[1]首先提出不变凸函数的基础概念及相关性质。1986年,Ben-
Israel等人[2]在文献[1]的基础上研究了可微情况下不变凸函数的性质。1988年,Weir等人[3]给出了预不变凸

性非线性规划问题的最优性条件和对偶结果。1999年,Youness[4]提出了E-凸集和E-不变凸函数的定义,并得

到了它们在E-凸规划问题中的一些应用结果。2001年,Yang[5]指出了文献[4]中的几个错误结论并进行了修

正。2009年,Fulga等人[6]在文献[3]研究的预不变凸基础上提出了E-预不变凸函数的定义,得到了E-预不变

凸函数的几个性质,并获得了在非线性规划问题中的几个应用结果。2015年,杨新民等人[7]较为系统地阐述了

多类凸性与广义凸性及它们在经济学和运筹学中的应用;同年彭再云等人[8]提出了一类新的广义凸函数———G-
E-半预不变凸函数,并获得G-E-半预不变凸多目标规划问题的最优性结果。有关广义凸性及规划问题最优性

研究可见文献[9-14]。2020年,陈雪静等人[15]研究了α-E-半预不变凸型函数的性质及α-E-半预不变凸多目标

规划问题的最优性充要条件。2021年,彭志莹等人[16]提出了α-D-半预不变凸映射,并获得α-D-半预不变凸向

量规划问题最优性充分条件。
在社会生活中,实际优化问题或多或少都存在着不确定性因素,因此不确定性优化问题得到了众多学者的

关注与研究。在不确定性优化问题的研究中,由于区间值优化问题本身具有不确定性,所以用区间数形式表达

的优化问题对于不确定性优化问题具有很好的适用性。因此,近些年来有关区间值函数的研究也成为了一个热

点。2007年,Wu[17]提出了区间值函数的概念,这是一类新的区间值优化问题。2014年,Zhang等人[18]将实值

函数的不变凸性和预不变凸性的概念推广到区间值函数的情形下,并研究了预不变凸区间值规划问题的KKT
最优性条件与对偶性。2019年,Antczak等人[19]建立了含有等式约束与不等式约束的多目标非凸向量优化问

题,并得到该问题的E-KKT最优性充分条件与必要条件。2021年,邓春艳等人[20]提出了E-预不变凸区间值函

数的概念,在E-可微假设下研究了E-预不变凸区间值函数的最优性条件。
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受已有文献[17,20-22]启发,本文提出了一类新的区间值函数———E-α-预不变凸区间值函数,讨论了该函数的重

要性质,并研究了一类E-α-预不变凸区间值规划问题的KKT最优性充分条件。

1 预备知识

用I来表示实数集R中所有闭区间构成的集族,Rn 为n 维欧几里得空间。设A=[aL,aU]∈I 是一个闭区

间,aL 表示区间的上界,aU 表示区间的下界,同理设闭区间B=[bL,bU]∈I。相关运算定义如下:1)
 

A+B=
{a+b:a∈A,b∈B}=[aL+bL,aU+bU];2)

 

-A={-a:a∈A}=[-aU,-aL];3)
 

kA={ka:a∈A}=
[kaL,kaU],k≥0
[kaU,kaL],k<0 

 

(k∈R);4)
 

A×B={ab:a∈A,b∈B}=[minab,maxab]。其中:minab=min{aLbL,aLbU,

aUbL,aUbU},maxab=max{aLbL,aLbU,aUbL,aUbU}。此外,根据运算规则还可以得到A-B=A+(-B)=
[aL-bU,aU-bL]。

设A=[aL,aU]和B=[bL,bU]是 R上的2个闭区间,序关系A⪯LUB 成立当且仅当aL≤bL 和aU≤bU。

A≺LUB 成立当且仅当A⪯LUB 且A≠B,即下列情况之一成立:1)
 

aL<bL 且aU≤bU;2)
 

aL≤bL 且aU<bU;

3)
 

aL<bL 且aU<bU。
下面给出Hausdorff度量的定义。设A⊂Rn,B⊂Rn,则A 与B 之间的Hausdorff度量的定义为:

dH(A,B)=max{sup
a∈A

 
 inf
b∈B

a-b ,sup
b∈B
 inf
a∈A

a-b },

其中:· 是欧几里得范数,定义为 x = x2
1+x2

2+…+x2
n,∀x=(x1,x2,…,xn)∈Rn。

对于任意区间 C=[cL,cU]∈R,D=[dL,dU]∈R,Hausdorff度量为:dH(C,D)=max{cL-dL ,

cU-dU }。
设有集合{An}和A 均属于I,如果∀ε>0,这里∃N>0,使得当n>N 时,有dH(An,A)<ε,则闭区间集合

列{An}收敛于A,用lim
n→∞

 
An=A 来表示。

命题1[17] 设{An=[aL
n,aU

n]}和A=[aL,aU]都是在I上的闭区间。称lim
n→∞

 
An=A 当且仅当lim

n→∞
 
aL

n=aL 和

lim
n→∞

 
aU

n=aU。

f 是一个定义在Rn 上的区间值函数,对任意x∈Rn,f(x)=f(x1,…,xn)是在 R上的闭区间,即f(x)=
[fL(x),fU(x)],其中fL 和fU 是实值函数且满足fL(x)≤fU(x)。

定义1[23] 设f(x)是定义在 Rn 上的区间值函数,A=[aL,aU]是定义在 R上的闭区间,对于c∈Rn,若

∀ε>0,∃δ>0,当 x-c <δ时,有dH(f(x),A)<ε,则称区间值函数f(x)收敛于A,记为lim
x→c

 f(x)=A。

命题2[17] 设f(x)是定义在Rn 上的区间值函数,A=[aL,aU]是定义在R上的区间,则lim
x→c

 f(x)=A 当且

仅当lim
x→c

 fL(x)=aL 和lim
x→c

 fU(x)=aU 成立。

根据命题1与命题2可得区间值函数连续性的如下性质。
命题3[17] 设区间值函数f:Rn→I,f 在x∈Rn 处连续,当且仅当fL 和fU 都在x0 处连续。

定义2[24] 设区间值函数f:Rn→I,X∈Rn,则:1)
 

如果fL 和fU 都在x0∈X 处是可微的,则称f 在x0∈
X 处是弱可微的;2)

 

如果fL 和fU 都在x0∈X 处是连续可微的,则称f 在x0∈X 处是弱连续可微的。
下面回顾E-可微实值函数与E-可微区间值函数的定义。
定义3[19] 设实值函数F:Rn→I,x0∈R,E:Rn→Rn,称F 在x0 处E-可微当且仅当F(E(·))是一个可微

实值函数,即:F(E(x))=F(E(x0))+�F(E(x))(x-x0)+θ(x0,x-x0)x-x0 ,其中:当x→x0 时,

θ(x0,x-x0)→0。

定义4[19] 设区间值函数f:Rn→I,x0∈R,E:Rn→Rn,称f(x)=[fL(x),fU(x)]在x0 处E-可微当且仅

当实值函数fL(E(·))和fU(E(·))是可微函数,即:

fL(E(x))=fL(E(x0))+�fL(E(x))(x-x0)+θL(x0,x-x0)x-x0 ,

fU(E(x))=fU(E(x0))+�fU(E(x))(x-x0)+θU(x0,x-x0)x-x0 ,

其中:当x→x0 时,θL(x0,x-x0)→0,θU(x0,x-x0)→0。
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2 E-α-预不变凸区间值函数的定义及基本性质

本节用LU序关系定义了一类新的区间值函数———E-α-预不变凸区间值函数,并给出它的定义及基本性

质。在本文中,设Rn 为n 维欧几里得空间,K 为Rn 的一个非空子集,α:K×K→R\{0}为实值函数,η:K×K→
Rn 为非零向量值函数,E:K→K 为映射。

定义5[21] 如果对任意x,y∈K,λ∈[0,1],存在η和α,使得E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y))∈
K,则称K 为关于η和α的E-α-不变凸集。

下面回顾E-α-预不变凸实值函数的定义。
定义6[11] 设K 为关于η和α的E-α-不变凸集。如果存在函数F:Rn→R,对任意x,y∈K,λ∈[0,1],有:

F(E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))≤λF(E(x))+(1-λ)F(E(y)),则称F 是关于η 和α 的E-α-预
不变凸实值函数。

受已有文献[11,15,18]启发,下面给出E-α-预不变凸区间值函数的定义。
定义7 设K 为关于η和α的E-α-不变凸集。如果存在区间值函数f:Rn→R,对任意x,y∈K,λ∈[0,1],

有:f(E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))⪯LUλf(E(x))+(1-λ)f(E(y)),则称f 是关于η 和α 的E-
α-预不变凸区间值函数。

注1 f 是定义在K 上关于η和α的E-α-预不变凸区间值函数,当且仅当fL 和fU 是定义在K 上关于同

一η和α的E-α-预不变凸实值函数。
下面用例子来说明E-α-区间值函数的存在性。
例1 设 K=[-2,-1]∪[1,2],f(x)=[x+3,x+7],α(E(x),E(y))=E(x)·E(y),E(x)=

x2,x ≤ 2

1,x > 2 
 

,η(E(x),E(y))=
(E(x)-E(y))/(E(x)·E(y)),xy>0
(1-E(y))/(E(x)·E(y)),xy<0 

 

,取任意x,y∈K,λ∈[0,1]。

验证 首先K 是关于η和α的E-α-不变凸集,这是显然成立的。下面将验证f 是E-α-预不变凸区间值函

数。根据定义7可得E-α-预不变凸函数有:

F(E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))⪯LUλF(E(x))+(1-λ)F(E(y))。
因为f 是区间值函数,所以可展开为区间形式,下面分类进行讨论。

1)
 

当E(x)=x2 且xy>0时,有:

f(E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))=[(1-λ)y2+λx2+3,(1-λ)y2+λx2+7],

λf(E(x))+(1-λ)f(E(y))=[λx2+(1-λ)y2+3,λx2+(1-λ)y2+7]。
根据注1可知,在E(x)=x2 且xy>0的情况下满足:

f(E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))⪯LUλf(E(x))+(1-λ)f(E(y))。

2)
 

当在E(x)=x2 且xy<0时,有:

f(E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))=[λ+(1-λ)y2+3,λ+(1-λ)y2+7],

λf(E(x))+(1-λ)f(E(y))=[λx2+(1-λ)y2+3,λx2+(1-λ)y2+7]。

由 x ≤ 2,有1≤x2≤2,则:

fL(E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))-(λfL(E(x))+(1-λ)fL(E(y)))=
λ+(1-λ)y2+3-λx2-(1-λ)y2-3=λ-λx2≤0,

fU(E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))-(λfU(E(x))+(1-λ)fU(E(y)))=
λ+(1-λ)y2+7-λx2-(1-λ)y2-7=λ-λx2≤0。

所以,在E(x)=x2 且xy<0情形下满足:

f(E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))⪯LUλf(E(x))+(1-λ)f(E(y))。
3)

 

当E(x)=1且xy>0时,有:

f(E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))=[4,8],
λf(E(x))+(1-λ)f(E(y))=[4,8],

则在E(x)=1且xy>0情形下满足:

f(E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))⪯LUλf(E(x))+(1-λ)f(E(y))。
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4)
 

当E(x)=1且xy<0时,同理可得类似结果。
综上所述,f 是E-α-预不变凸区间值函数。
定理1 设K 为关于η和α的E-α-不变凸集。如果F 是定义在K 上的E-α-预不变凸E-可微函数,则对任

意x1,x2∈K,有:α(E(x1),E(x2))η(E(x1),E(x2))�F(E(x2))T≤F(E(x1))-F(E(x2))。
证明 由F 是定义在K 上的E-α-预不变凸E-可微函数可得:

F(E(x2)+λα(E(x1),E(x2))η(E(x1),E(x2)))≤
λF(E(x1))+(1-λ)F(E(x2))=F(E(x2))+λ(F(E(x1))-F(E(x2))),

则上式对任意λ>0,有:

F(E(x2)+λα(E(x1),E(x2))η(E(x1),E(x2)))-F(E(x2))
λ ≤F(E(x1))-F(E(x2)),

即:

α(E(x1),E(x2))η(E(x1),E(x2))·
F(E(x2)+λα(E(x1),E(x2))η(E(x1),E(x2)))-F(E(x2))

λα(E(x1),E(x2))η(E(x1),E(x2))
≤

F(E(x1))-F(E(x2))。
求极限当λ→0+可得:α(E(x1),E(x2))η(E(x1),E(x2))�F(E(x2))T≤F(E(x1))-F(E(x2))。 证毕

定理2 设K 为关于η和α的E-α-不变凸集。如果f 是定义在K 上的E-α-预不变凸E-可微区间值函数,
则对任意x1,x2∈K,有:

α(E(x1),E(x2))η(E(x1),E(x2))�fL(E(x2))T≤fL(E(x1))-fL(E(x2)),
且

α(E(x1),E(x2))η(E(x1),E(x2))�fU(E(x2))T≤fU(E(x1))-fU(E(x2))。
证明 由LU序关系、注1和定理2可证。 证毕

条件C
 [21] 设K 为关于η和α的E-α-不变凸集,称η和α满足条件C;若对任意x,y∈K,任意λ∈[0,1],

有:
(1-λ)η(E(x),E(y))=η(E(x),E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y))),

-λη(E(x),E(y))=η(E(y),E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))。
注2 不难验证,η和α满足条件C时,非零向量函数η满足以下单射性质,即对任意x,y∈K,有:

η(x,y+λα(x,y)η(x,y))=η(y,y+λα(x,y)η(x,y))⇒x=y。
文献[21]得出了如下重要性质。
引理1

 [21] 设K 为关于η和α的E-α-不变凸集,且E(·)是满射。假设对任意x,y∈K,任意λ∈[0,1],
有:

-λη(E(x),E(y))=η(E(y),E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y))),

α(E(x),E(y))=α(E(y),E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y))),
则对任意λ1,λ2∈(0,1],有:

η(E(y)+λ1α(E(x),E(y))η(E(x),E(y)),E(y)+λ2α(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))=
(λ1-λ2)η(E(x),E(y)), (1)

且

α(E(y)+λ1α(E(x),E(y))η(E(x),E(y)),E(y)+λ2α(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))=α(E(x),E(y))。
(2)

受引理1启发可得如下引理。
引理2 设K 为关于η和α的E-α-不变凸集。假设η和α满足引理1条件且满足条件C,则对任意x,y∈

K,任意λ∈[0,1],有:α(E(x),E(y))=α(E(x),E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))。
证明 当式(1)中λ1=1时,由引理1和条件C可得:

η(E(y)+α(E(x),E(y))η(E(x),E(y)),E(y)+λ2α(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))=
(1-λ2)η(E(x),E(y))=η(E(x),E(y)+λ2α(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))。

通过上式与注2可知,E(x)=E(y)+α(E(x),E(y))η(E(x),E(y))。当式(2)中λ1=1且E(x)=E(y)+
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α(E(x),E(y))η(E(x),E(y))时,有:

α(E(x),E(y))=α(E(y)+α(E(x),E(y))η(E(x),E(y)),E(y)+λ2α(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))=
α(E(x),E(y)+λ2α(E(x),E(y))η(E(x),E(y))),

所以α(E(x),E(y))=α(E(x),E(y)+λα(E(x),E(y))η(E(x),E(y)))成立。 证毕

定理3 设K⊂Rn 是关于η和α的E-α-不变凸集,f 是定义在K 上的E-可微区间值函数。假设η 和α 满

足条件C且满足引理2的假设,对任意x1,x2∈K,有:

α(E(x1),E(x2))η(E(x1),E(x2))�fL(E(x2))T≤fL(E(x1))-fL(E(x2)),

α(E(x1),E(x2))η(E(x1),E(x2))�fU(E(x2))T≤fU(E(x1))-fU(E(x2)),
则f 是关于同一η和α的E-α-预不变凸区间值函数。

证明 设x1,x2∈K,λ∈[0,1],且由E-α-不变凸集的定义可得:

E(x)=E(x2)+λα(E(x1),E(x2))η(E(x1),E(x2))∈K。
由定理2可知,在E(x1)、E(x)这2点处有:

α(E(x1),E(x))η(E(x1),E(x))�fL(E(x))T≤fL(E(x1))-fL(E(x)) (3)
与

α(E(x1),E(x))η(E(x1),E(x))�fU(E(x))T≤fU(E(x1))-fU(E(x))。 (4)
同理,在E(x2)、E(x)这2点处有:

α(E(x2),E(x))η(E(x2),E(x))�fL(E(x))T≤fL(E(x2))-fL(E(x)) (5)
与

α(E(x2),E(x))η(E(x2),E(x))�fU(E(x))T≤fU(E(x2))-fU(E(x))。 (6)
将式(3)乘以λ、式(5)乘以(1-λ),然后相加可得:

λfL(E(x1))+(1-λ)fL(E(x2))-fL(E(x))≥
�fL(E(x))T(λα(E(x1),E(x))η(E(x1),E(x))+(1-λ)α(E(x2),E(x))η(E(x2),E(x)))。

由E(x)=E(x2)+λα(E(x1),E(x2))η(E(x1),E(x2))与条件C可知:

λα(E(x1),E(x))η(E(x1),E(x))+(1-λ)α(E(x2),E(x))η(E(x2),E(x))=
λα(E(x1),E(x))(1-λ)η(E(x1),E(x2))+(1-λ)α(E(x2),E(x))(-λ)η(E(x1),E(x2)))=

λ(1-λ)η(E(x1),E(x2))(α(E(x1),E(x))-α(E(x2),E(x)))。
由引理1与引理2可知α(E(x1),E(x))-α(E(x2),E(x))=0,则有:

λfL(E(x1))+(1-λ)fL(E(x2))-fL(E(x))≥0,
即λfL(E(x1))+(1-λ)fL(E(x2))≥fL(E(x))。

同理,将式(4)乘以λ、式(6)乘以(1-λ),然后相加可得λfU(E(x1))+(1-λ)fU(E(x2))≥fU(E(x))。
综上所述,fL 和fU 都是关于同一η 和α 的E-α-预不变凸实值函数。由注1可得,f 是关于同一η 和α 的

E-α-预不变凸区间值函数。 证毕

3 E-α-预不变凸区间值优化问题最优性条件

本节主要研究一类E-α-预不变凸区间值优化问题的最优性条件。本节中均假设E 既是单射又是满射,K
为关于η和α的E-α-不变凸集,在E-可微的情形下建立如下优化问题(IVOPE):

(IVOPE) 
min

 

f(E(x))=[fL(E(x)),fU(E(x))],

s.t.
 

Gi(E(x))⪯LU[0,0],
 

i=1,…,m,

x∈XE,

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

其中:f 与Gi(E(x))均为定义在K 上的E-α-预不变凸区间值函数,约束条件Gi(E(x))⪯LU[0,0],由LU序关

系可得GL
i(E(x))≤0与GU

i (E(x))≤0(i=1,…,m)。令gi(E(x))∶=GL
i(E(x))≤0,hi(E(x))∶=

GU
i(E(x))≤0,gi(E(x))和hi(E(x))为E-α-预不变凸实值函数,则问题(IVOPE)的E-可行集为:

XE={x∈K:gi(E(x))≤0,
 

hi(E(x))≤0,
 

i=1,…,m},
其中:XE 为K 的E-α-不变凸子集。
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引理3[17] 给定2个矩阵A、C,下列2个系统中恰好有1个解。系统1:
 

Ax≤0,Ax≠0,Cx≤0,∃x∈Rn,
系统2:ATλ+CTμ=0,∃(λ,μ),λ>0,μ≥0。

定义8 设XE 是非空可行集,x*∈cl
 

XE(XE 的闭包)。如果存在δ>0,使得E(x*)+βd∈XE,对于所有

β∈(0,δ)成立,则称d≠0为在x*处的可行方向,D 称为可行方向集,记作:

D={d∈Rn:d≠0,s.t.E(x*)+βd∈XE,∀β∈(0,δ)}。
由文献[17]中积极约束指标集的定义可类似得到如下命题。
命题4 设 XE 是非空可行集,且x*∈XE。假设Gi 在x* 处E-可微,对于所有i=1,…,m,令J∶=

{i:gi(E(x*))=0,hi(E(x*))=0}为积极约束指标集,则有:

D⊆{d∈Rn:�gi(E(x*))Td≤0,�hi(E(x*))Td≤0,∀i∈J}。
定义9 如果不存在一可行点x∈XE,使得f(E(x))≺LUf(E(x*)),那么称x*是问题(IVOPE)的有效解。

XE={x∈K:gi(E(x))≤0,
 

hi(E(x))≤0,
 

i=1,…,m}为问题(IVOPE)的可行集且点x*∈XE。若gi,

hi 是定义在K 上的E-α-预不变凸实值函数,并且对每个i=1,…,m 在x*处连续E-可微,则称实值函数gi,hi

在x*处满足KKT假设条件。
下面给出问题(IVOPE)的KKT最优性充分条件。
定理4 设f 是定义在K 上的E-可微E-α-预不变凸区间值函数,gi,hi,i=1,…,m 在x*处满足KKT假

设条件。如果存在拉格朗日乘子0<λL,λU∈R且0≤μL
i,μU

i∈R,i=1,…,m,有:

λL �fL(E(x*))+∑
m

i=1
μL

i �gi(E(x*))=0, (7)

λU �fU(E(x*))+∑
m

i=1
μU

i �hi(E(x*))=0, (8)

μL
igi(E(x*))=0,i=1,…,m, (9)

μU
ihi(E(x*))=0,i=1,…,m, (10)

则x*是问题(IVOPE)的有效解。
证明 假设x*不是问题(IVOPE)的有效解,则存在x≠x*,使得f(E(x))≺LUf(E(x*))。由f(E(x))≺LU

 

f(E(x*))可知:fL(E(x))<fL(E(x*)),fU(E(x))<fU(E(x*)),或者fL(E(x))≤fL(E(x*)),

fU(E(x))<fU(E(x*)),或fL(E(x))<fL(E(x*)),fU(E(x))≤fU(E(x*))。
不妨考虑fL(E(x))<fL(E(x*)),fU(E(x))<fU(E(x*))的情形,其他2种情况类似证明。因为f 是

E-α-预不变凸E-可微区间值函数,则由定理2可得:

0>fL(E(x))-fL(E(x*))≥�fL(E(x*))Tα(E(x),E(x*))η(E(x),E(x*)), (11)

0>fU(E(x))-fU(E(x*))≥�fU(E(x*))Tα(E(x),E(x*))η(E(x),E(x*))。 (12)
令d∶=λα(E(x),E(x*))η(E(x),E(x*))。由于XE 为E-α-不变凸子集且x,x*∈XE,可得对任意β∈

[0,1],E(x*)+βd=E(x*)+βλα(E(x),E(x*))η(E(x),E(x*))∈XE。因为E(x*)+βd∈XE,则有d∈D。
由命题4可知�gi(E(x*))Td≤0,�hi(E(x*))Td≤0,∀i∈J。将式(11)、(12)的两边同时乘以βλ>0,有:

0>�fL(E(x*))Tβλα(E(x),E(x*))η(E(x),E(x*)),

0>�fU(E(x*))Tβλα(E(x),E(x*))η(E(x),E(x*))。
令x0∶=βλα(E(x),E(x*))η(E(x),E(x*))。下面分2种情形进行考虑:

1)
 

首先讨论区间下界L情形,令A∶=�fL(E(x*))T,C∶=�gi(E(x*))T,可得Ax0<0,Cx0≤0,则由引

理3知系统2无解,即不存在λL>0,0≤μL
i∈R,i∈J,使得:

λL �fL(E(x*))T+∑
i∈J

μL
i �gi(E(x*))T=0。 (13)

由式(9)可得i=1,…,m,μL
igi(E(x*))=0,当i∉J,有gi(E(x*))≠0,即在i∉J 时,μL

i=0,所以有:

∑
i∈J

μL
i �gi(E(x*))T=∑

m

i=1
μL

i �gi(E(x*))T。 (14)

将式(14)代入式(13),则不存在λL>0,0≤μL
i∈R,i=1,…,m,使得λL�fL(E(x*))T+∑

m

i=1
μL

i �gi(E(x*))T=0,
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这与式(7)矛盾。

2)
 

对于区间上界U情形,令B∶=�fU(E(x*))T,D∶=�hi(E(x*))T,可得Bx0<0,Dx0≤0,类似可由引

理3知系统2无解,即不存在λU>0,0≤μU
i∈R,i∈J,使得

λU �fU(E(x*))T+∑
i∈J

μU
i �hi(E(x*))T=0。 (15)

同理,由式(10)可得i=1,…,m,μU
ihi(E(x*))=0,有:

∑
i∈J

μU
i �hi(E(x*))T=∑

m

i=1
μU

i �hi(E(x*))T。 (16)

将式(16)代入式(15),可知与式(8)矛盾。
综上可知,优化问题假设均不成立,故x*是问题(IVOPE)的有效解。 证毕

例2 考虑以下区间值目标规划问题:

min
 

f(E(x))=[fL(E(x)),fU(E(x))],

s.t.
 

gi(E(x))≤0,i=1,…,m,

hi(E(x))≤0,i=1,…,m,

x∈K,

其中:K=[-4,-1]∪[1,4],E(x)=
x2,x ≤2,

1,x >2, 
 

,g1(x)=x-5,hi(x)=x-1,f(x)=[x+3,x+7],

η(x,y)=

x-y
xy

,xy>0

1-y
xy

,xy<0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

 

,α(x,y)=xy。

验证 当E(x)=1时,相应的目标函数f(E(x))=[4,8],约束函数为g1(E(x))=-2,hi(E(x))=0。当

E(x)=x2 时,对任意x,y∈K,通过计算可得gi(E(x))=x2-5,hi(E(x))=x2-1,f(E(x))=[x2+3,x2+7]。
易证K 是关于η和α的E-α-不变凸集。由例1证明类似可得到f(x)是E-α-预不变凸区间值函数,gi(x)、

hi(x)是E-α-预不变凸实值函数,通过计算可得:fL(E(x))=x2+3,fU(E(x))=x2+7,满足定理4条件,即:

λL2x+μ1=0,λU2x-μ2=0,μ1gi(E(x))=μ1(x2-5)=0,μ2hi(E(x))=μ2(x2-1)=0。

由μ2x*-μ2=0可知x=±1。当x=-1时,不存在λ>0,则只有当x 的取值为1时,存在λ1=
1
2
,λ2=

1
2
,

μ1=0,μ2=1满足条件。即x=1时,定理4中式(7)、(8)、(9)和(10)均可满足,则由定理4可知x=1是区间值

目标规划问题的有效解,分别如图1(阴影部分即为目标函数部分)和图2(阴影部分即为满足条件的约束函数部

分)所示。

图1 目标函数图像

Fig.1 Objective
 

function
 

image

图2 约束函数图像

Fig.2 Constraint
 

function
 

image
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Abstract:
 

A
 

new
 

class
 

of
 

generalized
 

convex
 

interval
 

valued
 

functions,
 

E-α-preinvex
 

interval
 

valued
 

functions,
 

is
 

obtained
 

under
 

the
 

LU
 

order
 

relationship,
 

and
 

related
 

properties
 

and
 

optimality
 

conditions
 

are
 

obtained.
 

Combining
 

theoretical
 

deduction
 

and
 

examples,
 

an
 

example
 

is
 

provided
 

to
 

verify
 

the
 

existence
 

of
 

E-α-preinvex
 

interval
 

valued
 

functions,
 

and
 

the
 

basic
 

properties
 

of
 

E-α-preinvex
 

interval
 

valued
 

functions
 

are
 

discussed.
 

The
 

necessary
 

conditions
 

for
 

E-differentiable
 

cases
 

are
 

obtained.
 

Finally,
 

the
 

optimality
 

sufficient
 

conditions
 

for
 

the
 

E-α-preinvex
 

interval
 

valued
 

programming
 

problem
 

under
 

interval
 

valued
 

constraints
 

are
 

obtained,
 

and
 

an
 

example
 

is
 

given
 

to
 

verify
 

the
 

conclusion.
 

This
 

study
 

extends
 

generalized
 

convex
 

function
 

to
 

the
 

case
 

of
 

E-α-preinvex
 

interval
 

valued
 

function,
 

which
 

to
 

some
 

extent
 

enriches
 

the
 

study
 

of
 

generalized
 

convex
 

functions
 

and
 

makes
 

their
 

applications
 

more
 

widespread.
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