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摘要:极小极大问题是博弈论和机器学习中的一类重要问题。目前已有大量基于目标函数的梯度和 Hessian阵信息的优

化算法来求解这类问题。但在有些应用中,目标函数的梯度或 Hessian阵信息往往是计算昂贵或难以获取的。为此,针

对一类非凸-强凹极小极大问题,在极小极大三次正则化牛顿算法的框架下,通过基于Stein恒等式的高斯平滑化方法来

近似梯度与 Hessian阵信息,进而提出一类零阶极小极大三次正则化牛顿算法。分析算法的收敛性,并得到算法达到一

个二阶平稳点时的迭代复杂度为O(ε-3/2),其中ε是算法终止所达到的精度。数值仿真实验结果表明:在相同的精度下,

所提出的算法在CPU运行时间上优于极小极大三次正则化牛顿算法。
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1 背景介绍

极小极大优化在博弈论和机器学习中扮演着重要的角色,如生成对抗网络(GANs)[1]、多代理强化学习[2]

等。目前针对凸-凹极小极大问题的算法和理论已经有大量研究成果。但对非凸-凹极小极大优化问题的算法研

究还不多见,这主要是由于问题的非凸性对算法设计带来诸多挑战[3]。对于求解非凸优化问题,为了逃离鞍点,

Nesterov等人[4]在传统牛顿算法基础上,通过引入一个三次正则项设计出了一类三次正则化牛顿算法,并得到

该算法的全局收敛性。基于三次正则化牛顿法,Luo等人[5]设计了一类极小极大三次正则化牛顿算法(min-max
 

cubic
 

regularized
 

Netvton
 

method,MCN算法)来求解一类非凸-强凹极小极大问题,并得到算法达到二阶平稳点

的迭代复杂度为O(ε-3/2),ε是算法终止所达到的精度。但 MCN算法需要在每一步迭代时计算精确的梯度与

Hessian阵信息,而在有些问题中的目标函数的梯度和Hessian阵信息往往计算昂贵或难以获取,例如机器学习

中的黑盒对抗攻击问题[2]。
近些年来,零阶优化算法在信号处理和机器学习中受到了广泛关注。零阶算法能处理函数梯度和 Hessian

阵信息难以获取或精确计算时代价过大的情况。基于目标函数的函数值信息,Xu等人[6]在2021年提出了一类

零阶交替梯度投影算法来求解一类非凸-凹优化问题,并得到算法的迭代复杂度与对应的梯度算法同阶。但上述

方法仅使用了函数的近似梯度信息,收敛速度较慢。基于Stein恒等式,借助高斯平滑化方法用函数值信息来近

似函数的梯度和Hessian阵,文献[7]提出了一种零阶的三次正则化牛顿法来求解一类非凸优化问题,该算法的

好处在于只需计算函数值,不需要精确计算梯度与 Hessian阵。如何利用函数值信息来近似目标函数的

Hessian阵,进而设计一类零阶的牛顿算法来求解极小极大优化问题是非常有意义的。
受文献[5,7]的启发,针对一类非凸-强凹优化问题中梯度和Hessian阵信息计算昂贵或难以获取的情况,基

于Stein恒等式的高斯平滑化方案[7],本文提出了一类零阶极小极大三次正则化牛顿算法(zeroth-order
 

min-
max

 

cubic
 

regularized
 

Newton
 

method,ZO-MCN算法),分析了算法的收敛性,并给出了算法的迭代复杂度为

O(ε-3/2)。数值仿真验证了算法的有效性。与文献[5]的算法相比,本文的算法不需要计算目标函数的精确梯度

和Hessian阵,仅通过函数值信息利用Stein恒等式来近似目标函数的梯度和Hessian阵。
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2 问题与算法

2.1 问题描述

考虑如下一类极小极大优化问题:

min
x∈R

dx

{Q(x)≜max
y∈R

dy
f(x,y)}, (1)

其中:f(x,y)是一个二次连续可微函数,且对任意固定的y 关于x 是非凸的,对任意固定的x 关于y 是μ-强凹

的。非凸-凹极小极大问题是机器学习领域的主要研究热点之一[3]。下面给出关于问题(1)的一些假设。
假设1 1)

 

函数f(x,y)的梯度�f(x,y)关于(x,y)是l-Lipschitz连续的,即存在一个常数l>0,使得对

于任意的x,x'∈R
dx 和任意的y,y'∈R

dy 有 �f(x,y)-�f(x',y')2≤l2(x-x' 2+ y-y' 2)。另外假

设存在一个常数B>0,使得关于x 的梯度�xf(x,y)满足 �xf(x,y)≤B。

2)
 

对任意给定的y∈R
dy,f(x,y)关于x 是二次可微的。并且关于x 的 Hessian阵�2xxf(x,y)是γ-

Lipschitz连续的,即对任意x,x'∈R
dx,存在一个常数γ>0,有 �2xxf(x,y)-�2xxf(x',y)≤γ x-x' 。

3)
 

对任意给定的x∈R
dx,f(x,y)关于y 是μ-强凹的,即对任意y,y'∈R

dy,存在一个常数μ>0,有

f(x,y)≤f(x,y')+�yf(x,y)T(y-y')-μ
2 y-y' 2。

假设2 函数Q(x)≜max
y∈R

dy
f(x,y)有下界,即Q*=inf

x∈R
dx
Q(x)>-∞。

2.2 梯度估计和Hessian阵估计

对于某些极小极大优化问题[2],梯度和Hessian阵信息往往是不容易得到的,甚至不可用。为此,本文借助

Nesterov的高斯平滑化方法[8],用函数值信息近似估计函数的梯度和Hessian阵。考虑f 的平滑化函数:

fv(x,y)=
1

(2π)
dx/2∫

 

f(x+vu,y)e- u 2/2du=E[f(x+vu,y)],

这里u~N(0,Idx
)为标准正态分布的随机向量,v>0为平滑化参数,E

 

表示数学期望。fv(x,y)的梯度估计定

义为:

Gv(x,y;u)=
f(x+vu,y)-f(x,y)

v u,u~N(0,Idx
)。 (2)

fv(x,y)的Hessian阵估计定义为:

Hv(x,y;u)=
1
2v2(uu

T-Idx
)[f(x+vu,y)+f(x-vu,y)-2f(x,y)],u~N(0,Idx

)。 (3)

在假设1的条件下,根据一阶和二阶Stein恒等式[7]有:

E
 

[Gv(x,y;u)]=�xfv(x,y),E
 

[Hv(x,y;u)]=�2xxfv(x,y),
即Gv(x,y;u)是�xfv(x,y)的一个无偏估计,Hv(x,y;u)是�2xxfv(x,y)的一个无偏估计。由此,仅需利用计

算较为简单的函数值信息即可估计函数的梯度和Hessian阵。下面的2个引理给出了Q(x)的一些性质。
引理1[9] 若f 满足假设1中的1)和3),那么有:

1)
 

Q(x)的梯度�Q(x)=�xf(x,y*(x))是(ζ+1)l-Lipschitz连续的,这里ζ=l/μ;

2)
 

y*(x)=arg
 

max
y∈R

dy
f(x,y)是唯一,且是ζ-Lipschitz连续的。

引理2[5] 若f 满足假设1,那么有:

1)
 

Q(x)在点y*(x)处有

�2Q(x)=�2xxf(x,y)-�2xyf(x,y)[�2yyf(x,y)]-1 �2yxf(x,y);

2)
 

�2Q(x)是ω-Lipschitz连续的,其中ω=42ζ3γ,即对任意的x,x'∈R
dx,有:

�2Q(x)-�2Q(x')≤ω x-x' 。
在后面的证明中,本文将用到平滑函数fv 的一些性质。

引理3[8] 1)
 

设u∈N(0,Idx
),则对任意的t≥2有E[u t]=

1
(2π)

dx/2∫u te- u 2/2du ≤ (dx +t)t/2
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成立。

2)
 

如果假设1成立,则函数fv 关于x 的梯度�xfv 是lfv-Lipschitz连续的,即存在一个常数lfv>0,使得对

任意的x,x'∈R
dx,有 �xfv(x,y)-�xfv(x',y)≤lfv x-x' 成立,其中lfv≤l。

下面2个引理表明 Hv(x,y;u)和�2xxfv(x,y)-�2xxf(x,y)的范数有上界。

引理4[7] 若假设1满足,Hv(x,y;u)由式(3)给出,则有:

E[Hv(x,y;u)4
F]≤(dx+16)8

γ4(dx+16)2v4

9 +l4  。 (4)

与文献[7]中引理6的证明相似,可以得到 �2xxfv(x,y)-�2xxf(x,y)的一个上界。
引理5 若假设1满足,Hv(x,y;u)由式(3)给出,则有:

�2xxfv(x,y)-�2xxf(x,y)≤
γv(dx+6)5

/2

4
。 (5)

2.3 算法

定义1[5] 对任意给定的ε>0和ω>0,如果点x*∈R
dx 满足 �Q(x*)≤ε,则称点x*是Q(x)的一个ε

一阶平稳点。若同时还满足�2Q(x*)⪰- ωεI,则称x*是Q(x)的一个(ε,ωε)二阶平稳点。
基于 MCN算法[5],借助有关梯度和Hessian阵的近似估计,本文设计一类ZO-MCN算法来找寻问题(1)中

Q(x)的一个二阶平稳点。在此之前,先给加速梯度算法(accelerated
 

gradient
 

descent
 

algorithm,AGD)。
算法1 yt=AGD(xt-1,yt-1,Mt,α,β)的伪代码如下。

步骤1,初始化ŷ0=yt-1 和y~0=yt-1,设置α=
1
l

和β=
ζ-1

ζ+1
。

步骤2,对于m=0,1,…,Mt,按照如下规则更新:

ŷm+1=y~m+α�yf(xt-1,y~m),

y~m+1=ŷm+1+β(ŷm+1-ŷm)。

步骤3,输出yt=y~Mt+1
。

算法2 ZO-MCN算法的伪代码如下。

步骤1,初始化x0∈R
dx 和y0∈R

dy。对给定的ε>0,选取合适的T≥1,平滑化参数v>0,非负序列{rt}Tt=1
满足rt≥ω,正整数序列{at}Tt 和{bt}Tt=1 以及{Mt}Tt=1。

步骤2,对t=1,…,T,

i)
 

更新yt:yt=AGD(xt-1,yt-1,Mt,α,β)。

ii)
 

随机产生uG
t,j~N(0,Idx

)和uH
t,i~N(0,Idx

),计算Gt
v 和Ht

v:

Gt
v =
1
at
∑
at

j=1

f(xt-1+vuG
t,j,yt)-f(xt-1,yt)

v uG
t,j, (6)

Ht
v =
1
bt
∑
bt

i=1

f(xt-1+vuH
t,i,yt)+f(xt-1-vuH

t,i,yt)-2f(xt-1,yt)
2v2

(uH
t,i(uH

t,i)T-Idx
)。 (7)

更新xt:xt=arg
 

min
x∈R

dx
f̂(x,xt-1,Gt

v,Ht
v,rt),其中

f̂(x,xt-1,Gt
v,Ht

v,rt)=<Gt
v,x-xt-1>+

1
2
<Ht

v(x-xt-1),x-xt-1>+
rt

6 x-xt-1
3。

如果 xt-xt-1 <
1
2 ε/rt,则算法终止。

步骤3,输出(xt,yt)。
注1 1)

 

ZO-MCN算法是先固定变量x=xt-1,利用AGD算法更新yt;然后固定y=yt 计算近似的梯度

和Hessian阵,并利用三次正则化牛顿算法更新xt。

2)
 

对比 MCN算法[5],本文借助函数值信息来近似计算函数的梯度和 Hessian阵,好处是能处理梯度信息
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和Hessian阵信息难以获取的情况。

2.4 收敛性分析

为了证明算法的收敛性,先根据文献[4]的结果给出算法1中的三次正则化子问题的最优性条件。

引理6 令xt=arg
 

min
x∈R

dx
f̂(x,xt-1,Gt

v,Ht
v,rt),则有:

Gt
v+Ht

v(xt-xt-1)+
rt

2 xt-xt-1 (xt-xt-1)=0,

Ht
v+

rt

2 xt-xt-1 Idx⪰0,

(Gt
v)T(xt-xt-1)+

1
2
(xt-xt-1)THt

v(xt-xt-1)+
rt

6 xt-xt-1
3≤-

rt

12xt-xt-1
3。

基于上述最优性条件,下面分别给出梯度和Hessian阵估计量方差的一个上界。
引理7[7] 在假设1条件下,Gt

v 由算法1给出。有:

E[Gt
v-�xf(xt-1,y*(xt-1))2]≤

4(dx+5)B2

at
+
3v2

2l2(dx+3)3∶=(ηg
t)2。 (8)

引理8 在假设1条件下,如果bt 满足bt≥4(1+2log(2dx)),Ht
v 由算法1给出,则有:

E[Ht
v-�2xxf(xt-1,y*(xt-1))2]≤

64(1+2log(2dx))(dx+16)4l2

bt
+21γ2(dx+16)5v2∶=2(γ+rt)ηH

t , (9)

E[Ht
v-�2xxfv(xt-1,y*(xt-1))3]≤

90 1+2log(2dx)(dx+16)6l2

b3/2t
+20γ4(dx+16)8v2。 (10)

证明 首先证明式(9)成立。根据文献[10]中定理1,有:

E[Ht
v -�2xxfv(xt-1,y*(xt-1))2]≤

8(1+2log(2dx))
b2t ∑

bt

i=1
E[Δ2t,i]+4(1+2log(2dx))E[max

i
Δt,i

2]  (11)

其中:Δt,i=Hv(xt-1,y*(xt-1);uH
t,i)-�2xxfv(xt-1,y*(xt-1))。由引理4可得:

E[Hv(xt-1,y*(xt-1);uH
t,i)2]≤(dx+16)4

γ2(dx+16)2v2

3 +l2  , (12)

从而有:

E[Δt,i
2]≤4E[Hv(xt-1,y*(xt-1);uH

t,i)2]≤
4(dx+16)4(γ2(dx+16)v2+3l2)

3
, (13)

其中:第1个不等式由(m-n)2≤2m2+2n2 以及E[Hv(x,y;u)]=�2xxfv(x,y)可得,第2个不等式由式(12)
得到。注意到bt≥4(1+2log(2dx)),并由Jensen不等式

∑
bt

i=1
E[Δ2t,i]≤∑

bt

i=1
E[Δ2t,i]≤∑

bt

i=1
E[Δt,i

2],

以及式(11)和(13)可得

E[Ht
v-�2xxfv(xt-1,y*(xt-1))2]≤

64(1+2log(2dx))(dx+16)4

3bt
(γ2(dx+16)v2+3l2), (14)

结合式(14)和(5)即证得式(9)。
接下来证式(10)成立。通过Höhlder不等式可得:

E[Ht
v-�2xxfv(xt-1,y*(xt-1))3]≤

E[Ht
v-�2xxfv(xt-1,y*(xt-1))· Ht

v-�2xxfv(xt-1,y*(xt-1))2
F]≤

E[H
 

t
v-�2xxfv(xt-1,y*(xt-1))2]·E[Ht

v-�2xxfv(xt-1,y*(xt-1))4
F]。 (15)

由Rosenthal不等式[11]以及式(4)可得:
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E[Ht
v-�2xxfv(xt-1,y*(xt-1))4

F]≤
18E[Δt,i

4
F]

b2t
≤
18(dx+16)8(γ4(dx+16)2v2+9l4)

b2t
,

由上述不等式,并结合式(14)和(15)可得式(10)。 证毕

为了证明主要结果,下面将分别给出 xt-xt-1 的一个下界和上界估计。
引理9 如果假设1成立,序列{(xt,yt)}由算法1产生。有:

E
 

[xt-xt-1
2]≥

max E
 

[�xf(xt,y*(xt-1))]-ηg
t-ηH

t

γ+rt
, -2
2γ+rt

[E[λmin(�2xxf(xt,y*(xt-1)))]+ 2
 

(γ+rt)ηH
t ]  。

证明 由文献[4]中引理1可知:

 �xf(xt,y*(xt-1))-�xf(xt-1,y*(xt-1))-�2xxf(xt-1,y*(xt-1))(xt-xt-1)≤
γ
2 xt-xt-1

2。 (16)

由三角不等式和引理6有:
�xf(xt,y*(xt-1))≤

�xf(xt,y*(xt-1))-�xf(xt-1,y*(xt-1))-�2xxf(xt-1,y*(xt-1))(xt-xt-1)+

�xf(xt-1,y*(xt-1))-Gt
v + �2xxf(xt-1,y*(xt-1))-Ht

v xt-xt-1 +
rt

2 xt-xt-1
2≤

γ+rt

2 xt-xt-1
2+ �xf(xt-1,y*(xt-1))-Gt

v + �2xxf(xt-1,y*(xt-1))-Ht
v xt-xt-1 ≤

(γ+rt)xt-xt-1
2+ �xf(xt-1,y*(xt-1))-Gt

v +
�2xxf(xt-1,y*(xt-1))-Ht

v
2

2(γ+rt)
。

其中第2个不等式由式(16)可得,第3个不等式由Hölder不等式可得。对上述不等式两边同时取期望,并注意

到式(8)和(9),可得:
(E[�xf(xt,y*(xt-1))]-ηg

t-ηH
t )

γ+rt
≤E[xt-xt-1

2]。 (17)

由假设1可得:
�2xxf(xt,y*(xt-1))⪰�2xxf(xt-1,y*(xt-1))-γ xt-xt-1 Idx⪰

�2xxf(xt-1,y*(xt-1))-Ht
v-
(2γ+rt)xt-xt-1

2 Idx
,

其中第2个不等式由引理6得到。将上式整理可得:
(2γ+rt)xt-xt-1

2 ≥λmin(�2xxf(xt-1,y*(xt-1))-Ht
v)-λmin(�2xxf(xt,y*(xt-1)))。

上述不等式两边同时取期望,并结合Jensen不等式和式(9),有:

E
 

[xt-xt-1
2]≥E[xt-xt-1 ]≥

-2
2γ+rt

[2
 

(rt+γ)ηH
t +E[λmin(�2xxf(xt,y*(xt-1)))]]。

最后结合上述不等式与式(17)可证得引理9成立。 证毕

引理10 在引理9的条件下,序列{(xt,yt)}由算法1产生。对任意给定的T≥1,有:

E[xt-xt-1
3]≤

36

∑
T

t=1
rt

Q(x0)-Q* +∑
T

t=1

4(ηg
t)3

/2

3rt

+∑
T

t=1

3242
r2t

((γ+rt)ηH
t )3

/2􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 。

证明 由引理2以及rt≥ω 有:

Q(xt)-Q(xt-1)-<�Q(xt-1),xt-xt-1>-
1
2
<xt-xt-1,�2Q(xt-1)(xt-xt-1)>≤

rt

6 xt-xt-1
3。

由算法1中f̂(x,xt-1,Gt
v,Ht

v,rt)定义,结合上式可得:

Q(xt)≤Q(xt-1)+f̂(xt,xt-1,Gt
v,Ht

v,rt)+ �Q(xt-1)-Gt
v xt-xt-1 +

1
2

�2Q(xt-1)-Ht
v xt-xt-1

2。 (18)
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由引理6有:

f̂(xt,xt-1,Gt
v,Ht

v,rt)≤-
rt

12xt-xt-1
3,

将上述不等式与式(18)结合,可得:

rt

12xt-xt-1
3≤Q(xt-1)-Q(xt)+ �Q(xt-1)-Gt

v xt-xt-1 +
1
2

�2Q(xt-1)-Ht
v xt-xt-1

2≤

Q(xt-1)-Q(xt)+
4
3rt

�Q(xt-1)-Gt
v

3/2+ 92
rt  

2

�2Q(xt-1)-Ht
v

3+
rt

18xt-xt-1
3, (19)

其中第2个不等式由Young不等式得到。式(19)两边同时取期望,并利用式(8)和(9),整理可得:

rt

36E
[xt-xt-1

3]≤Q(xt-1)-Q(xt)+
4(ηg

t)3
/2

3rt

+
3242
r2t

((γ+rt)ηH
t )3

/2。

对上述不等式两端从1到T 求和,然后两边同除以∑
T

t=1
rt,可证得引理10成立。 证毕

基于以上引理,下面给出算法1的主要结果。
定理1 如果假设1成立,序列{(xt,yt)}由算法1产生。对任意给定的ε>0,在算法1中令:

at=
26(dx+5)B2

ε2
,bt=

2(1+2log(2dx))l2

ωε
(4(dx+16))4,rt=ω,

v≤
1
2min

ε
l(dx+3)3

/2,
ωε

36γ2(dx+16)5  。 (20)

则至多经过T=
192 ω(Q(x0)-Q*)

ε3/2
次迭代,xT 是Q(x)的一个(ε,ωε)二阶平稳点,即xT 满足:

 

max E[�Q(xT)],-
2
ωE[λmin(�2Q(xT))]  ≤12ε。 (21)

证明 首先证明经过至多T 次迭代后序列{xt}满足算法1的终止条件 xt-xt-1 <
1
2

ε
ω
。利用引理1

和引理2,根据定理1中at 和bt 以及v 的选取,可以得到式(8)和(9)中的ηg
t=
2ε
5

和ηH
t =

ε
38
。这样,式(8)和(9)

可分别表示为:

E[�Q(xt-1)-Gt
v ]≤Cgε,E[�2Q(xt-1)-Ht

v ]≤CH ωε, (22)

这里Cg=
1
192
,CH=

1
48
。下面假设算法1在T 步以前都有 xt-xt-1 ≥

1
2

ε
ω
。考虑:

Q(xt)-Q(xt-1)≤

�Q(xt-1)T(xt-xt-1)+
1
2
(xt-xt-1)T �2Q(xt-1)(xt-xt-1)+

ω
6 xt-xt-1

3≤

-
ω
12xt-xt-1

3+Cgε xt-xt-1 +
CH ωε
2 xt-xt-1

2≤

-
ω
12xt-xt-1

3+4Cgω xt-xt-1
3+CHω xt-xt-1

3,

其中:第1个不等式由引理2可得,第2个不等式由式(22)并结合引理6可得,第3个不等式由上面的假设

xt-xt-1 ≥
1
2

ε
ω

得到。将上式整理可得:

1
8
1
12-4Cg-CH  ε3

ω ≤
1
12-4Cg-CH  ω xt-xt-1

3≤Q(xt-1)-Q(xt)。 (23)

注意到
1
8
1
12-4Cg-CH  ε3

ω =
1
192

ε3

ω >0
。将上述不等式(23)按t=1,…,T 求和,有:

12第2期            高瑞成,等:一类非凸-强凹极小极大问题的零阶优化算法



T
192

ε3

ω ≤Q
(x0)-Q(xT)≤Q(x0)-Q*。

由上式求得迭代次数T≤
192 ω(Q(x0)-Q*)

ε3/2
。这表明序列{xt}在至多T=

192 ω(Q(x0)-Q*)
ε3/2

次迭代后

都能满足算法1的终止条件 xt-xt-1 <
1
2

ε
ω
。

 

下证经过T 次迭代后xT 是Q(x)的一个(ε,ωε)二阶平稳点,即证式(21)成立。将式(20)中的参数取值以

及ηg
t=
2ε
5

和ηH
t =

ε
38

代入引理10,并注意到γ≤ω,有:

E[xt-xt-1
3]≤

1
ω3/2

36 ω(Q(x0)-Q*)
T +279ε3/2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ≤

280
ω3/2ε

3/2, (24)

其中:第2个不等式由选取T=
192 ω(Q(x0)-Q*)

ε3/2
得到。再将式(20)中的参数取值代入引理9,有

max E
 

[�Q(xT)]
2ω

,-E
[λmin(�2Q(xT))]

ω  ≤
E

 

[xT-xT-1
2]+

ε
ω ≤[E[xT-xT-1

3]]1/3+
ε
ω ≤(1+(280)1/3)

ε
ω
,

其中:第2个不等式由Jensen不等式可得,第3个不等式由式(24)可得。最后,上式可证得式(21)。再由定义1

可知,此时的xT 是Q(x)的一个(ε,ωε)二阶平稳点。 证毕

注2 1)
 

由定理1的结果知,ZO-MCN算法的迭代复杂度为T=O(ε-3/2)。另外,根据at 和bt 的选取可

得,计算近似梯度和近似Hessian阵所需函数值的总采样次数分别为O(dxε-7/2)和O(d4
xε-5/2)。

2)
 

通过对比,本文提出的ZO-MCN算法与 MCN算法[5]的迭代复杂度是同阶的,但本文提出的算法不需要

计算精确的梯度和Hessian阵信息。

3 数值实验

下面通过求解2个不同维度的问题来测试ZO-MCN 算法的数值表现。实验环境为笔记本电脑 AMD
 

Ryzen
 

54600U
 

处理器,16
 

GB
 

RAM,所有算法均用 Matlab编码实现。
例1 考虑一个非凸-强凹的合成极小极大问题[5]:

min
x∈R3

max
y∈R2

 f(x,y)∶=φ(x3)-
y2
1

20+x1y1-
5y2

2

2 +x2y2,

这里x=[x1,x2,x3]T,y=[y1,y2]T,且φ(·)如下所示:

φ(z)=

θ(z+(C+1)θ)2-
1
3
(z+(C+1)θ)3-

1
3
(3C+1)θ3/2,z≤-Cθ;

θz+
θ3/2

3
,-Cθ<z≤-θ;

-θz2-
z3

3
,-θ<z≤0;

-θz2+
z3

3
,0<z≤θ;

-θz+
θ3/2

3
,θ<z≤Cθ;

θ(z-(C+1)θ)2+
1
3
(z-(C+1)θ)3-

1
3
(3C+1)θ3/2,Cθ≤z。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

 

容易证明点(x0,y0)=([0,0,0]T,[0,0]T)是该问题的一个一阶平稳点。
首先考虑采样次数对ZO-MCN算法收敛性结果和CPU运行时间的影响。图1与图2给出了4种不同采
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样次数设置情形下,ZO-MCN算法达到预设精度ε=1e-4时所需迭代次数和CPU运行时间的对比结果。由图

1可以看到,ZO-MCN算法所需的迭代次数随着采样次数a 和b的增加而减少,其中采样次数a=5和b=2时

收敛效果较差,采样次数a=35和b=20时收敛效果较好。从图2可以看到,算法所需的CPU运行时间随着采

样次数a 和b的增加而增加,其中采样次数a=35和b=20时CPU运行时间较多,采样次数a=5和b=2时

CPU运行时间较短。综合图1与图2来看,随着采样次数的增加,ZO-MCN算法达到预设精度时所需的迭代次

数减少,但CPU运行时间会增加,这表明ZO-MCN算法需要在采样次数和CPU运行时间上进行权衡。

图1 采样次数对ZO-MCN算法收敛性影响

Fig.1 Influence
 

of
 

sampling
 

times
 

on
 

convergence
 

for
 

algorithm
 

ZO-MCN

图2 采样次数对ZO-MCN算法运行时间影响

Fig.2 Influence
 

of
 

sampling
 

times
 

on
 

CPU
 

time
 

for
 

algorithm
 

ZO-MCN

接下来对比ZO-MCN算法、MCN算法[5]和GDA算法[9]在收敛速度和CPU运行时间上的数值表现。在实

验中,取θ=0.01和C=5;选取初始点(x1,y1)=([10-3,10-3,10-3]T,[0,0]T),以及精度ε=1e-4。在ZO-
MCN算法中,取参数ω=10,梯度采样次数a=5,Hessian阵采样次数b=2,这里采样次数的设置可参考灵敏度

分析权衡得到。将3种算法计算的误差Q(x)-Q*与迭代次数、运行时间分别进行对比,见图3和图4。由图3
可以看到随着迭代次数的增加,3种算法都能渐进收敛到最优值。MCN算法收敛效果稍好于ZO-MCN算法,
这是因为 MCN算法使用了精确的梯度和Hessian阵信息,但本文提出的ZO-MCN算法仅仅使用了目标函数值

信息。在相同的精度下,MCN算法和ZO-MCN算法均好于GDA算法。从图4可以看出,达到相同的精度下

ZO-MCN算法的CPU时间相比GDA算法缩短了87%左右,相较 MCN算法所用CPU时间缩短了60%左右。

图3 ZO-MCN算法与 MCN、GDA算法的迭代次数对比

Fig.3 Comparison
 

of
 

iterations
 

among
 

algorithms
 

ZO-MCN,
 

MCN
 

and
 

GDA

图4 ZO-MCN算法与 MCN、GDA算法的运行时间对比

Fig.4 Comparison
 

of
 

CPU
 

time
 

among
 

algorithms
 

ZO-MCN,
 

MCN
 

and
 

GDA

例2 考虑如下一个非凸-强凹的极小极大问题[5]:

min
x∈R

dx
max
y∈R

dy
 

f(x,y)∶=
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∑
dx

i=1
xi-∑

dy

j=1
yj  3- ∑

dy

j=1
yj  2+ ∑

dy

j=1
yj  3+∑

dx

i=1
xi·∑

dy

j=1
yj + ∑

dx

i=1
xi  2-3∑

dx

i=1
xi· ∑

dy

j=1
yj  2-∑

dy

j=1
y2

j。

下面通过数值实验考察ZO-MCN算法与 MCN算法[5]在较高维数上的数值表现。在实验中,设置dx=
1

 

000,dy=100和精度ε=1e-3;初始点设为x=(1/dx,1/dx,…,1/dx)T 和y=(1/dy,1/dy,…,1/dy)T。在

ZO-MCN算法中,取参数ω=10,a=8和b=3。图5和图6给出了2种算法的迭代次数与CPU运行时间的对

比结果。由图5可以看到,在达到相同精度下,ZO-MCN算法所需迭代次数比算法 MCN稍微多一些,这是由于

MCN算法使用了精确的梯度和Hessian阵信息,而ZO-MCN算法仅使用了函数值信息。但是,MCN算法所用

的CPU时间大致为ZO-MCN算法所用时间的3倍,见图6。

图5 ZO-MCN算法与 MCN算法的收敛性对比

Fig.5 Comparison
 

of
 

convergence
 

for
 

algorithms
 

ZO-MCN
 

and
 

MCN

图6 ZO-MCN算法与 MCN算法的运行时间对比

Fig.6 Comparison
 

of
 

CPU
 

time
 

for
 

algorithms
 

ZO-MCN
 

and
 

MCN

4 结论

考虑到许多问题中目标函数的梯度和Hessian阵信息往往是难以计算或难以获取的情形,本文针对一类非

凸-凹极小极大优化问题,提出了一类零阶极小极大三次正则化牛顿算法,分析了算法的收敛性,并给出了算法的

迭代复杂度。数值仿真表明了算法的有效性。与文献[5]的算法相比,本文的算法不需要精确计算目标函数的

梯度和Hessian阵信息,仅仅需要计算目标函数的函数值信息。
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Zeroth-Order
 

Optimization
 

Algorithm
 

for
 

a
 

Class
 

of
 

Non-Convex
 

Strongly
 

Concave
 

Mini-Max
 

Problems

GAO
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XIE
 

Tao,
 

LI
 

Jueyou
(School
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Mathematical
 

Sciences,
 

Chongqing
 

Normal
 

University,
 

Chongqing
 

401331,
 

China)

Abstract:
 

A
 

class
 

of
 

mini-max
 

optimization
 

problems
 

is
 

frequently
 

encountered
 

in
 

machine
 

learning.
 

A
 

large
 

number
 

of
 

optimization
 

algorithms
 

have
 

been
 

designed
 

for
 

mini-max
 

problems
 

based
 

on
 

the
 

gradient
 

and
 

Hessian
 

matrix
 

information
 

of
 

the
 

objective
 

function.
 

However,
 

in
 

some
 

applications,
 

the
 

gradient
 

and
 

Hessian
 

matrix
 

information
 

are
 

possibly
 

computationally
 

expensive
 

or
 

difficult
 

to
 

obtain.
 

Therefore,
 

under
 

the
 

framework
 

of
 

mini-max
 

cubic
 

Newton
 

algorithm
 

(MCN),
 

a
 

zeroth-order
 

mini-max
 

cubic
 

regularized
 

Newton
 

algorithm
 

(ZO-MCN)
 

is
 

proposed
 

for
 

solving
 

the
 

non-convex
 

strongly
 

concave
 

mini-max
 

problem
 

by
 

using
 

Gaussian
 

smoothing
 

method
 

to
 

approximate
 

the
 

gradient
 

and
 

Hessian
 

matrix
 

based
 

on
 

Stein
 

identity.The
 

convergence
 

and
 

iteration
 

complexity
 

of
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

are
 

analyzed.
 

The
 

iteration
 

complexity
 

of
 

the
 

algorithm
 

is
 

the
 

order
 

of
 

O(ε-3/2)
 

for
 

achieving
 

a
 

second-order
 

stable
 

point,
 

where
 

ε
 

is
 

the
 

accuracy.
 

The
 

results
 

of
 

numerical
 

simulations
 

show
 

that:
 

under
 

the
 

same
 

accuracy,
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

is
 

better
 

than
 

the
 

algorithm
 

MCN
 

in
 

CPU
 

running
 

time.
Keywords:

 

non-convex
 

concave
 

mini-max
 

problem;
 

cubic
 

regularized
 

Newton
 

algorithm;
 

zeroth-order
 

algorithm;
 

complexity
 

analysis
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