
 2024年3月 重庆师范大学学报(自然科学版) Mar.
 

2024
第41卷 第2期 Journal

 

of
 

Chongqing
 

Normal
 

University
 

(Natural
 

Science) Vol.41 No.2

排序理论专题 DOI:10.11721/cqnuj20240207

单机带有不可用区间的松弛工期的排序问题
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摘要:研究了在单机情形下具有不可用区间的松弛工期问题,不可用区间意味着在此区间不允许工件加工,且工件中断可

恢复。松弛工期是工件加工时间加上1个给定的常数,这个常数为决策变量,排序的任务是给所有工件分配工期,同时确

定工件的加工次序以使得目标函数值最小。目标函数值包括由于工件误工、提前及工期分配而导致的相关损失。根据不

同的损失系数关系讨论了松弛工期的范围,提出动态规划算法。证明了动态规划的时间复杂性为O((P+T-pmin)nP2)。

通过算例分析说明了算法的可行性。
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在经典排序中,常常假设机器可以一直工作,但是在现实生产中,
 

机器可能会突然发生故障或者需要定期维

修,导致在一定时间段内不能加工任何工件,这个时间段称为不可用区间。对于机器带有不可用区间情形,Xu
等人[1]提出了一种启发式算法,用于解决固定柔性维修区间且工件不可中断的单机排序问题。Lee等人[2]对于

具有周期性维修区间的单机问题提出了一种启发式算法,目标是最小化误工工件数。Mor等人[3]研究了单机带

有维修区间的工期窗问题,并考虑维修区间大小为恒定值、维修区间大小为开始时间的非减函数以及维修区间

大小依赖于位置这3种情况,并证明这些问题在多项式时间内可解。Sun等人[4]研究了具有恶化效应和维修区

间的单机排序问题,维修区间为固定值,目标为最大完工时间和工件完工时间之和,并证明这2个问题都是多项

式时间可解的,并给出了相应的算法。
松弛工期问题是指所有工件带有共同的公共流q,即工件j 的工期为dj=pj+q。罗新成等人[5]研究了具

有公共工期窗口指派的凸资源单机排序问题,考虑在资源总量有上界的限制条件下,确定任务的最优排序、公共

工期窗口位置和大小以及资源分配方案,使得最大费用最小,以及在最大费用有上界限制条件下,求出资源总

量、任务排序、公共工期窗口位置和大小,使得资源总量最小,并证明了这2个问题均可以在多项式时间内求解,
分别给出了多项式时间最优算法。Adamopoulos等人[6]研究了单机松弛工期下费用函数问题,即确定公共流q
与工件加工次序以使得费用函数最小,费用函数包括提前损失、误工损失以及工期分配费用,其中提前部分为

Ej=dj-Sj,误工部分为Tj=Cj-dj。Shabtay
[7]研究了单机共同松弛工期下费用函数问题,包括提前损失、误

工损失以及工期分配费用,证明若工期无界,则在线性时间内可求解;若工期有界,则在O(nlog
 

n)时间内可求

解。对于共同工期窗口情况,Shabtay[7]还证明当工期窗口的位置无界时,问题在O(nlog
 

n)时间内可求解;当它

有界时提供了1个伪多项式时间算法来解决这个问题。Chen[8]考虑了最小化提前、延迟、工期窗口开始时间和

窗时费用问题和带有完工时间惩罚的最大公共工期时间问题,并得到一些最优性质,给出了多项式时间解。

Gerstl等人[9]研究了带有不可用区间的共同松弛工期问题,对于不允许机器空闲的情况提出了伪多项式动态规

划算法,然后拓展到允许机器空闲的情况,并引入贪婪型启发式算法。张新功等人[10]考虑共同工期下总权误工

的单机双代理排序问题。通过动态规划方法分析了双代理模型,给出了最优性质、伪多项式时间算法以及时间

复杂度分析。
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本文将不可用区间与松弛工期结合,研究单机带有不可用区间的松弛工期问题,工件允许中断。在确定松

弛工期的同时,确定工件的加工次序以使得目标函数值最小,目标函数为提前损失、误工损失以及工期分配的

和。提出了动态规划算法,并证明该问题可在O((P+T-pmin)nP2)时间内得到最优解。

1 问题描述及符号表示

存在有n 个工件{1,…,n},需要在1台机器上完成加工,机器1次只能加工1个工件且工件允许中断,所有

工件在0时刻到达,pj 为工件j的加工时间,Sj 为工件j的开始加工时间,Cj=Sj+pj 为工件j的完工时间,

dj 为工件j的工期,P=∑
n

i=1
pj 表示所有工件的加工时间之和。进一步,[j]表示第j 个位置的工件,则C[j]、

S[j]、pj 分别表示第j个位置工件的完工时间、开始加工时间与加工时间。在松弛工期中,所有工件存在1个公

共流q,即工件j的工期为dj=pj+q。令x+=max{0,x},当工期确定时,工件会产生提前和误工,即工件j在

工期dj 之前完工的部分称为提前部分,用Qj=min{pj,(dj-Sj)+}表示;在工期dj 之后完工的部分称为误工

部分,用Yj=min{pj,(Cj-dj)+}表示。目标函数为:

∑(αQj +βYj +γdj)=∑(αQj +βYj +γpj)+nγq,

其中:α、β、γ 为非负整数,并被称为损失系数。在实际生活中,由于机器可能会出现故障或需要定期维修与清洗,
故在一定时间内机器不允许加工任何工件,这个时间段称为不可用区间,记作[A1,A2],其中A2>A1≥0,T=
A2-A1 表示不可用区间的大小。设A1<P,否则不可用区间对工件加工无影响。

工件允许中断分为中断可恢复与中断不可恢复2种,下面是相应的定义。
定义1 中断可恢复:中断的工件在中断后立即从停止点开始在机器上继续加工。
定义2 中断不可恢复:若某个工件中途因机器停机而中断,则工件在中断后立即重新开始加工。
本文讨论工件中断可恢复情况,记为问题 NRSLK,即问题 NRSLK为带有不可用区间且工件中断可恢复

问题。

2 问题NRSLK的最优解

以下讨论问题NRSLK的最优解,即求出最优加工次序σ、公共流q 及最优目标函数值z*,问题NRSLK用

三参数表示为1dj =pj +q,rse,[A1,A2]∑(αQj +βYj +γdj)。

对问题NRSLK,工件的工期为松弛工期,在确定公共流q的同时要确定工件的加工次序以使得目标函数值

最小,与q有直接关系的是工期,不同的q会使得工件的提前与误工部分不同。当q 值达到某一值时,会使得所

有工件以任意次序加工都完全提前,此时再增加q,一定会使得目标函数值增加,因此为使得目标函数值最小,q
有上界,记作q。由于工件中断可恢复,故有以下性质。

性质1 q有界,即0≤q≤q,其中q=P+T-pmin。
结论显然成立,在此不再证明。
当q值确定时,工件的工期就确定了,此时只需要确定工件的加工次序以使得目标函数值最小即可。记zq

为原问题的子问题,其中由性质1可知q∈[0,P+T-pmin]。为求解问题NRSLK需要对每个子问题zq 求解。

要求解子问题,只需要找到最优排序σ*
q ,以使得目标函数值最小即可,最优目标函数值记为z*

q 。故原问题的最

优解为z*= min
q∈{1,…,q}

z*
q 。以下将讨论子问题zq 的最优解。

对子问题zq,此时q值确定,工件的工期也确定,可通过动态规划算法求解子问题zq,记作DP1。描述如下。

令j表示当前考虑的位置,j∈{1,…,n},ℓj 表示前j个位置的所有可能部分排序[Fj(tj
1,tj

2),tj
1,tj

2]与对应

部分序列的目标函数值Fj(tj
1,tj

2)的集合,其中:tj
1 表示前j个位置的工件总提前,tj

2 表示前j个位置的工件总

误工损失。由于d0=S0=C0=0,故有:
[F0(t01,t02)=0,t01=0,t02=0]∈ℓ0,M1=nγq+γP。

下面通过ℓj-1 构造ℓj,其中j∈{1,…,n}:

1)
 

若tj-1
1 +tj-1

2 ≤A1 且tj-1
1 +tj-1

2 +p[j]≤A1,则有:
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tj
1=tj-1

1 +min{p[j],max{0,d[j]-(tj-1
1 +tj-1

2 )}},

tj
2=tj-1

2 +min{p[j],max{0,(tj-1
1 +tj-1

2 +p[j])-d[j]}},[Fj(tj
1,tj

2),tj
1,tj

2]∈ℓj,

Fj(tj
1,tj

2)=αtj
1+βtj

2+M1。

2)
 

若tj-1
1 +tj-1

2 ≤A1 且tj-1
1 +tj-1

2 +p[j]>A1,则有:

tj
1=tj-1

1 +min{p[j],max{0,d[j]-(tj-1
1 +tj-1

2 +T)}},

tj
2=tj-1

2 +min{p[j],max{0,(tj-1
1 +tj-1

2 +p[j]+T)-d[j]}},[Fj(tj
1,tj

2),tj
1,tj

2]∈ℓj,

Fj(tj
1,tj

2)=αtj
1+βtj

2+M1。

3)
 

若tj-1
1 +tj-1

2 >A1,则有:

tj
1=tj-1

1 +min{p[j],max{0,d[j]-(tj-1
1 +tj-1

2 +T)}},

tj
2=tj-1

2 +min{p[j],max{0,(tj-1
1 +tj-1

2 +p[j]+T)-d[j]}},[Fj(tj
1,tj

2),tj
1,tj

2]∈ℓj,

Fj(tj
1,tj

2)=αtj
1+βtj

2+M1。
在构造ℓj 时,对于相同的tj

1、tj
2 可能会产生不止1个[Fj(tj

1,tj
2),tj

1,tj
2]∈ℓj,此时只保留最小值,通过构造

ℓn 可求得最优解。

综上,通过动态规划可求得子问题zq 的最优解。原问题的最优解为z*= min
q∈{1,…,q}

z*
q ,而子问题zq,q∈{0,…,

q},共有q=P+T-pmin 个子问题,故要求解原问题则需要求解P+T-pmin 个子问题。以下将通过讨论损失

系数间的关系来减少对原问题的求解,则有以下结果。
性质2 若α-β≥0,则有q*=0。
证明 要证明q*=0,即证明对任意q>0,有z*

q >z*
q*
,其中z*

q ,z*
q*

分别表示公共流q与q*对应的最优目

标值。先将q*增加1,则对目标的影响有2部分:一是工期增加nγ;二是提前损失增加1,误工损失减少1。由于

dj=pj+q,至少对第1个工件无影响,则目标函数值变化:

Δ1=nγ+(n-1)(α-β)。
由α-β≥0,故Δ1>0,目标函数值会增加。即q增加目标函数值会变大,故有q*=0。 证毕

性质3 若α-β<0且γ≥
n-1
n
(β-α),则有q*=0。

证明 要证明q*=0,即证明对任意q>0,有z*
q >z*

q*
,其中z*

q ,z*
q*

分别表示公共流q与q*对应的最优目

标值。先将q*增加1,则对目标的影响有2部分:一是工期增加nγ;二是提前损失增加1,误工损失减少1。由于

dj=pj+q,至少对第1个工件无影响,则目标函数值变化:

Δ2=nγ+(n-1)(α-β)。

由α-β<0且γ≥
n-1
n
(β-α),故Δ2>0,目标函数值会增加。即q增加目标函数值会变大,故有q*=0。 证毕

综上,当α-β≥0或α-β<0且γ≥
n-1
n
(β-α)时,由性质2、性质3可得q*=0,此时有z*=z*

0 。但当

α-β<0且γ<
n-1
n
(β-α)时,上述结果不成立。事实上,假设将q增加1或者减少1,不能得到Δ≥0或者Δ≤0。

由于z*= min
q∈{1,…,q}

z*
q ,此时要求解原问题,只需将q遍历即可求得最优解。

算法1 问题NRSLK的最优解:
输入:[A1,A2],p=(p1,…,pn),α,β,γ。
初始化:[F0(t01,t02)=0,t01=0,t02=0]∈ℓ0,有:
第1步,若α-β≥0,则令q=0执行第4步,否则执行第2步;

第2步,若γ≥
n-1
n
(β-α),则令q=0执行第4步,否则执行第3步;

第3步,q=0到q=P+T-pmin;
第4步,构造ℓj。

1)
 

若tj-1
1 +tj-1

2 ≤A1 且tj-1
1 +tj-1

2 +p[j]≤A1,则有:
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tj
1=tj-1

1 +min{p[j],max{0,d[j]-(tj-1
1 +tj-1

2 )}},tj
2=tj-1

2 +min{p[j],max{0,(tj-1
1 +tj-1

2 +p[j])-d[j]}},
[Fj(tj

1,tj
2),tj

1,tj
2]∈ℓj,Fj(tj

1,tj
2)=αtj

1+βtj
2+M1;

2)
 

若tj-1
1 +tj-1

2 ≤A1 且tj-1
1 +tj-1

2 +p[j]>A1,则有:

tj
1=tj-1

1 +min{p[j],max{0,d[j]-(tj-1
1 +tj-1

2 +T)}},

tj
2=tj-1

2 +min{p[j],max{0,(tj-1
1 +tj-1

2 +p[j]+T)-d[j]}},[Fj(tj
1,tj

2),tj
1,tj

2]∈ℓj,

Fj(tj
1,tj

2)=αtj
1+βtj

2+M1;

3)
 

若tj-1
1 +tj-1

2 >A1,则有:

tj
1=tj-1

1 +min{p[j],max{0,d[j]-(tj-1
1 +tj-1

2 +T)}},

tj
2=tj-1

2 +min{p[j],max{0,(tj-1
1 +tj-1

2 +p[j]+T)-d[j]}},[Fj(tj
1,tj

2),tj
1,tj

2]∈ℓj,

Fj(tj
1,tj

2)=αtj
1+βtj

2+M1。
第5步,通过构造ℓn,保留最小值,可得最优解[Fn(tn

1,tn
2),tn

1,tn
2]∈ℓn,则z*

q =Fn(tn
1,tn

2)。
第6步,z*=min{z*

q }。
定理1 问题NRSLK由算法1可在O((P+T-pmin)nP2)时间内求得最优解。
证明 定理1的正确性由算法1可得。接下来考虑算法1的复杂性,算法1的第5步构造ℓn 在O(nP2)内

可得到,由第3步可知最多构造P+T-pmin 次ℓn,因此问题NRSLK在O((P+T-pmin)nP2)时间内求得最

优解。 证毕

综上,问题NRSLK可求解。以下给出1个算例说明动态规划的可行性。
算例1 工件集{J1,J2,J3,J4,J5,J6,J7,J8}的加工时间为:

p1=33,p2=26,p3=25,p4=46,p5=30,p6=49,p7=35,p8=39,
不可用区间为[A1,A2]=[45,53],工件中断可恢复,根据算法1给出提前损失与误工损失分别为:当α=1,β=2,

γ=0.05时,当α=2,β=1,γ=0.05时的最优排序:

1)
 

当α=1,β=2,γ=0.05时,由于α-β<0且γ<
n-1
n
(β-α)=0.875,由性质3可知要求该问题需要对每

个子问题都求解,又因为z*=min{z*
q },故有z*=393.95,q*=242,工件的加工次序为σ=J8→J7→J5→J4→

J3→J2→J1→J6;

2)
 

当α=2,β=1,γ=0.05时,因α-β≥0,由性质2可得q*=0,此时只需要确定工件的加工次序以使得目

标函数值最小即可,求得最优解为z*=323.15,q*=0,工件的加工次序为σ=J3→J2→J8→J7→J6→J5→
J4→J1。

3 结束语

本文研究了单机下带有不可用区间的松弛工期排序问题,工件允许中断且中断可恢复,松弛工期是加工时

间加上1个决策变量———公共流q。目标函数为提前损失、误工损失和松弛工期。通过分析公共流q 的范围以

及损失系数和松弛工期的单位费用之间的关系,通过设计动态规划算法给出了1个伪多项式时间。
在接下来的研究中,可以考虑工件允许中断且中断不可恢复情况;也可以关注工期窗的情形,分析问题的复

杂性以及近似算法;还可以拓展到平行机或者流水作业等更加复杂的机器环境。
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Abstract:
 

The
 

single-machine
 

problem
 

with
 

unavailability
 

period
 

for
 

slack
 

due
 

date
 

is
 

studied.
 

Unavailability
 

period
 

means
 

that
 

the
 

processing
 

job
 

is
 

not
 

allowed
 

in
 

this
 

period.
 

Slack
 

due
 

date
 

means
 

that
 

the
 

due
 

date
 

is
 

equal
 

to
 

its
 

processing
 

time
 

plus
 

a
 

constant,
 

where
 

the
 

constant
 

is
 

the
 

decision
 

variable.
 

The
 

aim
 

is
 

to
 

assign
 

the
 

slack
 

due
 

and
 

minimize
 

the
 

objective
 

function.
 

The
 

objective
 

function
 

includes
 

the
 

early
 

work,
 

late
 

work
 

and
 

slack
 

due
 

date.
 

It
 

discusses
 

the
 

range
 

of
 

slack
 

due
 

date
 

by
 

cost
 

coefficients,
 

and
 

designs
 

a
 

dynamic
 

programming
 

algorithm
 

to
 

solve
 

this
 

problem.
 

It
 

is
 

prove
 

that
 

the
 

optimal
 

solution
 

can
 

be
 

obtained
 

in
 

O((P+
T-Pmin)nP2)

 

time.
 

Finally,
 

a
 

numerical
 

example
 

is
 

presented
 

to
 

illustrate
 

the
 

feasibility
 

of
 

the
 

algorithms.
Keywords:

 

the
 

unavailability
 

period;
 

slack
 

due
 

date;
 

early
 

work;
 

late
 

work
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