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具有恶化效应、资源分配、速率修正和松弛工期的排序问题
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摘要:研究带有松弛工期指派的单机排序问题,工件的实际加工时间同时受到恶化效应、凸资源分配与一次机器速率修正

活动的影响。为确定工件的最优排序、速率修正活动的最优位置、最优的公共容许流和最优的资源分配量,使2个约束目

标函数极小化。第1个目标函数是在满足资源总量有限的条件下,极小化总惩罚费用,即提前、延误、公共容许流和时间

表长的加权和;第2个目标函数是在总惩罚有限的条件下,极小化资源消耗总费用。将上述问题分别转化为指派问题。

当速率修正活动位于不同的位置时,选取使得目标函数最小的解为最优解。对2个问题分别给出多项式时间算法,算法

的复杂度为O(n4),其中n 为工件的数量。用数值算例分别验证2个算法,说明给出的求解算法比较有效。
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在传统的排序问题中,一般假设工件的加工时间是固定的,但在实际情况下,工件的加工时间可能取决于在

机器上加工的顺序,位置越靠后的工件,实际加工时间可能越长,这就是恶化效应。Browne等人[1]提出了带有

恶化效应的排序问题。机器在任何时刻都可以加工工件,然而在实际生产中机器需要定期进行维修,且维修期

间不能加工工件。速率修正活动是机器维修的一种情况,用来提高机器的生产效率,即排在机器维修后加工工

件的加工时间会减少。工件的实际加工时间除了受到恶化效应和机器速率修正活动的影响以外,也依赖于资源

的分配,即分配到的资源越多,工件的加工时间越短。一般的工期指派模型包括相同工期指派(common
 

due
 

date
 

assignment,CON)、松弛工期指派(slack
 

due
 

date
 

assigment,SLK)、公共工期窗口指派(common
 

due
 

date
 

window
 

assignment,CONW)与不受限的工期指派(unrestricted
 

due
 

date
 

assignment,DIF)[2]。张新功等人[3]研

究了带有公共工期的双代理单机排序问题,目标函数是总误工的加权和,给出了伪多项式时间算法。
对于带有恶化效应的排序问题,Wang[4]考虑了带有学习与恶化效应的单机排序问题,目标函数为时间表长

与总完工时间,分别给出多项式时间算法。而对于目标函数为加权总完工时间及最大延误,分别利用加权最短

加工时间优先(weighted
 

shortest
 

processing
 

time
 

first,WSPT)和最早完工期限(earliest
 

due
 

date
 

first,EDD)规
则在某些特殊情况下给出工件的最优排序。王吉波等人[5]研究了带有学习效应、恶化效应和公共工期指派的单

机排序问题,目标函数为工件的提前、延误和公共工期的加权费用和,证明了问题是多项式时间可解的。Wang
等人[6]将带有学习效应和资源分配的排序问题推广到带有截断学习效应、恶化效应与资源分配的排序问题。

Qian等人[7]考虑带有恶化效应和递送时间的工期指派排序问题,证明了工件的加工时间是开始时间的简单恶化

函数,目标函数是提前、延误和工期的加权总费用问题是多项式时间可解的。对于机器带有速率修正活动的问

题,Lee等人[8]研究了目标函数分别为时间表长、总完工时间、加权总完工时间和最大延误的单机排序问题。

Mosheiov等人[9]研究了带有工期指派的单机排序问题,目标函数是所有工件的提前、延误与公共工期加权费用

之和,给出了多项式时间算法。Mosheiov等人[10]考虑了带有公共工期窗口指派的单机排序问题,目标函数是所

有工件的提前、延误、工期窗口的开始时间与工期窗口长度的加权和,给出多项式时间算法。Jia等人[11]研究了

带有恶化效应、恶化速率修正活动的单机松弛工期窗口指派排序问题,目的是确定恶化速率修正活动的最优位

置、最优的公共容许流以及工件的最优排序使关于工期的目标函数极小,并给出了多项式时间算法。Yang[12]考
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虑了带有恶化效应、学习效应和恶化的多元速率修正活动的单机排序问题,确定最优的速率修正活动的次数、位
置及工件的排序使时间表长和总完工时间极小,并给出多项式时间算法,其中速率修正活动的次数不能大于某

个给定的值。对于带有资源分配的排序问题,姜昆等人[13]研究了带有凸资源约束的工期指派问题,在共同工期

和松弛工期指派模型下,资源总量有限时,确定工件的最优排序、最优的资源分配量和工件的工期,使得工件的

提前、延误和工期费用之和最小。国峰等人[14]考虑了带有拒绝和学习效应的单机排序问题,在线性和凸函数这

2种资源分配模型下,分别利用指派问题算法和动态规划算法求出接受工件的集合、拒绝工件的集合以及接受工

件的最优排序,使得工件的时间表长、总完工时间、资源消耗总费用以及拒绝工件惩罚的加权和最小。Shavtay
等人[15]研究了带有资源分配的单机工期指派排序问题,工件的加工时间分别是分配到的资源的函数,给出了线

性模型与凸函数模型,在3种工期(相同工期、松弛工期和无限制工期)指派模型下,目标函数是所有工件的提

前、延误、工期和时间表长的加权和与资源消耗总费用总和,分别给出多项式时间算法。Wang等人[16]考虑了带

有学习效应与资源分配的单机工期指派排序问题,其中工期指派包括相同工期指派与松弛工期指派,对于线性

或凸资源分配模型,目标函数为加权总延误的绝对值、加权工期指派与加权资源分配总费用的线性组合的问题,
分别证明了这些问题的多项式时间可解性;对于凸资源分配模型,也证明了在满足资源分配总费用有限条件下,
极小化加权总延误的绝对值与加权工期指派之和是多项式时间可解的。Liu等人[17]将 Wang等人[16]的结果推

广,在加权资源分配总费用有限条件下,目标函数为加权总延误的绝对值与加权工期指派之和,提出了启发式算

法与分枝定界算法,并证明2个特殊情况是多项式时间可解的,而当加权总延误的绝对值与加权工期指派之和

有限时,极小化加权资源分配总费用问题,他们证明了该情况是多项式时间可解的。Liu等人[18]同时考虑带有

学习效应、资源分配和不断恶化的维修活动的单机排序问题,对于凸资源分配模型,当目标函数为双重标准函数

时,给出求解最优资源分配、工件的最优排序的多项式时间算法。Ji等人[19]以及Cheng等人[20]都考虑带有资源

分配、恶化效应与不断恶化速率修正活动的工期窗口指派问题。Ji等人[21]考虑带有恶化效应、资源分配和速率

修正活动的单机松弛工期指派问题,对于线性和凸资源分配模型,目标函数为所有工件的提前、延误、公共容许

流和资源分配费用的加权总和问题,给出了多项式时间算法。Zhao等人[22]在Ji等人[21]研究问题的基础上,研
究在总资源有限条件下,目标函数为所有工件提前、延误和公共容许流的总惩罚的加权和问题,同时研究了在所

有工件提前、延误和公共容许流的总惩罚加权和有限的条件下,极小化资源消耗总费用问题。对于上述的2个

问题,给出多项式时间算法。
本文在Ji等人[21]和Zhao等人[22]研究的基础上进行了推广,研究在恶化效应、凸资源分配、速率修正活动与

松弛工期指派4个条件的限制下,目标函数分别是在总资源有限条件下,极小化所有工件提前、延误、公共容许

流的加权总惩罚与时间表长的加权和,以及在所有工件提前、延误、公共容许流的加权总惩罚与时间表长的加权

和有限条件下,极小化资源消耗总费用,并对2个问题给出多项式时间算法。

1 问题描述

本文研究的问题可以描述为:给定1台机器和n 个工件J={J1,J2,…,Jn},假设n 个工件都在0时刻到

达。在同一时刻机器至多只能加工1个工件,而且工件的加工不可以中断。机器只带有1次速率修正活动即排

在速率修正后的工件,对应的加工时间会减少。若速率修正活动发生在第i个位置,也就是从在机器加工的第i
个工件完工之时开始,一直持续t个单位时间,i=0,1,2,…,n。在这段时间内不能加工任何工件。若工件Jj

所在位置r排在速率修正活动之前,即r≤i,工件的加工时间不受速率修正活动的影响,工件的加工时间为:

pjr(u)=
pjr

aj

uj  
k

,j=1,2,…,n,r=1,2,…,i,

其中:pj 为工件的基本加工时间,aj>0为工件Jj 的恶化率,uj 是可以分配给Jj 的资源量,k为给定的正实数;
否则,若排在速率修正活动之后,工件的加工时间则增加1个速率修正比率,即加工时间为:

pjr(u)=
δjpj(r-i)

aj

uj  
k

,

这时0<δj≤1为Jj 的速率修正比率。综上,工件的加工时间可表示为:
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pjr(u)=

pjr
aj

uj  
k

,
  

j=1,2,…,n,
 

r=1,2,…,i;

δjpj(r-i)
aj

uj  
k

,
 

j=1,2,…,n,
 

r=i+1,i+2,…,n。
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在凸资源分配模型下,若uj 趋近于0,则实际加工时间pjr(u)趋近于无穷大量,这与实际生产要求是不符合

的。因此,令uj≥uj,其中uj 为可以分配给Jj 的资源量的下界。
对于任何排序π=(J[1],J[2],…,J[n]),J[j],j=1,2,…,n 表示排在第j 个位置的工件,用p[j]和C[j]表示

实际加工时间与完工时间。根据松弛工期指派模型,松弛工期为d[j]=p[j]+qopt,j=1,2,…,n,其中:公共容许

流qopt(common
 

flow
 

allowance,也称为共同松弛交货期)[13]为需要确定的松弛变量[22]。本文需要确定的是qopt

的值、速率修正活动i的最优位置、最优的资源分配量以及最优的工件加工顺序,在满足约束条件下使下面2个

函数极小化:

1)
 

在总资源满足∑
n

j=1
Gjuj ≤U 时,极小化∑

n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax,其中:Ej=max{0,dj-Cj}、

Tj=max{0,Cj-dj}、qopt和Cmax 为工件Jj 的提前、延误、公共容许流和时间表长,α、β、γ 和ρ分别为他们的单

位惩罚,Gj 为分配给资源Jj 的单位费用,其中U>0为资源总量。

2)
 

在总惩罚∑
n

j=1

(αEj+βTj+γqopt)+ρCmax≤V 条件下,极小化加权资源分配总费用∑
n

j=1
Gjuj,其中V>0

是总惩罚。
使用Graham等人[23]提出的三参数表示法,可以将2个问题描述如下:

问题1:1|rma,pjr = pjr
aj

uj  
k

,∑
n

j=1
Gjuj ≤U|∑

n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax;

问题2:1|rma,pjr = pjr
aj

uj  
k

,∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax≤V|∑
n

j=1
Gjuj。

其中:rma表示速率修正活动。

2 引理及证明

由于dj=pj+qopt,可以直接得到下面的2条引理。

引理1 存在1个最优排序,若C[j]≤d[j],则C[j-1]≤d[j-1];否则C[j+1]≥d[j+1]。
引理2 对于问题1和问题2,都存在1个最优排序使得qopt等于某工件的完工时间或速率修正活动结束之

时。
证明 用反证法。假设存在1个最优排序,但qopt 不等于任何工件的完工时间及速率修正活动结束之时。

速率修正活动发生在位置i,不妨设qopt取在开区间(C[h-1],C[h])或(C[h-1],C[h-1]+t)或(C[h-1]+t,C[h])内一

点。下面分i<h-1、i=h-1和i≥h 这3种情况讨论。

1)
 

当i<h-1,如图1,C[h-1]<qopt<C[h],令x=qopt-C[h-1],y=C[h]-qopt,则有x=p[h]-y,因此qopt=
p[1]+p[2]+…+p[h-1]+t+x。

图1 i<h-1的情况

Fig.1 i<h-1

工件J[h]的完工时间为C[h]=p[1]+p[2]+…+p[h]+t,工期为:

d[h]=qopt+p[h]=p[1]+p[2]+…+p[h-1]+p[h]+t+x,
故d[h]>C[h],J[h]提前,则由引理1可知,排在J[h]前的工件都提前。

工件J[h+1]的完工时间为C[h+1]=p[1]+p[2]+…+p[h-1]+p[h]+p[h+1]+t,工期为:
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d[h+1]=qopt+p[h+1]=p[1]+p[2]+…+p[h-1]+p[h+1]+t+x,
又因为x<p[h],故d[h+1]<C[h+1],J[h+1]延误,由引理1可知,排在J[h+1]后面的工件都延误。故有:

f(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
h

j=1

(qopt+p[j]-C[j])+β∑
n

j=h+1

(C[j]-(qopt+p[j]))+γ∑
n

j=1

(qopt)+ρ ∑
n

j=1
p[j]+t  =

α∑
i

j=1

(qopt+p[j]-(p[1]+…+p[j]))+α∑
h

j=i+1

(qopt+p[j]-(p[1]+…+p[j]+t))+

β∑
n

j=h+1

(C[j]-(qopt+p[j]))+nγ(∑
h-1

j=1
p[j]+t+x)+ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  =

α∑
h-1

j=1
jp[j]+αhx+αit+β∑

n

j=h

(n-j)p[j]-β(n-h)x+nγ ∑
h-1

j=1
p[j]+t+x  +ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  。 (1)

i)
 

若qopt取在J[h-1]完工之时,即q(1)
opt=C[h-1]=p[1]+p[2]+…+p[h-1]+t,有:

f1(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
h-1

j=1
jp[j]+αit+β∑

n

j=h

(n-j)p[j]+nγ ∑
h-1

j=1
p[j]+t  +ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  ,

则有:

f(d,π,u)-f1(d,π,u)=x(αh-β(n-h)+nγ)。 (2)
将x=p[h]-y 代入式(1)中,则:

f'(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
h

j=1
jp[j]-αhy+αit+β∑

n

j=h+1

(n-j)p[j]+β(n-h)y+nγ ∑
h

j=1
p[j]+t-y  +ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  。

ii)
 

若qopt取在J[h]完工之时,即:

q(2)
opt=C[h]=p[1]+p[2]+…+p[h-1]+p[h]+t,

f2(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
h

j=1
jp[j]+αit+β∑

n

j=h+1

(n-j)p[j]+nγ ∑
h

j=1
p[j]+t  +ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  。

则有:

f'(d,π,u)-f2(d,π,u)=-y(αh-β(n-h)+nγ)。 (3)
对于式(2)、(3),因为x,y>0,当αh-β(n-h)+nγ>0时,有f(d,π,u)>f1(d,π,u),则qopt=C[h-1]时

更好,与假设矛盾;当αh-β(n-h)+nγ<0时,有f'(d,π,u)>f2(d,π,u),则qopt=C[h]时更好,也与假设矛

盾;当αh-β(n-h)+nγ=0时,qopt取在[C[h-1],C[h]]闭区间内任意一点目标函数值都相等。
综上,当i<h-1时,qopt等于某工件的完工时间最优。

2)
 

当i=h-1,有以下2种情况,如图2。令x=qopt-C[h-1],y=C[h]-qopt,则x=p[h]+t-y。

a 情况1 b 情况2

图2 i=h-1的情况

Fig.2 i=h-1
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情况1(图2a):q'opt=p[1]+p[2]+…+p[h-1]+x,与1)的推导类似,J[h-1]提前,J[h]延误。故有:

g(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
h-1

j=1
jp[j]+α(h-1)x+β∑

n

j=h

(n-j)p[j]+β(n-h+1)(t-x)+nγ ∑
h-1

j=1
p[j]+x  +ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  。

i)
 

若qopt取在J[h-1]完工之时,即q(3)
opt=C[h-1]=p[1]+p[2]+…+p[h-1],有:

g1(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
h-1

j=1
jp[j]+β∑

n

j=h

(n-j)p[j]+β(n-h+1)t+nγ∑
h-1

j=1
p[j]+ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  。

则:

g(d,π,u)-g1(d,π,u)=x[α(h-1)-β(n-h+1)+nγ]。 (4)

ii)
 

若qopt取在速率修正活动结束之时,即:q(4)
opt=C[h-1]+t=p[1]+p[2]+…+p[h-1]+t,则:

g2(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
h-1

j=1
jp[j]+α(h-1)t+β∑

n

j=h

(n-j)p[j]+nγ ∑
h-1

j=1
p[j]+t  +ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  。

则:

g(d,π,u)-g2(d,π,u)=(x-t)[α(h-1)-β(n-h+1)+nγ]。 (5)

在式(4)、(5)中,因为0<x<t,当α(h-1)-β(n-h+1)+nγ>0时,即h>
(β-γ)n
α+β

+1,有g(d,π,u)>

g1(d,π,u),则qopt=C[h-1]时更好,与假设矛盾;当α(h-1)-β(n-h+1)+nγ<0时,即h<
(β-γ)n
α+β

+1,有

g(d,π,u)>g2(d,π,u),则qopt=C[h-1]+t时更好,也与假设矛盾;当α(h-1)-β(n-h+1)+nγ=0时,qopt

取在[C[h-1],C[h-1]+t]闭区间内任意一点目标函数值都相等。

情况2(图2b):q″opt=p[1]+p[2]+…+p[h-1]+p[h]+t-y,其中y=C[h]-qopt。与情况1的推导类似,J[h]

提前,J[h+1]延误。故有:

g'(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=α∑
h-1

j=1
jp[j]+αh(p[h]+t-y)-αt+

β∑
n

j=h

(n-j)p[j]+β(n-h)(t-(p[h]+t-y))+nγ(∑
h-1

j=1
p[j]+(p[h]+t-y))+ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  。

i)
 

若qopt取在速率修正活动结束之时,即q(5)
opt=C[h-1]+t=p[1]+p[2]+…+p[h-1]+t,则:

g1(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
h-1

j=1
jp[j]+αht-αt+β∑

n

j=h

(n-j)p[j]+nγ ∑
h-1

j=1
p[j]+t  +ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  。

则:

g'(d,π,u)-g1(d,π,u)=(p[h]-y)[αh+nγ-β(n-h)]。 (6)

ii)
 

若qopt取在J[h]完工之时,即q(6)
opt=C[h]=p[1]+p[2]+…+p[h]+t,则:

g2(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
h

j=1
jp[j]+α(h-1)t+β∑

n

j=h+1

(n-j)p[j]+nγ∑
h

j=1
p[j]+nγt+ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  。

则:

g'(d,π,u)-g2(d,π,u)=-y[αh+nγ-β(n-h)]。 (7)
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对于式(6)、(7),因为0<y<p[h],当αh+nγ-β(n-h)>0时,即h>
(β-γ)n
α+β

,有g'(d,π,u)>g1(d,π,u),

则qopt=C[h-1]+t时更好,与假设矛盾;当αh+nγ-β(n-h)<0时,即h<
(β-γ)n
α+β

,有g'(d,π,u)>g2(d,π,u),

则qopt=C[h]时更好,也与假设矛盾;当αh+nγ-β(n-h)=0时,qopt取在[C[h-1]+t,C[h]]闭区间内任意一点目

标函数值都相等。

综合以上2种情况,当h≤
(β-γ)n
α+β

,qopt=C[h]更好;
(β-γ)n
α+β

≤h≤
(β-γ)n
α+β

+1,qopt=C[h-1]+t更好;h≥

(β-γ)n
α+β

+1,qopt=C[h-1]更好。故当i=h-1时,qopt等于某工件的完工时间或速率修正活动结束之时最优。

3)
 

当i≥h 时,情况与1)类似,证明省略。 证毕

引理3 对于问题1和问题2,都存在1个最优排序,若机器的速率修正活动发生在第i 位置,且 m=
n(β-γ)
α+β

,当i≠m-1时,一定有qopt等于工件J[m-1]的完工时间,即qopt=C[m-1],否则qopt=C[m-1]+t。

证明 不妨设i<m-1,当qopt=C[m-1]=p[1]+p[2]+…+p[m-1]+t时,有:

Z(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
m-1

j=1
jp[j]+αit+β∑

n

j=m

(n-j)p[j]+nγ(∑
m-1

j=1
p[j]+t)+ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  。 (8)

若q(1)
opt=C[m-1]-Δ1

 (0≤Δ1≤p[m-1]),则有:

Z1(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
m-1

j=1
jp[j]+α(it-(m-1)Δ1)+β∑

n

j=m

(n-j)p[j]+β(n-(m-1))Δ1+

nγ(∑
m-1

j=1
p[j]+t-Δ1)+ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  。

显然Z-Z1=α(m-1)Δ1-β(n-(m-1))Δ1+nγΔ1≤0,故:

m≤
(β-γ)n
α+β

+1。 (9)

若q(2)
opt=C[m-1]+Δ2

 (0≤Δ2≤p[m]),则有:

Z2(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
m-1

j=1
jp[j]+α(it+mΔ2)+β∑

n

j=m

(n-j)p[j]-β(n-m)Δ2+nγ ∑
m-1

j=1
p[j]+t+Δ2  +ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  。

显然Z-Z2=-αmΔ2+β(n-m)Δ2-nγΔ2≤0,故:

m≥
(β-γ)n
α+β

。 (10)

由式(9)、(10)得
(β-γ)n
α+β

≤m≤
(β-γ)n
α+β

+1,因为m 为整数,故m=
n(β-γ)
α+β

或m=
n(β-γ)
α+β

+1。

当q'opt=C[m]=p[1]+p[2]+…+p[m-1]+p[m]+t,有:

Z'(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
m

j=1
jp[j]+αit+β∑

n

j=m+1

(n-j)p[j]+nγ ∑
m

j=1
p[j]+t  +ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  。 (11)

用式(11)减去式(8),有:

Z'(d,π,u)-Z(d,π,u)=αmp[m]+nγp[m]-β(n-m)p[m]=(α+β)mp[m]+n(γ-β)p[m]。
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故γ>β时,因为
(β-γ)n
α+β

<0,与事实不符,故舍去。当γ≤β 时,因为 m≥
(β-γ)n
α+β

,所以Z'(d,π,u)>

Z(d,π,u),qopt取C[m-1]更好,使得目标函数Z(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj+βTj+γqopt)+ρCmax较小。又因为
n(β-γ)
α+β

≤

n(β-γ)
α+β

+1,故取m=
n(β-γ)
α+β

。当i>m-1时,同理可证。

特别地,当机器的速率修正活动恰好发生在m-1时,为了与上述结论m=
n(β-γ)
α+β

匹配,对应到引理2,

i=h-1时,
(β-γ)n
α+β

≤h≤
(β-γ)n
α+β

+1的情况,qopt=C[h-1]+t更好。

综上所述,结论得证。 证毕

在引理1~引理3的基础上,假设速率修正活动排在位置i,根据i与m-1的关系,总惩罚费用∑
n

j=1
(αEj +

βTj +γqopt)+ρCmax 可以由下面引理得到。

引理4 若速率修正活动发生在第i个位置,且m=
n(β-γ)
α+β

,则总惩罚费用

fi(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax

可以表达如下:

1)
 

若i<m,则:

fi(d,π,u)=∑
n

j=1
λ[j]

p[j]

u[j]  
k

+αit+nγt+ρt, (12)

其中:

λ[j]=

(αj+nγ+ρ)(j
a[j])k,j=1,2,…,i;

(αj+nγ+ρ)(δ[j](j-i)
a[j])k,j=i+1,…,m-1;

[β(n-j)+ρ](δ[j](j-i)
a[j])k,j=m,…,n。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

(13)

2)
 

若i≥m,则:

fi(d,π,u)=∑
n

j=1
λ[j]

p[j]

u[j]  
k

+β(n-i)t+ρt, (14)

其中:

λ[j]=

(αj+nγ+ρ)(j
a[j])k,j=1,2,…,m-1;

[β(n-j)+ρ](j
a[j])k,j=m,…,i;

[β(n-j)+ρ](δ[j](j-i)
a[j])k,j=i+1,…,n。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

(15)

式中:λ[j]表示排在第j个位置的工件。
证明 1)

 

若i<m,有qopt=C[m-1]=p[1]+p[2]+…+p[m-1]+t,则:

fi(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
m-1

j=1
jp[j]+αit+β∑

n

j=m

(n-j)p[j]+nγ ∑
m-1

j=1
p[j]+t  +ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  =

∑
m-1

j=1

(αj+nγ+ρ)p[j]+∑
n

j=m

[β(n-j)+ρ]p[j]+αit+nγt+ρt=

∑
i

j=1

(αj+nγ+ρ)
p[j]j

a[j]

u[j]  
k

+∑
m-1

j=i+1

(αj+nγ+ρ)
δ[j]p[j](j-i)

a[j]

u[j]  
k

+

∑
n

j=m

[β(n-j)+ρ]
δ[j]p[j](j-i)

a[j]

u[j]  
k

+αit+nγt+ρt=
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∑
i

j=1

(αj+nγ+ρ)(j
a[j])k p[j]

u[j]  
k

+∑
m-1

j=i+1

(αj+nγ+ρ)(δ[j](j-i)
a[j])k p[j]

u[j]  
k

+

∑
n

j=m

[β(n-j)+ρ](δ[j](j-i)
a[j])k p[j]

u[j]  
k

+αit+nγt+ρt=∑
n

j=1
λ[j]

p[j]

u[j]  
k

+αit+nγt+ρt。

其中:

λ[j]=

(αj+nγ+ρ)(j
a[j])k,j=1,2,…,i;

(αj+nγ+ρ)(δ[j](j-i)
a[j])k,j=i+1,…,m-1;

[β(n-j)+ρ](δ[j](j-i)
a[j])k,j=m,…,n。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

2)
 

若i≥m,有qopt=C[m-1]=p[1]+p[2]+…+p[m-1],则:

fi(d,π,u)=∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=

α∑
m-1

j=1
jp[j]+β∑

n

j=m

(n-j)p[j]+β(n-i)t+nγ∑
m-1

j=1
p[j]+ρ ∑

n

j=1
p[j]+t  =

∑
m-1

j=1

(αj+nγ+ρ)p[j]+∑
n

j=m

[β(n-j)+ρ]p[j]+β(n-i)t+ρt=

∑
m-1

j=1

(αj+nγ+ρ)
p[j]j

a[j]

u[j]  
k

+∑
i

j=m

[β(n-j)+ρ]
p[j]j

a[j]

u[j]  
k

+

∑
n

j=i+1

[β(n-j)+ρ]
δ[j]p[j](j-i)

a[j]

u[j]  
k

+β(n-i)t+ρt=

∑
m-1

j=1

(αj+nγ+ρ)(j
a[j])k p[j]

u[j]  
k

+∑
i

j=m

[β(n-j)+ρ](j
a[j])k p[j]

u[j]  
k

+

∑
n

j=i+1

[β(n-j)+ρ](δ[j](j-i)
a[j])k p[j]

u[j]  
k

+β(n-i)t+ρt=∑
n

j=1
λ[j]

p[j]

u[j]  
k

+β(n-i)t+ρt。

其中:λ[j]=

(αj+nγ+ρ)(j
a[j])k,j=1,2,…,m-1;

[β(n-j)+ρ](j
a[j])k,j=m,…,i;

[β(n-j)+ρ](δ[j](j-i)
a[j])k,j=i+1,…,n。

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

证毕

3 问题1

在这节中,研究在∑
n

j=1
Gjuj ≤U 条件下,极小化函数∑

n

j=1

(αEj+βTj+γqopt)+ρCmax。 根据引理4,i任取2

种情况的其中1个,∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax 都是uj 的递减函数,因此资源的分配量越多越好,则当

∑
n

j=1
Gjuj=U 时,∑

n

j=1

(αEj+βTj+γqopt)+ρCmax可以取到极小值。下面给出在∑
n

j=1
Gjuj=U 的条件下,分配给各

个工件的资源量。
引理5 对于给定的排序π=(J[1],J[2],…,J[n]),有问题1的最优资源分配为:

u*
[j]=

U(λ[j])
1

k+1(G[j])
-
1

k+1(p[j])
k

k+1

∑
n

j=1

(λ[j])
1

k+1(G[j]p[j])
k

k+1

,j=1,2,…,n。 (16)

证明 对于1个给定的排序π=(J[1],J[2],…,J[n]),下面用拉格朗日乘数法进行证明。令η表示拉格朗日

乘子,那么根据引理4有下面2种情况。

1)
 

若i<m,问题1的拉格朗日函数表示为:

L(u,η)=fi(d,π,u)+η ∑
n

j=1
G[j]u[j]-U  =
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∑
n

j=1
λ[j]

p[j]

u[j]  
k

+αit+nγt+ρt+η ∑
n

j=1
G[j]u[j]-U  ; (17)

2)
 

若i≥m,问题1的拉格朗日函数表示为:

L(u,η)=fi(d,π,u)+η ∑
n

j=1
G[j]u[j]-U  =

∑
n

j=1
λ[j]

p[j]

u[j]  
k

+β(n-i)t+ρt+η ∑
n

j=1
G[j]u[j]-U  。 (18)

式(17)、(18)分别对u[j]与η求偏导数,得到:

∂L(u,η)
∂u[j]

=ηG[j]-
kλ[j](p[j])k

(u[j])k+1 =0,
∂L(u,η)
∂η

=∑
n

j=1
G[j]u[j]-U=0。

由上式可得:

u[j]=
kλ[j]

ηG[j]  
1

k+1
(p[j])

k
k+1, (19)

η
1

k+1=
∑
n

j=1

(kλ[j])
1

k+1(G[j]p[j])
k

k+1

U
。 (20)

将式(20)代入式(19)中,得到u*
[j]=

U(λ[j])
1

k+1(G[j])
-
1

k+1(p[j])
k

k+1

∑
n

j=1

(λ[j])
1

k+1(G[j]p[j])
k

k+1

,其中:当i<m 时,λ[j]取式(13);当i≥m 时,

λ[j]取式(15)。 证毕

同时考虑引理4和引理5,总惩罚费用可以表示如下:

1)
 

当i<m,λ[j]取式(13),将式(16)代入式(12)得:

fi(d,π,u*)=U-k ∑
n

j=1

(λ[j])
1

k+1(G[j]p[j])
k

k+1  
k+1

+αit+nγt+ρt; (21)

2)
 

当i≥m,λ[j]取式(15),将式(16)代入式(14)得:

fi(d,π,u*)=U-k ∑
n

j=1

(λ[j])
1

k+1(G[j]p[j])
k

k+1  
k+1

+β(n-i)t+ρt。 (22)

对于给定的i,式(21)中的αit+nγt+ρt与式(22)中的β(n-i)t+ρt都是常数,不失一般性,令:

Ajr=(λjr)
1

k+1(Gjpj)
k

k+1, (23)
其中:λjr 表示工件j排在第r个位置。于是求解问题1可以转化为下面的指派问题。

指派问题 min
 

∑
n

j=1
∑
n

r=1
Ajrxjr,     

s.t.
 

∑
n

j=1
xjr =1,

 

r=1,2,…,n,

∑
n

r=1
xjr =1,

 

j=1,2,…,n,

xjr∈{0,1},
 

j,r=1,2,…,n。 (24)
其中:第1个约束条件保证每个位置只能排1个工件;第2个约束条件保证每个工件只能排在1个位置上;第3
个约束条件表示xjr 为二元变量,若xjr=1,表示工件Jj 排在位置r;否则xjr=0,表示工件Jj 排在r 以外的

位置。
基于上述讨论,给出解决问题1的多项式时间算法.

算法1 第1步,计算m=
n(β-γ)
α+β

,i=0。

第2步,根据式(23)计算Ajr,j,r=1,2,…,n,在i<m,i≥m 时分别用式(13)、(15)计算λjr。
第3步,通过指派问题(24),得到工件的依赖位置i的最优排序π(i);再由式(21)、(22)计算总惩罚费用
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f(i)=fi(d,π,u*)。
第4步,令i=i+1。若i>n,进行第5步,否则返回第2步。
第5步,取f*=min{f(i),

 

i=1,2,…,n},对应的排序和速率修正的位置为最优排序π*和速率修正的最

优位置i*。计算工件的实际加工时间和qopt(当i* ≠m-1时,qopt=C[m-1];否则qopt=C[m-1]+t),再利用式

(16)计算最优的资源分配。
定理1 算法1的复杂度为O(n4)。
证明 第3步,对于1个给定的i,指派问题的复杂度为O(n3);第4步,速率修正的位置i是1个变量,从0

取值到n,故有n+1种取法;其他的步骤复杂性为O(n),故总的算法复杂度为O(n4)。 证毕

下面给出问题1的1个算例,并用算法1进行求解。
例1 令n=7,假设常数k=1,提前、延误、公共容许流和时间表长的单位惩罚为α=1,β=5,γ=2,ρ=2,速

率修正活动持续的时间t=1。工件的基本加工时间为:

p1=3,p2=5,p3=4,p4=2,p5=6,p6=8,p7=5;
工件的恶化率为:

a1=0.2,a2=0.5,a3=0.3,a4=0.6,a5=0.4,a6=0.1,a7=0.25;
速率修正系数为:

δ1=0.4,δ2=0.6,δ3=0.7,δ4=0.5,δ5=0.8,δ6=0.2,δ7=0.4;
资源分配的单位费用为:

G1=1,G2=3,G3=4,G4=2,G5=5,G6=8,G7=1。
设分配给各个工件的资源量的下界是uj=1,j=1,2,…,6,资源总量的上界是U=50。

第1步,计算m=
n(β-γ)
α+β

=4。

第2步,对于每个i值,利用式(23)计算Ajr,i=0,1,…,7。当i=0时,有:

Ajr=

4.516
 

6 4.981
 

2 5.329
 

4 5.188
 

3 4.457
 

4 3.467
 

0 1.882
 

0
12.369

 

3 15.136
 

1 17.209
 

9 17.492
 

9 15.540
 

1 12.422
 

5 6.901
 

0
13.798

 

6 15.754
 

3 17.201
 

0 16.988
 

0 14.758
 

6 11.584
 

6 6.337
 

1
5.831

 

0 7.386
 

9 8.570
 

9 8.838
 

1 7.939
 

6 6.404
 

9 3.585
 

6
20.199

 

0 23.875
 

2 26.601
 

5 26.652
 

8 23.414
 

8 18.547
 

5 10.224
 

5
14.751

 

3 15.714
 

2 16.475
 

5 15.810
 

0 13.432
 

1 10.352
 

9 5.576
 

7
5.831

 

0 6.543
 

0 7.071
 

8 6.934
 

2 5.990
 

7 4.680
 

9 2.550
 

7

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

第3步,通过指派问题求解,得到当前工件的最优排序为π(0)=(J2,J4,J7,J1,J6,J3,J5),指派问题的最

优值为Z(0)=67.257
 

5,总惩罚费用为f(0)=106.471
 

4。对于i取其他值,有下面的结果:

π(1)=(J2,J4,J7,J1,J6,J3,J5),Z(1)=70.856
 

9,f(1)=117.414
 

0;

π(2)=(J2,J4,J7,J1,J6,J3,J5),Z(2)=73.916
 

6,f(2)=127.273
 

3;

π(3)=(J2,J4,J1,J7,J6,J3,J5),Z(3)=77.017
 

2,f(3)=137.633
 

0;

π(4)=(J2,J4,J7,J1,J6,J3,J5),Z(4)=81.041
 

3,f(4)=148.353
 

8;

π(5)=(J2,J4,J7,J1,J3,J6,J5),Z(5)=84.017
 

4,f(5)=153.178
 

5;

π(6)=(J2,J4,J7,J1,J3,J5,J6),Z(6)=89.753
 

4,f(6)=168.113
 

5;

π(7)=(J2,J4,J7,J1,J3,J5,J6),Z(7)=96.646
 

5,f(7)=188.810
 

9。

根据算法1,总体的最优排序为π*=(J2,J4,J7,J1,J6,J3,J5),速率修正的最优位置为i*=0,总惩罚费

用为f*=106.471
 

4。在最优排序下,资源分配情况为:

u*
[j]=(3.065

 

2,2.745
 

7,5.257
 

3,3.857
 

0,1.248
 

2,2.153
 

0,1.520
 

2);
工件的实际加工时间为:

p[j]=(0.978
 

7,0.552
 

0,0.500
 

7,0.410
 

5,1.505
 

7,2.226
 

2,6.876
 

7);
公共容许流qopt=C[m-1]=C[3]=p[1]+p[2]+p[3]+t=3.031

 

4。
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4 问题2

在这节中,研究在∑
n

j=1

(αEj+βTj+γqopt)+ρCmax≤V 条件下,极小化资源消耗总费用∑
n

j=1
Gjuj。根据引理4,

∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax 也是uj 的递减函数,所以∑
n

j=1
Gjuj 要取到极小值,则令∑

n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+

ρCmax 取最大值V。下面给出当∑
n

j=1

(αEj +βTj +γqopt)+ρCmax=V 时,分配给各个工件的最优资源。

引理6 对于给定的排序π=(J[1],J[2],…,J[n]),有问题2的最优资源分配为:

u*
[j]=

(V-αit-nγt-ρt)
-
1
k(λ[j])

1
k+1(G[j])

-
1

k+1(p[j])
k

k+1 ∑
n

j=1

(λ[j])
1

k+1(G[j]p[j])
k

k+1  
1
k,i<m;

(V-β(n-i)t-ρt)
-
1
k(λ[j])

1
k+1(G[j])

-
1

k+1(p[j])
k

k+1 ∑
n

j=1

(λ[j])
1

k+1(G[j]p[j])
k

k+1  
1
k,i≥m。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (25)

证明 对于给定的排序π=(J[1],J[2],…,J[n]),下面用拉格朗日乘数法进行证明。令η 表示拉格朗日乘

子,那么根据引理4有2种情况。

1)
 

若i<m,则拉格朗日函数表示为:

L(u,η)=∑
n

j=1
G[j]u[j]+η(fi(d,π,u))=

∑
n

j=1
G[j]u[j]+η ∑

n

j=1
λ[j]

p[j]

u[j]  
k

+αit+nγt+ρt-V  ; (26)

2)
 

若i≥m,则拉格朗日函数表示为:

L(u,η)=∑
n

j=1
G[j]u[j]+η(fi(d,π,u))=

∑
n

j=1
G[j]u[j]+η ∑

n

j=1
λ[j]

p[j]

u[j]  
k

+β(n-i)t+ρt-V  。 (27)

式(26)、(27)分别对u[j]与η求偏导数,同时得到:

∂L(u,η)
∂u[j]

=G[j]-
ηkλ[j](p[j])k

(u[j])k+1
=0;

∂L(u,η)
∂η

=∑
n

j=1
λ[j]

p[j]

u[j]  
k

+αit+nγt+ρt-V=0,i<m;

∂L(u,η)
∂η

=∑
n

j=1
λ[j]

p[j]

u[j]  
k

+β(n-i)t+ρt-V=0,i≥m。

再由上述3个式子得到:

u[j]= ηkλ[j]

G[j]  
1

k+1
(p[j])

k
k+1, (28)

(ηk)
k

k+1=

∑
n

j=1

(λ[j])
1

k+1(G[j]p[j])
k

k+1

V-αit-nγt-ρt
,

 

i<m;

∑
n

j=1

(λ[j])
1

k+1(G[j]p[j])
k

k+1

V-β(n-i)t-ρt
,i≥m。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(29)

将式(29)代入式(28)中,得到:

u*
[j]=

(V-αit-nγt-ρt)
-
1
k(λ[j])

1
k+1(G[j])

-
1

k+1(p[j])
k

k+1 ∑
n

j=1

(λ[j])
1

k+1(G[j]p[j])
k

k+1  
1
k,i<m;

(V-β(n-i)t-ρt)
-
1
k(λ[j])

1
k+1(G[j])

-
1

k+1(p[j])
k

k+1 ∑
n

j=1

(λ[j])
1

k+1(G[j]p[j])
k

k+1  
1
k,i≥m。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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若i<m,则λ[j]取式(13);若i≥m,则λ[j]取式(15)。 证毕

同时考虑引理4和引理6,资源消耗总费用可以表示如下。

1)
 

当i<m,λ[j]取式(13),将式(25)代入∑
n

j=1
G[j]u[j](π,u*(π)),得到:

Zi(π,u*)=∑
n

j=1
G[j]u[j](π,u*(π))=

(V-αit-nγt-ρt)
-
1
k ∑

n

j=1

(λ[j])
1

k+1(G[j]p[j])
k

k+1  
1
k+1; (30)

2)
 

当i≥m,λ[j]取式(15),将式(25)代入∑
n

j=1
G[j]u[j](π,u*(π)),得到:

Zi(π,u*)=∑
n

j=1
G[j]u[j](π,u*(π))=

(V-β(n-i)t-ρt)
-
1
k ∑

n

j=1

(λ[j])
1

k+1(G[j]p[j])
k

k+1  
1
k+1。 (31)

基于上述讨论,类似于第3节将问题转化为指派问题,本节问题也同样转化为指派问题,下面给出解决问题2
的多项式时间算法。

算法2 第1步,计算m=
n(β-γ)
α+β

。

第2步,根据式(23)计算Ajr,j,r=1,2,…,n,在i<m,i≥m 时分别利用式(13)、(15)计算λjr。
第3步,通过指派问题(24),得到工件的依赖于i的位置的最优排序π(i);再由式(30)、(31)计算资源消耗

总费用Z(i)=Zi(π,u*)。
第4步,令i=i+1。若i>n,进行第5步,否则返回第2步。
第5步,取Z*=min{Z(i),i=1,2,…,n},对应的排序和速率修正的位置为工件的最优排序π*和速率修

正的最优的位置i*。计算工件的实际加工时间和qopt(当i* ≠m-1时,qopt=C[m-1];否则qopt=C[m-1]+t),再
利用式(25)计算最优的资源分配。

定理2 算法2的复杂度为O(n4)。
下面给出问题2的1个算例,并用算法2进行求解。
例2 条件与例题1相同,总惩罚费用的上界为V=70。速率修正活动在不同的位置上,有如下的结果:

π(0)=(J2,J4,J7,J1,J6,J3,J5),Z(0)=∑
n

j=1
Gjuj =83.769

  

8;

π(1)=(J2,J4,J7,J1,J6,J3,J5),Z(1)=94.730
 

2;

π(2)=(J2,J4,J7,J1,J6,J3,J5),Z(2)=105.070
 

5;

π(3)=(J2,J4,J1,J7,J6,J3,J5),Z(3)=116.306
 

8;

π(4)=(J2,J4,J7,J1,J6,J3,J5),Z(4)=123.918
 

7;

π(5)=(J2,J4,J7,J1,J3,J6,J5),Z(5)=121.705
 

6;

π(6)=(J2,J4,J7,J1,J3,J5,J6),Z(6)=127.867
 

8;

π(7)=(J2,J4,J7,J1,J3,J5,J6),Z(7)=137.361
 

0。
根据算法2,总体的最优排序为π*=(J2,J4,J7,J1,J6,J3,J5),速率修正的最优位置为i*=0,资源消耗

总费用为Z*=83.769
 

8。在最优排序下,资源分配情况为:

u*
[j]=(5.135

 

4,4.600
 

2,8.808
 

0,6.462
 

0,2.091
 

2,3.607
 

2,2.546
 

9);
工件的实际加工时间为:

p[j]=(0.584
 

2,0.329
 

5,0.298
 

8,0.245
 

0,0.898
 

7,1.328
 

7,4.104
 

6);
公共容许流为qopt=C[m-1]=C[2]=p[1]+p[2]+p[3]+t=2.212

 

5。

5 结论

本文研究了带有松弛工期指派的单机排序问题,工件的实际加工时间同时受到恶化效应、资源分配与机器
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的速率修正活动的影响,在2种目标函数下极小化。即在满足总的资源有限时,极小化提前、延误、公共容许流

和时间表长的总惩罚费用之和;或在总惩罚有限时,极小化资源消耗总费用。对于这2个问题给出了多项式时

间算法,并利用算法给出了速率修正活动的最优位置、最优的工件排序,最优的公共容许流和最优的资源分配。
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Abstract:
 

Single
 

machine
 

scheduling
 

problem
 

with
 

slake
 

due
 

date
 

assignment
 

is
 

studied.
 

The
 

actual
 

processing
 

time
 

of
 

a
 

job
 

is
 

determined
 

by
 

deterioration
 

effects,
 

convex
 

resource
 

allocation
 

and
 

a
 

rate-modifying
 

activity
 

on
 

the
 

machine.
 

The
 

problem
 

is
 

to
 

determine
 

the
 

optimal
 

job
 

sequence,
 

the
 

optimal
 

position
 

of
 

the
 

rate-modifying
 

activity,
 

the
 

optimal
 

common
 

flow
 

allowance
 

and
 

the
 

amount
 

of
 

resource
 

allocation
 

such
 

that
 

the
 

two
 

constrained
 

optimization
 

objective
 

cost
 

functions
 

are
 

minimized.
 

One
 

is
 

the
 

weighted
 

penalties
 

for
 

the
 

sum
 

of
 

earliness,
 

tardiness,
 

common
 

flow
 

allowance
 

and
 

maximum
 

completion
 

time
 

subject
 

to
 

an
 

upper
 

bound
 

on
 

the
 

total
 

resource
 

cost,
 

the
 

other
 

is
 

minimizing
 

the
 

total
 

resource
 

cost
 

subject
 

to
 

an
 

upper
 

bound
 

on
 

the
 

total
 

penalty
 

cost.
 

Transform
 

the
 

two
 

problems
 

into
 

assignment
 

problems.
 

When
 

the
 

rate-modifying
 

activity
 

is
 

located
 

in
 

different
 

positions,
 

select
 

the
 

optimal
 

solution
 

such
 

that
 

minimizes
 

the
 

objective
 

function.
 

It
 

is
 

proved
 

that
 

these
 

problems
 

remain
 

polynomial
 

solvable
 

under
 

the
 

proposed
 

algorithms
 

and
 

the
 

time
 

complexity
 

are
 

O(n4),
 

where
 

n
 

is
 

the
 

number
 

of
 

jobs.
 

Numerical
 

examples
 

show
 

that
 

the
 

proposed
 

algorithms
 

are
 

effective.

Keywords:
 

single
 

machine
 

scheduling;
 

deterioration
 

effect;
 

resource
 

allocation;
 

rate-modifying
 

activity;
 

slake
 

due
 

date
 

assignment
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