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摘要:研究一类具有范数结构特殊多目标优化问题的最优性条件。通过计算该类问题目标函数的广义次微分,系统论述

了Pareto有效解的FJ最优性条件和KKT最优性条件,并基于这些定理定义了新的Pareto-FJ稳定点和Pareto-KKT稳

定点,提出并证明了这2类稳定点的等价条件,以及它们对应的几何最优性条件。针对带有一般约束和区间约束的一类

具范数结构凸多目标优化问题,建立了Pareto-FJ最优性条件、Pareto-KKT最优性条件等一系列定理。所得结果丰富了

多目标优化理论,为具有范数结构多目标优化问题的应用研究打下基础。
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众所周知,多目标优化问题作为运筹学领域的研究热点之一,涉及多个相互冲突的目标函数,相关理论与方

法已被广泛应用于多个领域,如大数据分析、机器学习及经济管理等[1-4]。多目标优化问题最早由Pareto在1896
年提出,到目前为止已取得了丰富的研究成果。例如:Marcenaro-Gutierrez等人[3]考虑了收入、工作保障、工作

时间等多方面的预期满意度,研究了西班牙工人的满意度水平;Hämäläinen等人[4]考虑纸张重量、纤维取向和机

器方向速度分量,研究了造纸机流浆箱的最优形状设计。与传统的单目标优化问题不同,由于目标函数之间存

在冲突,多目标优化问题并不能总找到使所有目标函数同时达到最优的解。因此,有效解、弱有效解、真有效解

等多目标优化问题各类解的概念被研究者们相继提出,他们还对解的性质进行了研究[5-9]。
与非线性规划问题一样,不同类别解的最优性条件在构造解决多目标优化问题的有效方法中发挥着至关重

要的作用。这些条件能够判定一个可行解是否为所考虑问题的最优解,同时它也是构造算法的理论基础。1974
年,Lin[10]首次给出Pareto有效解的Fritz-John型必要条件,以及在Kuhn-Tucker约束品性下的Pareto有效解

的Kuhn-Tucker型必要条件。1994年,Maeda[11]利用线性锥和切锥,提出了可微多目标规划Kuhn-Tucker型必

要条件成立的约束品性。1999年,Preda等人[12]利用广义方向导数引进了新的约束品性,并给出了不可微规划

问题的最优性条件。随后,Li[13]通过引进有限个凸集并的核的概念,给出了非光滑多目标Kuhn-Tucker条件成

立的约束品性。2010年,赵克全等人[14-15]研究了一类带等式和不等式约束的非光滑多目标优化问题和不可微多

目标分式规划问题,并给出了问题的KKT最优性必要及充分条件。最近,Liuzzi等人[16]给出了具有区间约束和

非光滑约束的多目标优化问题的最优性条件。
此外,在运用多目标优化理论与方法解决实际问题的过程中,多类问题被发现具有范数形式特殊结构。例

如,Oymak等人[17]在恢复结构化模型问题中,研究了同时最小化多种范数的凸多目标优化问题;谭豫琳等人[18]

研究了绩效分配中寻找指标基础分数问题和电力生产发电机分配问题,并针对该类具有范数结构的多目标优化

问题,基于标量化思想提出了一种近似方法,以获得问题的Pareto解。对这类特殊多目标优化问题进行深入研

究分析,有助于为解决相关实际问题提供数学理论基础,进一步丰富和完善多目标优化理论。本文在已有文献

基础上,针对一类具有范数结构的特殊凸多目标优化问题进行研究,得出并证明了该问题的若干最优性条件。
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1 预备知识

本文假设Rn 为n 维欧氏空间,N+为正整数集,X 为赋范线性空间。给定向量x∈Rn 的第i个分量表示为

(x)i。 · :X→[0,+∞)为定义在X 上的范数,有 x =∑
n

i=1

(x)i ,∀x∈X。对任意x,y∈Rn,定义如下序

关系:x<y⇔(x)i<(y)i,∀i=1,2,…,n;x ≦y⇔(x)i≤(y)i,∀i=1,2,…,n;x≤y⇔x ≦y,x≠y。
考虑如下多目标优化模型:

min
 

F(x)=(f1(x),f2(x))
s.t.

 

g(x)≤0,
l≤x≤u。 (1)

其中:f1(x)=∑
q

k=1
x-a(k) ,f2(x)=max

1≤k≤q
x-a(k) ,a(k)∈X,k=1,2,…,q,q∈N+,g=(g1,g2,…,gm):

X→Rm,m∈N+为非光滑函数,l,u∈X 且l<u。令S={x∈X:l≤x≤u},V={x∈X:g(x)=(g1(x),g2(x),
…,gm(x))≤0},􀰲=V∩S 为凸集。显然,问题(1)是一个凸问题。引入一系列凸函数hk(x):X→R,定义为

hk(x)= x-a(k) ,k=1,2,…,q,则f1(x)=∑
q

k=1
hk(x),f2(x)=max

1≤k≤q
 
hk(x)。

对于任意向量x*∈X,B(x*,ρ)={y∈X:x-y 2≤ρ}表示以x*为中心,常数ρ>0为半径的闭球域。对

于任意非空集合A,cl(A)代表集合A 的闭包。下面给出多目标优化问题(1)的Pareto全局有效解和局部有效

解的定义。
定义1[19] 设x*∈􀰲,如果不存在x∈􀰲 使得F(x)≤F(x*),则称x*是问题(1)的全局Pareto有效解。
定义2[19] 设x*∈􀰲,如果对于某一ρ>0,不存在x∈􀰲∩B(x*,ρ)使得F(x)≤F(x*),则称x*是问题

(1)的局部Pareto有效解。
由于问题(1)为凸问题,故它所有的局部Pareto有效解也是全局Pareto有效解。
定义3[20] 考虑多目标优化问题(1),x∈􀰲 处的极次梯度方向锥为:

H0(x)={d∈Rn:d=0或对任意ξk∈∂hk(x),k=1,2,…,q,都有ξT
kd<0}。

定义4[20] 考虑多目标优化问题(1),x∈􀰲 处的极约束次梯度方向锥为:
G0(x)={d∈Rn:d=0或对任意ηj∈∂gj(x),j∈I0(x),都有ηT

jd<0},
其中:I0(x)={j∈{1,2,…,m}:gj(x)=0}。

定义5[20] 令x∈V,在x 点处关于非空集合V 的可行方向锥为:
G(x)={d∈Rn:存在ε>0,使得对任意t∈(0,ε],都有x+td∈V}。

定义6[16] 给定点x∈S,令:
D(x)={d∈Rn:(x)i=(l)i 时(d)i≥0;(x)i=(u)i 时(d)i≤0;(l)i<(x)i<(u)i 时(d)i∈R。i=1,2,…,n}
为x 点处关于集合S 的可行方向锥。

本文给出以下引理用于之后的证明。
引理1[20] 设对任意i=1,2,…,p,函数ui:Rn→R为凸函数。令u(x)=max{ui(x):i=1,2,…,p},

∀x∈Rn,则∂u(x)=conv{∂ui(x):i∈I(x)},其中I(x)={i∈{1,2,…,p}:ui(x)=u(x)}。

引理2[20] 设对任意i=1,2,…,p,函数ui:Rn→R为凸函数。令λi≥0,u(x)=∑
p

i=1
λiui(x),∀x∈Rn,

 

则

∂u(x)=∑
p

i=1
λi∂ui(x)。

2 最优性条件

在建立问题(1)的最优性条件前,本文先计算函数f1 和f2 的次微分。对函数hk(x)的次微分进行计算。
根据本文中范数的定义可知:

hk(x)=∑
n

i=1

(x)i-(a(k))i = max
s∈{-1,1}n

sT(x-a(k)),
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故对于任意点x∈X,函数hk(x)的次微分为∂hk(x)=J
(k)
1 ×J

(k)
2 ×…×J

(k)
n ,其中:

J(k)
i =

{1},(x)i>(a
(k))i,

{-1},(x)i<(a
(k))i,

[-1,1],(x)i=(a
(k))i。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

(2)

现在计算点x∈X 处,关于f1(x)和f2(x)的次微分。由引理2得:

∂f1(x)=∑
q

k=1
∂hk(x)。 (3)

由引理1得∂f2(x)=conv{∂hk(x):k∈I2(x)},其中I2(x)={k∈{1,2,…,q}:hk(x)=f2(x)}。由凸包定

义[20]得:

conv{∂hk(x):k∈I2(x)}= ∑
k∈I2(x)

δk∂hk(x),

其中:任取不全为0的数δk≥0,k∈I2(x),满足 ∑
k∈I2(x)

δk =1。 当k∈{1,2,…,q}且k∉I2(x)时,令δk=0,则可

得到conv{∂hk(x):k∈I2(x)}=∑
q

k=1
δk∂hk(x)。 因此,有:

∂f2(x)=∑
q

k=1
δk∂hk(x), (4)

其中:对于任意k=1,2,…,q,
 

有∑
q

k=1
δk =1,

 

δk ≥0,
 

对于任意k∉I2(x),
 

有δk=0。

根据文献[16],本文现建立问题(1)的最优性必要条件。
定理1 设x*∈􀰲 是问题(1)的局部Pareto有效解,则存在一组不全为0的数σ*

1 ,…,σ*
q ,λ*

1 ,…,λ*
m∈R满

足σ*
k ≥0,

 

k=1,2,…,q,
 

λ*
j ≥0,

 

λ*
jgj(x*)=0,

 

j=1,2,…,m,
 

且存在向量

ξ∈∑
q

k=1
σ*

k∂hk(x*)+∑
m

j=1
λ*

j∂gj(x*),

使得对于任意d∈D(x*)都有ξTd≥0。
证明 若x*∈􀰲 是问题(1)的局部Pareto有效解,则由文献[16]中定理3.3可得,存在一组不全为0的数

σ1,σ2,λ1,…,λm∈R满足σ1≥0,
 

σ2≥0,
 

λj≥0,
 

λjgj(x*)=0,
 

j=1,2,…,m,
 

且存在向量

ξ∈σ1∂f1(x*)+σ2∂f2(x*)+∑
m

j=1
λj∂gj(x*),

使得对于任意d∈D(x*)都有ξTd≥0。
由式(3)、(4)得:

σ1∂f1(x*)+σ2∂f2(x*)+∑
m

j=1
λj∂gj(x*)=σ1∑

q

k=1
∂hk(x*)+σ2∑

q

k=1
δk∂hk(x*)+∑

m

j=1
λj∂gj(x*)=

∑
q

k=1

(σ1+σ2δk)∂hk(x*)+∑
m

j=1
λj∂gj(x*),

其中:任取δk≥0,∀k=1,2,…,q,且满足∑
q

k=1
δk =1,δk =0,∀k∉I2(x)。 故存在δ*

k ,
 

k=1,2,…,q满足上述

条件使得向量ξ∈∑
q

k=1

(σ1+σ2δ*
k )∂hk(x*)+∑

m

j=1
λj∂gj(x*),ξTd≥0。

令σ*
k =σ1+σ2δ*

k ,k=1,2,…,q,λ*
j =λj,j=1,2,…,m,则σ*

1 ,…,σ*
q ,λ*

1 ,…,λ*
m∈R不全为0,满足对于任

意k=1,2,…,q有σ*
k ≥0,且对于任意j=1,2,…,m 有λ*

j ≥0,λ*
jgj(x*)=0。故结论成立。 证毕

根据定理1,下面给出问题(1)的Pareto-FJ稳定点定义。
定义7 (Pareto-FJ稳定点)如果x*∈􀰲 是问题(1)的可行点,且满足存在一组不全为0的数σ*

1 ,…,σ*
q ,

λ*
1 ,…,λ*

m∈R使得σ*
k ≥0,k=1,2,…,q,λ*

j ≥0,λ*
jgj(x*)=0,j=1,2,…,m,又存在向量ξ∈∑

q

k=1
σ*

k∂hk(x*)+

∑
m

j=1
λ*

j∂gj(x*),使得对于任意d∈D(x*),有ξTd≥0,则称x*为问题(1)的Pareto-FJ稳定点。
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定理2 x*∈􀰲 是问题(1)的Pareto-FJ稳定点当且仅当对于任意d∈D(x*),存在kd∈{1,2,…,q},能够

找到ξkd∈∂hkd
(x*),使得ξT

kdd≥0,或者存在jd∈I0(x*),能够找到ηjd∈∂gjd
(x*),使得ηT

jdd≥0。

证明 首先,证明当x* ∈􀰲 是问题(1)的 Pareto-FJ稳定点时,存在kd∈{1,2,…,q},能找到ξkd ∈

∂hkd
(x*),使得ξT

kdd≥0;或者存在jd∈{1,2,…,m},能够找到ηjd∈∂gjd
(x*),使得ηT

jdd≥0。由Pareto-FJ稳

定点定义,存在一组不全为0的乘子σ*
k ≥0,k=1,2,…,q,λ*

j ≥0,j=1,2,…,m,满足当gj(x*)<0时λ*
j =0,

且存在向量ξ∈∑
q

k=1
σ*

k∂hk(x*)+ ∑
j∈I0(x

*)

λ*
j∂gj(x*),使得对于任意d∈D(x*),都有ξTd≥0,其中I0(x*)=

{j∈{1,2,…,m}:gj(x*)=0}。故存在ξk∈∂hk(x*),k=1,2,…,q,ηj∈∂gj(x*),j∈I0(x*),使得ξ=

∑
q

k=1
σ*

kξk + ∑
j∈I0(x

*)

λ*
jηj,且满足对于任意d∈D(x*),ξTd≥0,即:

∑
q

k=1
σ*

k (ξT
kd)+ ∑

j∈I0(x
*)

λ*
j (ηT

jd)≥0。 (5)

反设存在d0∈D(x*),对于任意ξk∈∂hk(x*),k=1,2,…,q都有ξT
kd0<0,且对于任意ηj∈∂gj(x*),j∈

I0(x*)都有ηT
jd0<0。由于乘子σ*

k ,k=1,2,…,q,λ*
j ,j∈I0(x*)不全为0,下面分2种情况讨论。

第1种情况,假设σ*
k ,

 

k=1,2,…,q中存在不全为0的数,这里不妨设σ*
1 >0。可以推出σ*

1ξT
1d0<0。又由

σ*
k ,λ*

j ≥0,k=1,2,…,q,j∈I0(x*)得:

∑
q

k=1
σ*

k (ξT
kd0)+ ∑

j∈I0(x
*)

λ*
j (ηT

jd0)=σ*
1ξT

1d0+∑
q

k=2
σ*

k (ξT
kd0)+ ∑

j∈I0(x
*)

λ*
j (ηT

jd0)<0。 (6)

第2种情况,假设λ*
j ,j∈I0(x*)中存在不全为0的数λ*

j1
,由于λ*

j1>0,故λ*
j1η

T
j1d0<0。又由σ*

k ,λ*
j ≥0,

k=1,2,…,q,j∈I0(x*)得:

∑
q

k=1
σ*

k (ξT
kd0)+ ∑

j∈I0(x
*)

λ*
j (ηT

jd0)=∑
q

k=1
σ*

k (ξT
kd0)+λ*

j1η
T
j1d0+ ∑

j∈I0(x
*),j≠j1

λ*
j (ηT

jd0)<0。 (7)

由式(5)、(6)、(7)得矛盾。
现在证明在x*∈􀰲 处,若对于任意d∈D(x*),存在kd∈{1,2,…,q},

 

能够找到ξkd∈∂hkd
(x*),使得ξT

kdd≥0;

或者存在jd∈I0(x*),能够找到ηjd∈∂gjd
(x*),使得ηT

jdd≥0,则x*∈􀰲 是问题(1)的Pareto-FJ稳定点。首

先定义如下2个集合:

D1(x*)={d∈D(x*):存在kd∈{1,2,…,q},能够找到ξkd∈∂hkd
(x*),使得ξT

kdd≥0},

D2(x*)={d∈D(x*):存在jd∈I0(x*),能够找到ηjd∈∂gjd
(x*),使得ηT

jdd≥0},

则D(x*)⊆D1(x*)∪D2(x*)。对于任意d∈D1(x*),假设在kd∈{1,2,…,q}处,存在ξkd∈∂hkd
(x*),使得

ξT
kdd≥0。令σ*

kd=1,其余乘子全为0,则该组乘子满足Pareto-FJ稳定点中对乘子的要求,且:

∑
q

k=1
σ*

k (ξT
kd)+ ∑

j∈I0(x
*)

λ*
j (ηT

jd)=σ*
kdξ

T
kdd≥0,

即存在ξ =∑
q

k=1
σ*

kξk + ∑
j∈I0(x

*)

λ*
jηj ∈ ∑

q

k=1
σ*

k∂hk(x*)+ ∑
j∈I0(x

*)

λ*
j∂gj(x*),使得ξTd≥0。对于任意d∈

D2(x*),假设在jd∈I0(x*)处,存在ηjd∈∂gjd
(x*),使得ηT

jdd≥0。令λ*
jd=1,其余乘子全为0,则该组乘子

满足Pareto-FJ稳定点中对乘子的要求,且:

∑
q

k=1
σ*

k (ξT
kd)+ ∑

j∈I0(x
*)

λ*
j (ηT

jd)=λ*
jdη

T
jdd≥0,

即存在ξ=∑
q

k=1
σ*

kξk + ∑
j∈I0(x

*)

λ*
jηj ∈∑

q

k=1
σ*

k∂hk(x*)+ ∑
j∈I0(x

*)

λ*
j∂gj(x*),使得ξTd≥0。

综上可知,x*为问题(1)的Pareto-FJ稳定点。 证毕

下面通过具体算例说明如何利用定理2寻找问题(1)的Pareto-FJ稳定点。
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例1 多目标优化问题(1)中,取n=1,q=5,m=1,a(1)=1,a(2)=1.5,a(3)=3,a(4)=10,a(5)=21。令l=0,

u=4,函数g(x)=x2+2x
3
2-40。显然,g(x)在[0,4]上可微,对它求导得g'(x)=2x+3 x。由于g'(x)在

[0,4]上大于等于0,故g(x)在[0,4]上单调递增。且g(4)=-8<0,因此,该优化问题的可行域 􀰲=[0,4]。下

面判断可行域上哪些点为问题的Pareto-FJ稳定点。
当x=0时,g'(0)=0,对任何d∈D(x),即任意d≥0,都有g'(0)Td=0。因此,x=0是问题的Pareto-FJ

稳定点。
当x∈(0,1)时,对于任意d≥0,g'(x)>0,此时g'(x)Td≥0;对于任意d<0,存在ξ=-1,ξ∈

∂(x-1 ),使得ξTd>0。因此,x∈(0,1)是问题的Pareto-FJ稳定点。
当x∈[1,4)时,对于任意d≥0,存在ξ=1,ξ∈∂(x-1 ),使得ξTd≥0;对于任意d<0,存在ξ=-1,ξ∈

∂(x-10 ),使得ξTd>0。因此,x∈[1,4)是问题的Pareto-FJ稳定点。
当x=4时,对任何d∈D(x),即任意d≤0,存在ξ=-1,ξ∈∂(x-10 ),使得ξTd≤0。因此,x=4是问

题的Pareto-FJ稳定点。
综上所述,该问题的Pareto-FJ稳定点为[0,4]上所有点。
推论1 x*∈􀰲 是问题(1)的Pareto-FJ稳定点等价于在x*处满足D(x*)∩H0(x*)∩G0(x*)={0}。

证明 先证明充分性。反设存在非零向量d0∈D(x*)∩H0(x*)∩G0(x*)。由定义3及定义4知,对于

任意ξk∈∂hk(x),k=1,2,…,q,
 

都有ξT
kd0<0,且对于任意ηj∈∂gj(x),j∈I0(x),都有ηT

jd0<0。故由定理2
得,x*∈􀰲 不是问题(1)的Pareto-FJ稳定点,与条件矛盾。

现在证明必要性。由于在x*∈􀰲 处,D(x*)∩H0(x*)∩G0(x*)={0}。反设x*∈􀰲 不是问题(1)的

Pareto-FJ稳定点,则存在d0∈D(x*),对于任意ξk∈∂hk(x),k=1,2,…,q,都有ξT
kd0<0,且对于任意ηj∈

∂gj(x),j∈I0(x),都有ηT
jd0<0。从而得d0≠0,且d0∈D(x*)∩H0(x*)∩G0(x*),矛盾。 证毕

推论2 若x*∈􀰲 满足D(x*)∩H0(x*)∩G0(x*)={0},则x*是问题(1)的Pareto-FJ稳定点。

证明 由文献[20]知G0(x*)⊆G(x*),故由条件得D(x*)∩H0(x*)∩G0(x*)={0}。由推论1知x*是

问题(1)的Pareto-FJ稳定点。 证毕

定理3 设x*∈􀰲 是问题(1)的局部Pareto有效解,且存在方向d∈D(x*)使得对于任意j∈{1,2,…,m:

gj(x*)=0}满足以下条件:

ηT
jd<0,∀ηj∈∂gj(x*), (8)

则存在σ*
1 ,…,σ*

q ,λ*
1 ,…,λ*

m∈R,使得σ*
k ≥0,

 

σ* ≠0,
 

k=1,2,…,q,
 

λ*
j ≥0,

 

λ*
jgj(x*)=0,

 

j=1,2,…,m,

且存在向量ξ∈∑
q

k=1
σ*

k∂hk(x*)+∑
m

j=1
λ*

j∂gj(x*),使得对于任意d∈D(x*)都有ξTd≥0。

证明 若x*∈􀰲 是问题(1)的局部Pareto有效解,则由文献[16]中定理3.4
 

可得,存在一组乘子σ1,σ2,

λ1,…,λm∈R满足σk≥0,σ≠0,
 

k=1,2,
 

λj≥0,
 

λjgj(x*)=0,
 

j=1,2,…,m,
 

且存在向量

ξ∈σ1∂f1(x*)+σ2∂f2(x*)+∑
m

j=1
λj∂gj(x*),

使得对于任意d∈D(x*),都有ξTd≥0。
由式(3)、(4)得:

σ1∂f1(x*)+σ2∂f2(x*)+∑
m

j=1
λj∂gj(x*)=σ1∑

q

k=1
∂hk(x*)+σ2∑

q

k=1
δk∂hk(x*)+∑

m

j=1
λj∂gj(x*)=

∑
q

k=1

(σ1+σ2δk)∂hk(x*)+∑
m

j=1
λj∂gj(x*),

其中:任取δk≥0,k=1,2,…,q,且满足∑
q

k=1
δk=1,对于任意k∉I2(x),δk=0。故存在δ*

k ,k=1,2,…,q满足上

述条件使得向量:

ξ∈∑
q

k=1

(σ1+σ2δ*
k )∂hk(x*)+∑

m

j=1
λj∂gj(x*),ξTd≥0。
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令σ*
k =σ1+σ2δ*

k ,k=1,2,…,q,
 

λ*
j =λj,j=1,2,…,m,

 

则对于任意k=1,2,…,q都有σ*
k ≥0,σ*不全为0,

且对于任意j=1,2,…,m 都有λ*
j ≥0,λ*

jgj(x*)=0。结论成立。 证毕

根据定理3,下面给出问题(1)的Pareto-KKT稳定点定义。
定义8 (Pareto-KKT稳定点)如果x*∈􀰲 是问题(1)的可行点,且满足存在σ*

1 ,…,σ*
q ,λ*

1 ,…,λ*
m ∈R,使

得σ*
k ≥0,

 

σ* ≠0,
 

k=1,2,…,q,
 

λ*
j ≥0,

 

λ*
jgj(x*)=0,

 

j=1,2,…,m,
 

存在向量ξ ∈∑
q

k=1
σ*

k∂hk(x*)+

∑
m

j=1
λ*

j∂gj(x*),ξTd≥0,d∈D(x*),则称x*为问题(1)的Pareto-KKT稳定点。

定理4 x*∈􀰲 是问题(1)的Pareto-KKT稳定点当且仅当对于任意d∈D(x*),d≠0,存在kd∈{1,2,…,

q},能够找到ξkd∈∂hkd
(x*),使得ξT

kdd≥0;或者存在jd∈I0(x*),能够找到ηjd∈∂gjd
(x*),使得ηT

jdd>0。
证明 由Pareto-KKT稳定点定义,存在乘子σ*

k ≥0,k=1,2,…,q,λ*
j ≥0,j=1,2,…,m 满足当gj(x*)<

0时λ*
j =0,其中σ*

1 ,…,σ*
q 不全为0。存在向量ξ∈∑

q

k=1
σ*

k∂hk(x*)+ ∑
j∈I0(x

*)

λ*
j∂gj(x*),使得对于任意d∈

D(x*),都有ξTd≥0,其中I0(x*)={j∈{1,2,…,m}:gj(x*)=0}。上述表述等价于存在ξk∈∂hk(x*),k=

1,2,…,q,ηj∈∂gj(x*),j∈I0(x*)使得ξ=∑
q

k=1
σ*

kξk + ∑
j∈I0(x

*)

λ*
jηj,满足对于任意d∈D(x*),ξTd≥0,即:

∑
q

k=1
σ*

k (ξT
kd)+ ∑

j∈I0(x
*)

λ*
j (ηT

jd)≥0。 (9)

先证充分性。反设存在d0∈D(x*),对任意ξk∈∂hk(x*),k=1,2,…,q,
 

都有ξT
kd0<0,且对任意ηj∈

∂gj(x*),j∈I0(x*),都有ηT
jd0≤0,则对于任意不全为0的σ*

k ≥0,k=1,2,…,q,任意λ*
j ≥0,j=I0(x*),且:

∑
q

k=1
σ*

k (ξT
kd0)+ ∑

j∈I0(x
*)

λ*
j (ηT

jd0)<0。 (10)

由于式(9)、(10)矛盾,故结论成立。
下证必要性。定义如下2个集合:

D1(x*)={d∈D(x*):存在kd∈{1,2,…,q},能够找到ξkd∈∂hkd
(x*),

 

使得ξT
kdd≥0},

D2(x*)={d∈D(x*):存在jd∈I0(x*),能够找到ηjd∈∂gjd
(x*),使得ηT

jdd>0},
则D(x*)⊆D1(x*)∪D2(x*)。对于任意d∈D1(x*),假设在kd∈{1,2,…,q}处,存在ξkd∈∂hkd

(x*),使得

ξT
kdd≥0。令σ*

kd=1,其余乘子全为0,则该组乘子满足Pareto-KKT稳定点中对乘子的要求,且:

∑
q

k=1
σ*

k (ξT
kd)+ ∑

j∈I0(x
*)

λ*
j (ηT

jd)=σ*
kdξ

T
kdd≥0。

对于任意d∈D2(x*),假设在jd∈I0(x*),存在ηjd∈∂gjd
(x*),使得ηT

jdd>0。对于任意不全为0
 

的σ*
k ≥0,

k=1,2,…,q,
 

当λ*
jd

取充分大时,有:

∑
q

k=1
σ*

k (ξT
kd)+ ∑

j∈I0(x
*)

λ*
j (ηT

jd)≥0。

故由式(9)知,x*∈􀰲 是问题(1)的Pareto-KKT稳定点。 证毕

下面通过具体算例说明如何利用定理4寻找问题(1)的Pareto-KKT稳定点。
例2 多目标优化问题(1)中,取n=1,q=5,m=1,a(1)=1,a(2)=1.5,a(3)=3,a(4)=10,a(5)=21。令l=0,

u=4,函数g(x)=x2+2x
3
2-40。由例1知,该优化问题的可行域 􀰲=[0,4]。下面判断可行域上哪些点为问

题的Pareto-KKT稳定点。
当x=0时,取d0=1,显然d0∈D(x)且d0≠0。对任意ξk∈∂(x-a(k) ),k=1,2,…,5,都有ξk=-1,故

ξT
kd=-1<0。又g'(0)=0,故g'(0)Td=0。因此,x=0不是问题的Pareto-KKT稳定点。

当x∈(0,1)时,对于任意d>0,g'(x)>0,此时g'(x)Td>0;对于任意d<0,存在ξ=-1,ξ∈
∂(x-1 ),使得ξTd>0。因此,x∈(0,1)是问题的Pareto-KKT稳定点。
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当x∈[1,4)时,对于任意d>0,存在ξ=1,ξ∈∂(x-1 ),使得ξTd>0;对于任意d<0,存在ξ=-1,ξ∈
∂(x-10 ),使得ξTd>0。因此,x∈[1,4)是问题的Pareto-KKT稳定点。

当x=4时,对任何d∈D(x),即任意d<0,存在ξ=-1,ξ∈∂(x-10 ),使得ξTd<0。因此,x=4是问

题的Pareto-KKT稳定点。
综上所述,该问题的Pareto-KKT稳定点为(0,4]上所有点。
推论3 (几何最优性条件)x*∈􀰲 是问题(1)的Pareto-KKT稳定点等价于:

D(x*)∩H0(x*)∩cl(G0(x*))={0}。
证明 由定义4得cl(G0(x*))={d∈Rn:d=0或对任意ηj∈∂gj(x),j∈I0(x),ηT

jd≤0}。
先证明充分性。反设存在非零向量d0∈D(x*)∩H0(x*)∩cl(G0(x*))。由集合定义知,对于任意ξk∈

∂hk(x),k=1,2,…,q,
 

都有ξT
kd0<0,且对于任意ηj∈∂gj(x),j∈I0(x),都有ηT

jd0≤0。故由定理4得,x*∈
􀰲 不是问题(1)的Pareto-KKT稳定点,与条件矛盾。

现在证明必要性。由于在x*∈􀰲 处,D(x*)∩H0(x*)∩cl(G0(x*))={0}。反设x*∈􀰲 不是问题(1)的

Pareto-KKT稳定点,则存在d0∈D(x*),对于任意ξk∈∂hk(x),k=1,2,…,q,
 

都有ξT
kd0<0,且对于任意ηj∈

∂gj(x),j∈I0(x),都有ηT
jd0≤0。故d0≠0,且d0∈D(x*)∩H0(x*)∩cl(G0(x*)),矛盾。 证毕

3 结论

本文研究了一类具有范数结构的特殊凸多目标优化问题,讨论了同时带区间约束和非光滑约束情况下问题

的最优性条件,给出了相应稳定点定义及等价条件。深入研究具有范数结构的多目标优化问题有着重要意义,
能够为相关领域的实际应用提供理论基础。
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ZHAO
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China)

Abstract:
 

The
 

aim
 

is
 

to
 

investigate
 

the
 

optimality
 

conditions
 

for
 

a
 

specific
 

class
 

of
 

multi-objective
 

optimization
 

problems
 

with
 

a
 

norm
 

structure.
 

The
 

Fritz-John
 

and
 

Kuhn-Tucker
 

necessary
 

optimality
 

conditions
 

for
 

the
 

Pareto
 

optimum
 

are
 

systematically
 

examined
 

by
 

calculating
 

the
 

subdifferential
 

of
 

the
 

objective
 

functions
 

of
 

these
 

problems.
 

Theorems
 

are
 

utilized
 

to
 

establish
 

the
 

definitions
 

of
 

novel
 

Pareto-FJ
 

and
 

Pareto-KKT
 

stationary
 

points.
 

Additionally,
 

equivalence
 

conditions
 

for
 

these
 

stationary
 

points,
 

together
 

with
 

their
 

related
 

geometric
 

optimality
 

conditions,
 

are
 

presented
 

and
 

then
 

proven.
 

Several
 

theorems
 

such
 

as
 

the
 

Pareto-FJ
 

optimality
 

condition
 

and
 

the
 

Pareto-KKT
 

optimality
 

condition
 

are
 

established
 

for
 

a
 

class
 

of
 

norm-structured
 

convex
 

multi-objective
 

optimization
 

problems
 

with
 

general
 

constraints
 

and
 

interval
 

constraints.
 

The
 

results
 

obtained
 

enrich
 

the
 

theory
 

of
 

multi-objective
 

optimization
 

and
 

provide
 

a
 

foundational
 

basis
 

for
 

the
 

applied
 

research
 

of
 

multi-objective
 

optimization
 

problems
 

with
 

a
 

normative
 

structure.
Keywords:

 

multi-objective
 

optimization
 

problems;
 

norm
 

structures;
 

optimality
 

conditions
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