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摘要:针对大规模可分凸优化问题,提出自适应步随机原始对偶算法。首先将此问题等价地转换为一个对偶变量可分离

的鞍点问题,接着随机选择鞍点问题的对偶变量更新,并按照一定规则自适应选取原始对偶步,证明得到该算法迭代点的

遍历序列按期望以O(1/N)的速率收敛。数值实验的结果表明该算法可以有效解决正电子发射断层成像问题。
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图像处理[1-2]、机器学习[3]、统计[4]等领域中的很多问题都可以抽象成如下凸优化问题:

min
x∈X

 
Φ(x)=f(Ax)+g(x),

其中:f 和g 是凸函数,A 是有界线性算子。该 问 题 已 有 众 多 成 熟 的 算 法 来 解 决,如 交 替 方 向 乘 子 法

(ADMM)[5]、原始对偶混合梯度算法(PDHG)[1][6-7]。特别地,当 A 是恒等算子时,还可以选择向前-向后算

法[8]、Douglas-Rachford分裂算法[9]。
随着机器学习等学科的发展,问题的难点主要体现在规模大,计算量大等方面。因此,如何高效地解决如下

大规模可分凸优化问题具有重要的研究意义:

min
x∈X

Φ(x)=∑
n

i=1
fi(Aix)+g(x)  , (1)

其中:fi 是真凸函数且下半连续,g 是凸函数,Ai 是有界线性算子。近些年来,解决该问题的随机算法成为研究

热点,如镜像下降随机近似算法[10]、加速随机近似算法[11]解决了问题(1)中fi 是非光滑的情况,并且这2种算

法都以O(1/ N)的速率收敛。当fi 是光滑凸函数时,基于增量平均梯度方法[12]和随机平均梯度方法[13]解决

问题(1)的收敛速率可以提升到O(1/N)。又如当g 是强凸函数时,文献[14]针对问题(1)的对偶问题,提出了随

机对偶坐标上升法。

Chambolle等人在文献[1]中提出了原始对偶混合梯度算法(PDHG),该算法只涉及邻近算子求解和矩阵向

量的乘法等简单的运算,当邻近算子具有显式表达式时,与其他一阶或二阶算法相比,该算法迭代求解的过程相

对简单。在大规模问题(1)中,PDHG每迭代一次,需要求解n+1个邻近算子,当n 的值较大时,对计算速度和

内存空间都是极大的考验。
在原始对偶算法的基础上,越来越多的学者针对大规模可分凸优化问题提出了随机原始对偶算法:如

Dang[15]、Zhang[16]和Zhu[17]在每次迭代中随机选取部分对偶变量进行更新,有效减少了邻近算子的计算次数,
这里随机抽样的方式为统一概率抽样。Fercoq等人[18]提出了一种随机原始对偶算法,并证明了此算法在非强

凸假设下的次线性收敛速率,该算法利用先前所有迭代的平均信息来获得更大的步长,可是这需要更大的内存

空间来实现。Chambolle等人[19]证明了在任意抽样方式下随机原始对偶算法的收敛性,其中保守的固定原始对

偶步长的设置,在实际问题中可能影响收敛速度,特别是对未归一化的数据。
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在经典的原始对偶算法基础上,文献[7,20]从不同角度提出加速策略,如Chang等人[7]将黄金比率融入到

原始变量的凸组合中,使得该算法在实际应用中具有良好的性能。Chang[7]和 Malitsky[20]在算法结构中加入了

线性搜索步长的过程,因此可以获取更大的步长值,从而提高收敛速度,并保证全局收敛性。He等人[21]对原始

变量和对偶变量都执行凸组合的设置,这样PDHG就是完全对称的结构。
本文针对大规模可分凸优化问题,提出了自适应步随机原始对偶算法,并证明了遍历序列的原始对偶间隙

按期望以O(1/N)的速率收敛。该算法在每次迭代中随机选取对偶变量空间的一个子集进行更新,相比文献

[16]中的随机抽样的方式不局限于统一概率抽样,可以是任意抽样。在文献[19]基础之上,在没有强凸的假设

条件下,本文所提出的算法依旧采用可变步长的设置,加快了收敛速率。此外,算法结构中的子循环使得原始对

偶步长能够自适应地趋于适合实际问题的步长,避免了预先计算算子范数的困难。最后,本文将该算法应用于

正电子发射断层成像(PET)问题,数值实验结果验证了该算法的有效性。
本文首先简要介绍了目标问题的相关定义和假设,再给出了自适应步随机原始对偶算法的框架和收敛性分

析,将该算法应用于实际问题中,最后简要总结了全文的主要内容,并提出了未来研究的方向。

1 预备知识

首先给出自适应步随机原始对偶算法涉及的定义、性质和一些假设。
定义1[22] 若函数f:E→(-∞,∞],则对任意的x∈E,邻近算子proxf(x)定义为:

proxf(x)=argmin
u∈E

1
2 u-x 2+f(u)  ,

特别地,proxτ
f(x)=argmin

u∈E

1
2 u-x 2

τ-1+f(u)  ,其中 x 2
τ-1=<τ

-1x,x>。

性质1[22] 若函数f:E→(-∞,∞]是一个闭真凸函数,则对任意的x,u∈E,以下结果等价:

1)
 

u=proxf(x);

2)
 

x-u∈∂f(u);

3)
 

对任意的y∈E,<x-u,y-u>≤f(y)-f(u)。
定义2[22] 设函数f:E→[-∞,+∞]是广义实值函数,则f 的Fenchel共轭函数f*:E*→[-∞,+∞]

定义为:

f*(y)=sup
x∈Rn
{<x,y>-f(x)},y∈E*,

特别地,当f 是闭真凸函数时,f*也是闭真凸函数,且f(y)=f**(y)。

设X,Yi,i=1,…,n 是任意维的实希尔伯特空间,定义积空间Y∶=∏
n

i=1
Yi。对任意的y∈Y,记y=(y1,y2,

…,yn),其中yi∈Yi。在Y 空间上定义内积 <y,z>=∑
n

i=1

<yi,zi>,其中yi,zi∈Yi。自然地,Y 空间上由内积诱

导的范数定义为 y = ∑
n

i=1
yi

2。 此外,记W∶=X×Y 为原始对偶变量空间。

设A:X→Y 的一个有界线性算子。根据积空间Y=∏
n

i=1
Yi 的特性,有(Ax)i=Aix,其中Ai:X→Yi 是线性

算子;定义A 的伴随算子A*:Y→X,A*y=∑
n

i=1
A*

iyi。 函数f:Y→R∪{+∞}和g:X→R∪{+∞}是凸函数,

且f 是下半连续的。特别地,假设f 是可分离的,即f(y)=∑
n

i=1
fi(yi)。

2 自适应步随机原始对偶算法及收敛性分析

首先,本文不直接解决问题(1),而是利用Fenchel共轭将它转换为一个鞍点问题。当f 是下半连续的真凸

函数时,即f 是闭真凸函数,则:
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f=f**=
 

sup
y∈Y ∑

n

i=1

<Aix,yi>-f*
i (yi)  ,

于是寻求问题(1)的解x 等价于寻求以下鞍点问题的原始变量x:

min
x∈X

 
sup
y∈Y

ψ(x,y)∶=g(x)+∑
n

i=1

<Aix,yi>-f*
i (yi)  。 (2)

假设问题(2)的鞍点w#=(x#,y#)=(x#,y#
1 ,y#

2 ,…,y#
n )存在,其一阶必要性条件为:

-A*y#∈∂g(x#),Aix#∈∂f*
i (y#

i ),
 

i=1,2…n。
根据鞍点定义原始间隙和对偶间隙:

Px#,y#
(x)=g(x)-g(x#)+<A*y#,x-x#>≥0,

 

∀x∈X, (3)

Dx#,y#
(y)=f*(y)-f*(y#)-<Ax#,y-y#>≥0,∀y∈Y, (4)

则原始对偶间隙可以表示为:Gx#,y#
(x,y)=Px#,y#

(x)+Dx#,y#
(y)≥0。当(x#,y#)确定时,显然g(x)和

f*(y)是凸函数,又因为g(x#)和f*(y#)是定值,<A*y#,x-x#>和<Ax#,y-y#>是线性的,所以Px#,y#
(·),

Dx#,y#
(·),Gx#,y#

(·,·)是凸函数。

解决问题(2)常用PDHG[1]方法,即:

y(k+1)=proxσ
f*
(y(k)+σAx(k)),

x(k+1)=proxτ
g(x

(k)-τA*y(k+1)),

x(k+1)=x(k+1)+θ(x(k+1)-x(k))。
当f 和g 为凸函数时,文献[1]要求原始对偶步长满足条件στ A 2<1,并证明了该算法的收敛性。在此基础

上,本文针对鞍点问题(2)的大规模、可分离等特点,将PDHG拓展到了随机的情况,并融入了自适应步长,从而

加快收敛速率。
针对问题(2)提出如下自适应步随机原始对偶算法(ASPDHG)。
算法1 选取初始点x(0)∈X,y(1)∈Y 以及初始步长τ(0)>0,令k=0;给定迭代次数N∈N+和参数μ∈(0,

1),δ∈(0,1)+,β>0。

步骤1,若k=N,算法终止,否则计算x(k)=prox
τ(k-1)
g (x(k-1)-τ(k-1)A*y(k));

步骤2,令τ(k)∶=τ(k-1),任意选择S(k)⊂{1,2,…,n};

步骤3,计算θ(k)=
τ(k)

τ(k-1)
,x(k)=x(k)+θ(k)(x

(k)-x(k-1)),y(k+1)
i =

prox
βτ(k)
f*i
(y(k)+βτ(k)Aix

(k)),i∈S(k)

y(k)
i ,i∉S(k) ;

步骤4,判断 βτ(k) A*y(k+1)-A*y(k) ≤δ y(k+1)-y(k) 是否成立,若成立,置k=k+1,转步骤1;否则令

τ(k)∶=τ(k)μ,并转步骤3。
注1 在选取S(k)时,与文献[15]的算法相比,该算法的随机抽样可以是任意的,不必是统一概率抽样,但必

须保证每一个对偶变量指标i被选取概率Pi>0。随机子集选择方式虽然更加灵活,但某些不适合的抽样方式

可能会导致一些数据点被频繁更新,而另一些数据点则很少更新,从而影响实际应用效果。
注2 该算法将线性搜索步长结构与针对大规模问题的随机算法相结合,步骤4的判断条件,使得原始对偶

步长能够自适应地趋于适合实际问题的步长,避免了预先计算算子范数的困难。与文献[20]不同的是,该算法

步骤4 中 步 长 的 选 择 是 一 个 单 调 递 减 并 趋 于 稳 定 的 过 程,而 文 献[20]的 步 长 τ(k)∈ τ(k-1)
β(k-1)

β(k)
,

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 

 

τ(k-1)
β(k-1)

β(k)
(1+θ(k-1))

􀭤
􀭥

􀪁
􀪁􀪁  选取策略在理论上并不适用。

注3 每进行一次原始变量邻近算子求值后,搜索步长的子循环不会是一个无限的过程,在经过有限次迭代

之后,一定会满步骤4的终止条件,在引理1中详细证明了这一点。在收敛性证明的过程中,步骤4中的终止条

件所起的作用与文献[1]中的步长条件στ A 2<1所起的作用一致。

注4 在以下算法中,参数β等价于文献[1,19]中的对偶步长与原始步长之间的比值
σ
τ
;在实际应用时,δ
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的取值可以尽量靠近1;在步长搜索子循环的过程中,步长值通过τ(k)∶=τ(k)μ 来下降,逐渐趋于适应算法和实际

问题的步长;在收敛性分析中已经证明遍历序列的原始对偶间隙按期望以O(1/N)的速度收敛,因此可以根据

目标精度来确定迭代次数N 的取值。
针对上述算法的特殊结构,可以得出以下结论。
引理1 在自适应步随机原始对偶算法中,有以下结论成立:

1)
 

该算法的子循环迭代有限次后,一定会满足步骤4中的终止条件;

2)
 

对任意的k≥0,存在τ,使得τ(k)≥τ。

证明 1)
 

每一次子循环迭代执行τ(k)·μ(μ<1),则存在k',使得τ(k')≤
δ

β A*
,则:

βτ(k') A*y(k'+1)-A*y(k') ≤βτ(k') A* y(k'+1)-y(k') ≤δ y(k'+1)-y(k') ,
线性搜索步长迭代终止。

2)
 

不失一般性,假设τ(0)>
δμ

β A*
,且τ(k-1)>

δμ
β A*

,下面证明τ(k)>
δμ

β A*
。

设τ(k)=τ(k-1)μj,j∈N。当j=0时,τ(k)≥τ(k-1)>
δμ

β A*
成立;当j>0时,则有τ'(k)=τ(k-1)μj-1 不满足

步骤4中的终止条件,即:

βτ'(k) A* y(k+1)-y(k) ≥βτ'(k) A*y(k+1)-A*y(k)
 

>
 

δ y(k
 

+1)-y(k) ,
因此:

τ'(k)
 >

 δ

β A*
,τ(k)>

δμ
β A*

。 证毕

自适应步随机原始对偶算法的收敛性分析是由确定到随机的过程,下面引理考虑了在第k 次迭代中对偶变

量完全更新的情况。
引理2 在自适应步随机原始对偶算法中,考虑对某个固定的k,对偶变量完全选取更新,即对任意的i=1,

2,…n,有ŷ(k+1)
i =prox

βτk
f*i
(y(k)+βτ(k)Aix

(k)),则:

1
2
(x(k)-x# 2- x(k+1)-x# 2)+

1
2β
(y(k)-y# 2- ŷ(k+1)-y# 2)-

1
2 x(k)-x(k+1) 2-

1-δ2

2β
ŷ(k+1)-y(k) 2≥ε(k),

其中:ε(k)=τ(k)((1+θ(k))Px#,y#
(x(k))-θ(k)Px#,y#

(x(k-1))+Dx#,y#
(ŷ(k+1)))。

证明 设(x#,y#)是问题(2)的鞍点,当对偶变量全部都更新时,由性质1中条件(3)可得:

τ(k)(g(x
(k+1))-g(x#))≤[x(k+1)-x(k)+τ(k)A*ŷ(k+1),x#-x(k+1)], (5)

τ(k)(f*
i (ŷ

(k+1)
i )-f*

i (y#
i ))≤<

1
β
(ŷ(k+1)

i -y(k)
i )-τ(k)Aix

(k),y#
i -ŷ

(k+1)
i >,

 

i=1,2,…,n, (6)

由于f*
i (y#

i )=sup
ui∈Yi

{<y#
i ,ui>-fi(ui)},则:

∑
n

i=1
f*

i (y#
i )=∑

n

i=1
sup
ui∈Yi

{[y#
i ,ui]-fi(ui)}=

sup
u∈Y ∑

n

i=1

<y#
i ,ui>-fi(ui)  =

 

sup
u∈Y
{<y#,u>-f(u)}=f*(y#)。

因此,取式(6)中i=1,2,…,n 相加可得:

τ(k)(f*(ŷ(k+1))-f*(y#))≤<
1
β
(ŷ(k+1)-y(k))-τ(k)Ax

(k),y#-ŷ(k+1)>。 (7)

又因为x(k)=prox
τ(k-1)
g (x(k-1)-τ(k-1)A*y(k)),再次由性质1中(3)可得:

τ(k-1)(g(x
(k))-g(x))≤<x(k)-x(k-1)+τ(k-1)A*y(k),x-x(k)>,∀x∈X, (8)
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分别取x=x(k+1),x=x(k-1)带入式(8),得到:

τ(k-1)(g(x
(k))-g(x(k+1)))≤<x(k)-x(k-1)+τ(k-1)A*y(k),x(k+1)-x(k)>, (9)

τ(k-1)(g(x
(k))-g(x(k-1)))≤<x(k)-x(k-1)+τ(k-1)A*y(k),x(k-1)-x(k)>, (10)

式(9)乘以θ(k)=
τ(k)

τ(k-1)
,式(10)乘以θ2(k),再相加可得:

<θ(k)(x
(k)-x(k-1))+τ(k)A*y(k),x(k+1)-x(k)>+<θ(k)(x

(k)-x(k-1))+τ(k)A*y(k),θ(k)(x
(k-1)-x(k))>≥

τ(k)(g(x
(k))-g(x(k+1)))+τ(k)θ(k)(g(x

(k))-g(x(k-1))), (11)

将x(k)=x(k)+θ(k)(x
(k)-x(k-1))代入式(11),则:

<x(k)-x(k)+τ(k)A*y(k),x(k+1)-x(k)>≥τ(k)((1+θ(k))g(x
(k))-g(x(k+1))-θ(k)g(x

(k-1))), (12)
又因为:

τ(k)<A*ŷ(k+1)-A*y#,x(k)-x#>=τ(k)<Ax
(k)-Ax#,ŷ(k+1)-y#>, (13)

将式(5)、(7)、(12)、(13)相加可得:

<x(k+1)-x(k),x#-x(k+1)>+
1
β
<ŷ(k+1)-y(k),y#-ŷ(k+1)>+<x(k)-x(k),x(k+1)-x(k)>+

τ(k)<A*ŷ(k+1)-A*y(k),x(k)-x(k+1)>-τ(k)<A*y#,x(k)-x#>+τ(k)<Ax#,ŷ(k+1)-y#>≥

τ(k)(f*(ŷ(k+1))-f*(y#)+(1+θ(k))g(x
(k))-θ(k)g(x

(k-1))-g(x#)), (14)
由式(3)得到:

 

(1+θ(k))g(x
(k))-θ(k)g(x

(k-1))-g(x#)+<A*y#,x(k)-x#>=
(1+θ(k))(g(x

(k))-g(x#)+<A*y#,x(k)-x#>)-θ(k)(g(x
(k-1))-g(x#)+<A*y#,x(k-1)-x#>)=

(1+θ(k))Px#,y#
(x(k))-θ(k)Px#,y#

(x(k-1)), (15)
结合式(4)、(14)和(15)有:

<x(k+1)-x(k),x#-x(k+1)>+
1
β
<ŷ(k+1)-y(k),y#-ŷ(k+1)>+

<x(k)-x(k),x(k+1)-x(k)>+τ(k)<A*ŷ(k+1)-A*y(k),x(k)-x(k+1)>≥

τ(k)((1+θ(k))Px#,y#
(x(k))-θ(k)Px#,y#

(x(k-1))+Dx#,y#
(ŷ(k+1))), (16)

记ε(k)=τ(k)((1+θ(k))Px#,y#
(x(k))-θ(k)Px#,y#

(x(k-1))+Dx#,y#
(ŷ(k+1)))。

将2<a-b,c-a>= b-c 2- a-b 2- a-c 2 代入式(16),则:

1
2
(x(k)-x# 2- x(k+1)-x# 2- x(k+1)-x(k) 2)+

1
2β
(y(k)-y# 2- ŷ(k+1)-y# 2- ŷ(k+1)-y(k) 2)+

1
2
(x(k+1)-x(k) 2- x(k)-x(k) 2- x(k+1)-x(k) 2)+

τ(k)<A*ŷ(k+1)-A*y(k),x(k)-x(k+1)>≥ε(k), (17)
根据Canchy-Schwarz不等式和步骤4中的终止条件可得:

τ(k)<A*ŷ(k+1)-A*y(k),x(k)-x(k+1)>≤τ(k) A*ŷ(k+1)-A*y(k) x(k)-x(k+1) ≤

δ

β
ŷ(k+1)-y(k) x(k)-x(k+1) ≤

1
2 x(k)-x(k+1) 2+

δ2

2β
ŷ(k+1)-y(k) 2,

将上式代入式(17)得到:

1
2
(x(k)-x# 2- x(k+1)-x# 2)+

1
2β
(y(k)-y# 2- ŷ(k+1)-y# 2)-

1
2 x(k)-x(k+1) 2-

1-δ2

2β
ŷ(k+1)-y(k) 2≥ε(k)。 (18)

因此引理2成立。 证毕
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下面给出本文的重要结论。
定理1 设(x(k),y(k))是由自适应步随机原始对偶算法迭代产生的序列,(x#,y#)是问题(2)的鞍点,则遍

历序列(X(N),Y(N))的原始对偶间隙P(X(N))+D(Y(N))按期望以O(1/N)的速率收敛到0,且满足:

E{P(X(N))+D(Y(N))}≤
1

S(N)
(Δ(1)+τ(1)θ(1)P(x

(0))+τ(1)Dp(y(1)))≤

1
N
· 1

τ
(Δ(1)+τ(1)θ(1)P(x

(0))+τ(1)Dp(y(1)))  ,

其中:X(N)=
τ(N)(1+θ(N))x

(N)+∑
N-1

k=1

(τ(k)(1+θ(k))-τ(k+1)θ(k+1))x
(k)

τ(1)θ(1)+S(N)
,Y(N)=

∑
N

k=1
τ(k)y

(k+1)

∑
N

k=1
τ(k)

,S(N)=∑
N

k=1
τ(k),

Δ(1)=E
1
2 x(1)-x# 2+

1
2β

y(1)-y# 2
Q  。

证明 考虑对偶变量以一定的概率随机更新,即:

y(k+1)
i =

prox
βτ(k)
f*i
(y(k)+βτ(k)Aix

(k)),i∈S(k);

y(k)
i ,i∉S(k)。 

 

对任意映射φ,假设y(k+1)
i 以pi 的概率更新有,E(k+1)φ(y

(k+1)
i )=piφ(ŷ

(k+1)
i )+(1-pi)φ(y

(k)
i ),即:

φ(ŷ
(k+1)
i )=

1
pi

E(k+1)φ(y
(k+1)
i )- 1

pi
-1  φ(y(k)

i )=

1
pi
-1  E(k+1)φ(y

(k+1)
i )- 1

pi
-1  φ(y(k)

i )+E
(k+1)φ(y

(k+1)
i )。

因此

ŷ(k+1)-y# 2=E(k+1)y(k+1)-y# 2
Q- y(k)-y# 2

(Q-I),

ŷ(k+1)-y(k) 2=E(k+1)y(k+1)-y(k) 2
Q,

D(ŷ(k+1))=E(k+1)Dp(y(k+1))-Dp(y(k))+E(k+1)D(y(k+1)), (19)

其中:Dp(y(k))=∑
n

i=1

1
pi

-1  Di(x#,y#)
(y(k)

i ),Q=diag
1
p1

I,…,
1
pn

I  ,E(k+1)表示对变量y(k+1)求期望。

将式(19)代入到式(18)得到:

1
2 x(k)-x# 2+

1
2β

y(k)-y# 2
Q-
1
2 x(k)-x(k) 2+τ(k)θ(k)P(x

(k-1))-τ(k)(1+θ(k))P(x
(k))+

τ(k)Dp(y(k))≥
1
2 x(k+1)-x# 2+

1
2β

E(k+1)y(k+1)-y# 2
Q+
1-δ2

2β
E(k+1)y(k+1)-y(k) 2

Q+

τ(k)E
(k+1)(Dp(y(k+1))+D(y(k+1)))=

E(k+1) 1
2 x(k+1)-x# 2+

1
2β

y(k+1)-y# 2
Q+
1-δ2

2β
y(k+1)-y(k) 2

Q+τ(k)(Dp(y(k+1))+D(y(k+1))  ,
两边同时对y(k)求期望,得到:

E(k)τ(k)θ(k)P(x
(k-1))-τ(k)(1+θk)P(x

(k))+τ(k)Dp(y(k))+ 
1
2 x(k)-x# 2+

1
2β

y(k)-y# 2
Q-
1
2 x(k)-x(k) 2 ≥

E(k,k+1) 1
2 x(k+1)-x# 2+

1
2β

y(k+1)-y# 2
Q+
1-δ2

2β
y(k+1)-y(k) 2

Q+τ(k)(Dp(y(k+1))+D(y(k+1))  。
方便起见,记E 为对所有对偶变量y 求期望,则对任意的k≥0都有:

E 1
2 x(k)-x# 2+

1
2β

y(k)-y# 2
Q+τ(k)θ(k)P(x

(k-1))-τ(k)(1+θ(k))P(x
(k))+τ(k)Dp(y(k))  ≥

E 1
2 x(k+1)-x# 2+

1
2β

y(k+1)-y# 2
Q+τ(k)(Dp(y(k+1))+D(y(k+1))  , (20)
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令Δ(k)=E
1
2 x(k)-x# 2+

1
2β

y(k)-y# 2
Q  ,则式(20)可以表示为:

Δ(k)≥Δ(k+1)+E{τ(k)((1+θ(k))P(x
(k))-θ(k)P(x

(k-1))-Dp(y(k))+Dp(y(k+1))+D(y(k+1)))}, (21)
取式(21)中的k=1,2,…,N,相加得到:

Δ(1)-Δ(N+1)≥∑
N

k=1
E{τ(k)((1+θ(k))P(x

(k))-θ(k)P(x
(k-1)))+

τ(k)(Dp(y(k+1))+D(y(k+1))-Dp(y(k)))}。 (22)
由P 的凸性可得:

E ∑
N

k=1

[τ(k)(1+θ(k))P(x
(k))-τ(k)θ(k)P(x

(k-1))]  =

E ∑
N-1

k=1

[τ(k)(1+θ(k))-τ(k+1)θ(k+1)]P(x
(k))+τ(N)(1+θ(N))P(x

(N))-τ(1)θ(1)P(x
(0))  ≥

E (τ(1)θ(1)+S(N))P
τ(N)(1+θ(N))x

(N)+∑
N-1

k=1

(τ(k)(1+θ(k))-τ(k+1)θ(k+1))x
(k)

τ(1)θ(1)+S(N)    -τ(1)θ(1)P(x
(0))≥

E{SNP(XN)}-τ1θ1P(x0), (23)

其中:∑
N

k=1
τ(k)=S(N),X(N)=

τ(N)(1+θ(N))x
(N)+∑

N-1

k=1

(τ(k)(1+θ(k))-τ(k+1)θ(k+1))x
(k)

τ(1)θ(1)+S(N)
。

同理,由D 的凸性可得到:

E ∑
N

k=1
τ(k)D(y

(k+1))  ≥E ∑
N

k=1
τ(k)  ·D

∑
N

k=1
τ(k)y

(k+1)

∑
N

k=1
τ(k)  􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 =E{S(N)·D(Y(N))}, (24)

其中:Y(N)=
∑
N

k=1
τ(k)y

(k+1)

∑
N

k=1
τ(k)

。

又因为τ(k)≥τ(k+1),由函数Dp(·)的凸性和非负性有:

∑
N

k=1
E{τk(Dp(y(k+1))-Dp(y(k)))}=

Eτ(N)Dp(y(N+1))-τ(1)Dp(y(1))+∑
N-1

K=1

(τ(k)-τ(k+1))Dp(y(k+1))  ≥

E (τ(1)-τ(N))Dp ∑
N-1

K=1

(τ(k)-τ(k+1))y
(k+1)

(τ(1)-τ(N))  +τ(N)Dp(y(N+1))-τ(1)Dp(y(1))  ≥
E{τ(N)Dp(y(N+1))}-τ(1)Dp(y(1))≥-τ(1)Dp(y(1))。 (25)

将式(23)、(24)、(25)代入式(22)可得:

E{P(X(N))+D(Y(N))}≤
1

S(N)
(Δ(1)-Δ(N+1)+τ(1)θ(1)P(x

(0))+τ(1)Dp(y(1)))≤

1
S(N)

(Δ(1)+τ(1)θ(1)P(x
(0))+τ(1)Dp(y(1))), (26)

根据引理1中的结论(2),对任意的k≥0,存在τ,使得τ(k)≥τ,得到:

S(N)=∑
N

k=1
τ(k)≥N·τ, (27)

将式(27)代入式(26)有:

51第3期          周晓艳,等:大规模可分凸优化问题的自适应步随机原始对偶算法



E{P(X(N))+D(Y(N))}≤
1

S(N)
(Δ(1)+τ(1)θ(1)P(x

(0))+τ(1)Dp(y(1)))≤

1
N
· 1

τ
(Δ(1)+τ(1)θ(1)P(x

(0))+τ(1)Dp(y(1)))  。
即遍历序列的原始对偶间隙P(X(N))+D(Y(N))按期望以O(1/N)的速率收敛。 证毕

注5 定理1的结果表明遍历序列的原始对偶间隙P(X(N))+D(Y(N))按期望以O(1/N)的速率收敛,尽管

遍历序列的定义方式与文献[2,23]有所不同,但他们的收敛速率一致。并且,当随机选取退化成完全选取时,定
理2的理论结果依然成立,也就是说,确定性和随机性两种情况下的结论都可以通过一个证明来解决。此外,与
文献[15]不同的是,定理1中关于随机的证明不局限于统一概率抽样,只需保证每一个对偶变量指标i被选取概

率Pi>0。

3 数值实验

正电子发射断层成像(PET),是核医学领域比较先进的临床检查影像技术。PET成像主要基于正电子发射

原理,使用放射性示踪剂在体内发出正电子,当正电子与体内的电子相遇时,会湮灭产生伽玛射线,通过对伽玛

射线的探测和记录,PET系统重建出放射性示踪剂在人体组织中的分布情况。设示踪剂分布(图像)空间为X=

R
d1×d2,其中d1=d2=250,数据空间为Y=∏

n

i=1
Yi,Yi=R

Bi ,其中Bi⊂{1,2,…,200·250},对任意i≠j,Bi∩

Bj=∅,且∪
n

i=1
Bi={1,2,…,200·250},则正电子发射断层成像(PET)可抽象为问题(1)的标准形式:

min
x∈X

Φ(x)∶=∑
n

i=1
fi(Aix)+g(x)  ,

其中:有界线性算子 A:X→Y 是200个方向上的线积分,且每个方向由250个线积分构成;函数g(x)=

0.2 �x 2,1+l≥0(x),�x=(�1x,�2x)∈R
d1·d2×2,范数定义为 �x 2,1=∑j

(�1xj)2+(�2xj)2;函数

fi(y)= ∑j∈Bi
yj +rj -bj +bjlog

bj

yj +rj  , 

如果yj +rj >0;

∞,
 

否则。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

则fi(y)的Fenchel共轭可表示为:

f*
i (z)=∑j∈Bi

-zjrj -bjlog(1-zj),
 

如果
 

zj ≤1,
 

bj =0
 

或
 

zj <1;

∞,
 

否则。 
 

fi(y)的邻近算子可表示为:

[prox
σi
f*i
(z)]j=

1
2
(zj+1+σirj- (zj-1+σirj)2+4σibj),

由于g 的邻近算子没有显式表达式,因此采用梯度投影算法[24]近似求解。

本文数值实验运行环境为AMD
 

Ryzen
 

5
 

5600U
 

2.30
 

GHz处理器、6.0
 

GB内存和64
 

位 Windows
 

11操作

系统,运用了Pycharm17.0.4验证了所提算法的可行性。
针对上述问题,假设随机抽样方式为统一概率抽样,并设置算法参数为:

PDHG算法[1]:γ=0.99,σi=τ=
γ
A

≈6.9·10-4;

SPDHG算法[19]:γ=0.99,τ=
γ

(nmaxi Ai )
≈2.2·10-4,σi=

γ
Ai

≈2.2·10-3;

ASPDHG算法:δ=0.85,μ=0.95,β=5,τ(0)=0.3,σ(1)=β·τ=1.5。
记对偶变量完全迭代更新一次为1个轮次,将对偶变量指标{1,2,…,200}分为10个子集、30个子集进行测

试,PDHG算法、SPDH算法和ASPDHG算法在经过100个轮次迭代之后得到了如下结果:
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图1 遍历序列的原始对偶间隙

Fig.1 Primal-dual
 

gap
 

of
 

ergodic
 

sequences

图1以遍历序列的原始对偶间隙为纵坐标,迭代次数(轮次)为横坐标。从图中得到,Chambolle等人提出的

PDHG算法[1]与本文提出的ASPDHG算法都以O(1/N)的速率收敛,与PDHG算法不同的是,ASPDHG算法

采用了可变步长的设置,因此在该问题中,ASPDHG算法的收敛速度更快。此外,当ASPDHG算法初始参数一

致时,子集数取得越多,即每次迭代更新的对偶变量越少,收敛速度越快。

图2 迭代点与鞍点之间的相对距离

Fig.2 Relative
 

distance
 

between
 

iteration
 

point
 

and
 

saddle
 

point

图2中的相对距离定义为[Φ(xN)-Φ(x#)]/[Φ(x0)-Φ(x#)]。由图可得,相比非随机算法PDHG[1],

2种随机算法SPDHG[19]和ASPDHG的收敛效果更好;在非强凸的假设下,SPDHG算法的步长值固定不变,

ASPDHG算法自适应步长选取规则能更好的适应实际问题,从而加快收敛速率。
此外,PDHG算法、SPDHG算法(10个子集)和 ASPDHG算法(10个子集)在经过10个轮次迭代之后,

PET图像重建的结果从左到右依次为:

a PDHG算法重构PET图像 b SPDHG算法重构PET图像 c ASPDHG算法重构PET图像

图3 PET问题图像PDHG算法重构PET图像重建的结果

Fig.3 The
 

results
 

of
 

positron
 

emission
 

tomography
 

(PET)
 

reconstruction
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通过对放射性示踪剂产生的伽玛射线进行线积分测量,重构出放射性示踪剂分布情况图像,如图3所示。
经过相同轮次的迭代后,两种随机算法SPDHG和ASPDHG得到的图像较为清晰,且ASPDHG算法所得到的

图像更加细致。从上图可以清楚地看出,本文提出的ASPDHG在实际应用中表现良好。

4 总结与展望

本文提出了一种自适应步随机原始对偶算法,用于解决大规模可分凸优化问题。该算法将线性搜索步长结

构与针对大规模问题的随机算法相结合,得到了算法的全局收敛性结果。该算法通过随机选择部分对偶变量更

新,有效地降低了计算和存储的成本,从而使得其在处理大规模问题时具有更好的可行性。此外,引入可变步长

的策略克服了预先计算算子范数所带来的困难,并且在计算过程中动态调整步长,可以加快收敛速度。实验结

果显示,在处理大规模问题时,相较于非随机算法,该算法收敛速度明显更快。即使与其他随机算法相比,在实

际应用和收敛速度对比中,该算法展现出了更优秀的性能表现。
经典原始对偶混合梯度算法对一般凸问题和强凸的处理方式有所不同,应用于强凸问题时,经典原始对偶

混合梯度算法具有更好的收敛速度。因此,如何将本文提出的算法推广到强凸问题上,以提高算法的收敛效率,
这是值得进一步研究的。
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Abstract:
 

For
 

a
 

class
 

of
 

large-scale
 

separable
 

convex
 

optimization
 

problems,
 

an
 

adaptive
 

stochastic
 

primal-dual
 

algorithm
 

is
 

proposed.
 

The
 

optimization
 

problem
 

is
 

reformulated
 

as
 

a
 

saddle
 

point
 

problem
 

with
 

separable
 

dual
 

variables.
 

Then,
 

the
 

dual
 

variables
 

of
 

the
 

saddle
 

point
 

problem
 

are
 

randomly
 

updated
 

with
 

adaptively
 

selected
 

step
 

size.
 

The
 

adaptive
 

stochastic
 

primal-dual
 

algorithm
 

almost
 

surely
 

converges
 

with
 

rate
 

O 1
N  

 

in
 

an
 

ergodic
 

sense.
 

The
 

results
 

of
 

numerical
 

experiments
 

indicate
 

that
 

the
 

algorithm
 

can
 

effectively
 

solve
 

the
 

problem
 

of
 

positron
 

emission
 

computed
 

tomography.
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primal-dual
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