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摘要:为了研究带约束鲁棒标量化问题的最优解与多目标优化问题的鲁棒有效解和鲁棒弱有效解之间的关系,获得鲁棒

解的性质。利用鲁棒标量化方法将带约束的确定性多目标优化问题推广到鲁棒多目标优化问题,并在不同参数条件下,

对鲁棒有效解和鲁棒弱有效解进行研究。建立了鲁棒有效解和鲁棒弱有效解的一些充分条件,并给出具体例子对主要结

果进行解释。所得结果是对最近一些研究工作的改进与推广。
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随着多目标优化理论与方法的不断发展,多目标优化各类解概念及其性质已成为多目标优化研究的重要基

础[1-7]。而在多目标优化问题的研究中,标量化方法对于解的性质研究有着十分重要的作用,并且标量化方法

(包括线性标量化方法与非线性标量化方法)已经有了大量的研究[8-11]。
鲁棒优化方法在实际问题中的应用非常广泛。因此,鲁棒多目标优化问题的有效解和弱有效解的研究对于

促进多目标优化理论的发展及其在现实生活中的应用具有重要意义。近些年来,关于鲁棒优化问题的相关研究

已有大量的成果,包括各类鲁棒解的定义、各类鲁棒解的性质以及鲁棒多目标优化问题标量化的一些性质。

2014年,Brurachik等人[12]在线性加权约束法的基础上,研究了非线性多目标优化问题的标量化方法的鲁棒有

效解和鲁棒弱有效解与多目标优化问题最优解之间的关系。2015年,Köbis等人[13]引入了无约束多目标优化问

题,并得到了多目标优化问题的解的标量化性质,同时给出了严格鲁棒优化问题最优解的一个充分条件。2015
年,Zamani等人[14]将线性多目标优化问题推广到非线性的情形,针对这类问题提出了新的鲁棒有效解的概念,
并在可行集为紧性或凸性的条件下,研究了这类问题的鲁棒有效解和真有效解的一些最优性必要条件和充分条

件。2016年,Chuong[15]针对包含非光滑/非凸实值函数的鲁棒多目标优化问题进行了研究,建立了鲁棒解的充

要最优性条件,并解决了一个对偶鲁棒多目标问题,同时在广义凸性假设的前提下对它们之间的强弱对偶关系

进行了研究。2020年,Chuong[16]利用先进的变分分析和广义微分技术,建立了不确定非光滑多目标优化问题的

鲁棒最优性条件,并提出了一个对偶多目标优化问题,在(严格)广义凸性假设下研究了原始问题与其对偶问题

之间的弱、强、逆对偶关系。2021年,Hong等人[17]考虑了带有局部利普希茨函数的多目标优化问题,建立了鲁

棒极大极小优化问题的(局部)最优解的最优性必要条件,并给出了鲁棒极大极小优化问题和鲁棒多目标优化问

题的对偶性结果。2022
 

年,Kerdkaew等人[18]研究了一个包含非光滑非凸函数的不确定多目标优化问题,并引

入了局部/全局鲁棒弱尖锐有效解的概念,建立了所考虑问题的局部/全局鲁棒弱尖锐有效解的充要条件。2023
年,Hoseinpoor等人[19]在广义切比雪夫范数的基础上,加入松弛变量和剩余变量,提出了两类新的解决多目标

优化问题的标量化方法,并建立了多目标优化问题的弱有效解、真有效解与两类标量化问题最优解之间的关系。

2024年,Thu等人[20]利用凸分析和C-微分的先进技术,研究了不确定集合下不确定多目标优化问题的KKT型

鲁棒最优性充要条件和鲁棒对偶性。
值得注意的是,目前关于带非负松弛约束和非负剩余约束的鲁棒标量化问题与多目标优化问题的鲁棒有效
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解与鲁棒弱有效解之间的关系研究还比较少。受此启发,本文主要将文献[21]中的结果推广到带约束的鲁棒多

目标情形,建立这类约束多目标优化问题的鲁棒弱有效解和鲁棒有效解的一些结果,并给出具体例子进行了

说明。

1 预备知识

本文考虑如下多目标优化问题:
(MOP)

 

min
 

(f1(x,μ1),f2(x,μ2),…,fp(x,μp)),

s.t.
 

x∈F0={x∈Rn|gj(x,vj)≤0,j=1,2,…,l},

其中fi:Rn×R
mi→R(i=1,2,…,p)与gj:Rn×R

mi→R(i=1,2,…,l)均为连续函数,μi∈Ui⊆R
mi,νj∈Vj⊆

R
mj,且Ui 和Vj 均为凸紧集。对于任意向量x,y∈Rm,定义序关系:x<y⇒xi<yi,∀i=1,2,…,m;x ≦y⇒

xi≤yi,∀i=1,2,…,m;x≤y⇒xi≤yi,∀i=1,2,…,m,且至少有一个i使得xi<yi。
考虑(MOP)的如下鲁棒多目标优化问题:

(RMOP)
 

min
 

(max
μ1∈U1

f1(x,μ1),max
μ2∈U2

f2(x,μ2),…,max
μp∈Up

fp(x,μp)),

s.t.
 

x∈F1={x∈Rn|max
νj∈Vj

gj(x,vj)≤0,j=1,2,…,l}。

定义1[12] 1)
 

称(RMOP)的可行解x∈F1 为(MOP)的鲁棒可行解;

2)
 

称x̂ 为(MOP)的鲁棒弱有效解,如果x̂∈F1 为(RMOP)的弱有效解;

3)
 

称x̂ 为(MOP)的鲁棒有效解,如果x̂∈F1 为(RMOP)的有效解。
考虑如下约束标量化问题:

            (Pε-k
)

 

min
 

fk(x,μk),

s.t.
 

x∈F2={x∈F0|fi(x,μi)≤εi,i≠k},
其中:ε-k=(ε1,…,εk-1,εk+1,…,εp)T∈Rp-1,k∈{1,2,…,p}。

引入如下鲁棒标量化问题:

           (RPε-k
)

 

min
  

max
μk∈Uk

fk(x,μk),

s.t.
  

x∈F3={x∈F1|max
μi∈Ui

fi(x,μi)≤εi,i≠k},

其中:ε-k=(ε1,…,εk-1,εk+1,…,εp)T∈Rp-1,k∈{1,2,…,p}。受Ehrgott在文献[21]中研究工作的启发,本
文引入带非负松弛约束的鲁棒标量化问题:

     (RP+
ε-k
)

 

min
  

max
μk∈Uk

fk(x,μk)-∑
i≠k

λisi  ,
s.t.

 

x ∈F4={x ∈F1|max
μi∈Ui

fi(x,μi)+si ≤εi,i≠k;si ≥0,i≠k},

其中:ε-k=(ε1,…,εk-1,εk+1,…,εp)T∈Rp-1,λi≥0,i≠k。
引入带非负剩余约束的鲁棒标量化问题:

        (RP-
ε-k
)

 

min
  

max
μk∈Uk

fk(x,μk)+∑
i≠k

γisi  ,
s.t.

 

x∈F5={x∈F1|max
μi∈Ui

fi(x,μi)-si≤εi,i≠k;si≥0,i≠k},

其中:ε-k=(ε1,…,εk-1,εk+1,…,εp)T∈Rp-1,γi≥0,i≠k。

2 鲁棒多目标优化问题的标量化性质

定理1 对所有的ε-k∈Rp-1,下面两个结果成立:

1)
 

若x̂ 是(RPε-k
)的最优解,则x̂ 是(MOP)的鲁棒弱有效解。

2)
 

若x̂ 是(RPε-k
)的唯一最优解,则x̂ 是(MOP)的鲁棒有效解。

证明 1)
 

x̂ 是(RPε-k
)的最优解,则对任意的x∈F3 都有max

μk∈Uk
fk(x̂,μk)≤max

μk∈Uk
fk(x,μk),并且对任意的

μi∈Ui,1≤i≤p,i≠k,max
μi∈Ui

fi(x̂,μi)≤εi。下证x̂ 是(MOP)的鲁棒弱有效解。若不然,则存在x~∈F1 使得对任
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意的1≤i≤p,有max
μi∈Ui

fi(x~,μi)<max
μi∈Ui

fi(x̂,μi)。故有max
μk∈Uk

fk(x~,μk)<max
μk∈Uk

fk(x̂,μk)且max
μi∈Ui

fi(x~,μi)<

max
μi∈Ui

fi(x̂,μi)≤εi,i=1,2,…,p,i≠k。这与x̂ 是(RPε-k
)的最优解矛盾,故x̂ 是(MOP)的鲁棒弱有效解。

2)
 

假定x̂ 是(RPε-k
)的最优解,则对任意的x∈F3 都有max

μk∈Uk
fk(x̂,μk)≤max

μk∈Uk
fk(x,μk),并且对任意的μi∈

Ui,1≤i≤p,i≠k,max
μi∈Ui

fi(x̂,μi)≤εi。下证x̂ 是(MOP)的鲁棒有效解。若不然,则存在x~∈F1 使得对任意的

1≤i≤p,有max
μi∈Ui

fi(x~,μi)≤max
μi∈Ui

fi(x̂,μi),存在j∈{1,2,…,p},有max
μj∈Uj

fj(x
~,μj)<max

μj∈Uj
fj(x̂,μj)。故有

max
μk∈Uk

fk(x~,μk)≤max
μk∈Uk

fk(x̂,μk)且max
μi∈Ui

fi(x~,μi)≤max
μi∈Ui

fi(x̂,μi)≤εi,i=1,2,…,p,i≠k。这与x̂ 是(RPε-k
)的

唯一最优解矛盾,故x̂ 是(MOP)的鲁棒有效解。 证毕

例1 令f1=x1-1+μ1,f2=x2+1+μ2,g1=(x1-2)(x2-2)+v1 且μ1∈U1=[-1,1],μ2∈U2=
[-2,-1],ν1∈V1=[-1,0]。

取k=1,ε2=1,x̂=(2,1)是(RPε-k
)的最优解,可以验证x̂=(2,1)是(MOP)的鲁棒弱有效解。

例2 令f1=x1-1+μ1,f2=-x1+x2+μ2,g1=(x1-2)(x2-2)+v1 且μ1∈U1=[-1,1],μ2∈U2=
[-3,-2],ν1∈V1=[-1,0]。

取k=1,ε2=1,x̂=(-1,2)是(RPε-k
)的唯一最优解,可以验证x̂=(-1,2)是(MOP)的鲁棒有效解。

引理1 设λ-k=(λ1,…,λk-1,λk+1,…,λp)>0,如果(RP+ε-k)有最优解,则它的每一个最优解(x̂,ŝ)使得对

于所有的i≠k,有max
μi∈Ui

fi(x̂,μi)+ŝi=εi。

证明 由于(x̂,ŝ)是(RP+ε-k)的最优解,假设存在j∈{1,2,…,p}\{k}使得max
μj∈Uj

 

fj(x̂,μj)+ŝj<εj。

令δ=εj-max
μj∈Uj

fj(x̂,μj)-ŝj>0,定义s~i=
ŝi,i∈{1,2,…,p}\{j,k}

ŝi+δ,i=j ,可知(x̂,s~)是(RP+ε-k)的可行点。

因为s~j>ŝj 且λ-k>0,则有 max
μk∈Uk

 

fk(x̂,μk)-∑
i≠k

λis~i<max
μk∈Uk

 

fk(x̂,μk)-∑
i≠k

λiŝi,这与(x̂,ŝ)是(RP+ε-k)的最

优解矛盾。 证毕

定理2 设λ-k=(λ1,…,λk-1,λk+1,…,λp)≧0,若(x̂,ŝ)是(RP+ε-k)的最优解,则x̂ 是(MOP)的鲁棒弱有

效解。
证明 令(x̂,ŝ)是(RP+ε-k)的最优解且λ-k ≧0。假设x̂ 不是(MOP)的鲁棒弱有效解,则存在x~∈F1 使得对

任意的1≤i≤p,有max
μi∈Ui

 

fi(x~,μi)<max
μi∈Ui

 

fi(x̂,μi)。则max
μi∈Ui

 

fi(x~,μi)+ŝi<max
μi∈Ui

 

fi(x̂,μi)+ŝi≤εi,i≠k,即

(x~,ŝ)是(RP+ε-k)的可行点,并且max
μk∈Uk

 

fk(x~,μk)<max
μk∈Uk

 

fk(x̂,μk)。这意味着 max
μk∈Uk

 

fk(x~,μk)-∑
i≠k

λiŝi <

max
μk∈Uk

 

fk(x̂,μk)-∑
i≠k

λiŝi,与(x̂,ŝ)是(RP+ε-k)的最优解矛盾,故x̂ 是(MOP)的鲁棒弱有效解。 证毕

例3 令f1=x1-1+μ1,f2=x2+1+μ2 且μ1∈U1=[-1,1],μ2∈U2=[-2,-1],令g1=(x1-1)(x2-
1)+v1,g2=-x1-1+ν2,g3=x1-3+ν3,g4=-x2-1+ν4,g5=x2-3+ν5 且ν1∈V1=[-1,0],ν2∈V2=
[-1,0],ν3∈V3=[-3,0],ν4∈V4=[-1,0],ν5∈V5=[-3,0]。

取k=1,λ2=0,ε2=0,则(x̂,ŝ)=(x̂1,x̂2,ŝ2)=(1,0,0)是(RP+ε-k)的最优解,可以验证x̂=(1,0)是(MOP)
的鲁棒弱有效解。

定理3 设λ-k=(λ1,…,λk-1,λk+1,…,λp)≧0,若(x̂,ŝ)是(RP+ε-k)的最优解,如果x̂ 是唯一的,则x̂ 是

(MOP)的鲁棒有效解。
证明 令(x̂,ŝ)是(RP+ε-k)的最优解且λ-k ≧0。假设x̂ 不是(MOP)的鲁棒有效解,则存在x~∈F1 使得对任

意的1≤i≤p,有max
μi∈Ui

 

fi(x~,μi)≤max
μi∈Ui

 

fi(x̂,μi)且存在j∈{1,2,…,p},有max
μj∈Uj

 

fj(x
~,μj)<max

μj∈Uj
 

fj(x̂,μj)。

则max
μi∈Ui

 

fi(x~,μi)+ŝi≤max
μi∈Ui

 

fi(x̂,μi)+ŝi≤εi,i≠k,即(x~,ŝ)是(RP+ε-k)的可行点,并且max
μk∈Uk

 

fk(x~,μk)≤

max
μk∈Uk

 

fk(x̂,μk)。这意味着 max
μk∈Uk

 

fk(x~,μk)-∑
i≠k

λiŝi≤max
μk∈Uk

 

fk(x̂,μk)-∑
i≠k

λiŝi,与(x̂,ŝ)是(RP+ε-k)的唯一最
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优解矛盾,故x̂ 是(MOP)的鲁棒有效解。 证毕

例4 令f1=x1-1+μ1,f2=x2+1+μ2 且μ1∈U1=[-1,1],μ2∈U2=[-2,-1],令g1=(x1-1)
(x2-1)+v1,g2=-x1-1+ν2,g3=x1-3+ν3,g4=-x2-1+ν4,g5=x2-3+ν5 且ν1∈V1=[-1,0],ν2∈
V2=[-1,0],ν3∈V3=[-3,0],ν4∈V4=[-1,0],ν5∈V5=[-3,0]。

取k=1,λ2=1,ε2=0,则(x̂,ŝ)=(x̂1,x̂2,ŝ2)=(1,-1,1)是(RP+ε-k)的唯一最优解,可以验证x̂=(1,-1)
是(MOP)的鲁棒有效解。

定理4 设λ-k=(λ1,…,λk-1,λk+1,…,λp)>0,若(x̂,ŝ)是(RP+ε-k)的最优解,则x̂ 是(MOP)的鲁棒有效

解。
证明 令(x̂,ŝ)是(RP+ε-k)的最优解且λ-k>0。假设x̂ 不是(MOP)的鲁棒有效解,则存在x~∈F1 使得对任

意的1≤i≤p,有max
μi∈Ui

fi(x~,μi)≤max
μi∈Ui

fi(x̂,μi)且存在j∈{1,2,…,p},有max
μj∈Uj

fj(x
~,μj)<max

μj∈Uj
fj(x̂,μj)。

1)
 

当j=k 时,max
μi∈Ui

fi(x~,μi)+ŝi≤max
μi∈Ui

fi(x̂,μi)+ŝi=εi,i≠k,即(x~,ŝ)是(RP+ε-k)的可行点,且

max
μk∈Uk

fk(x~,μk)<max
μk∈Uk

fk(x̂,μk)。这意味着 max
μk∈Uk

fk(x~,μk)-∑
i≠k

λiŝi <max
μk∈Uk

fk(x̂,μk)-∑
i≠k

λiŝi,与(x̂,ŝ)是

(RP+ε-k)的最优解矛盾,故x̂ 是(MOP)的鲁棒有效解。

2)
 

当j≠k时,则对任意的1≤i≤p,有max
μi∈Ui

fi(x~,μi)+ŝi≤max
μi∈Ui

fi(x̂,μi)+ŝi,且max
μj∈Uj

fj(x
~,μj)+ŝj<

max
μj∈Uj

fj(x̂,μj)+ŝj。则存在δj>0,使得ŝj+δj≥0且max
μj∈Uj

fj(x
~,μj)+ŝj+δj≤max

μj∈Uj
fj(x̂,μj)+ŝj。

令s~i=
ŝi,

 

i∈{1,
 

2,
 

…,
 

p}\{j,
 

k}

ŝi+δ,
 

i=j ,故max
μi∈Ui

fi(x~,μi)+s~i≤max
μi∈Ui

fi(x̂,μi)+ŝi=εi,i≠k,即(x~,s~)是

(RP+ε-k)的可行点。又max
μk∈Uk

fk(x~,μk)≤max
μk∈Uk

fk(x̂,μk),因此由λ-k>0和δj>0可得:

max
μk∈Uk

fk(x~,μk)-∑
i≠k

λis~i ≤max
μk∈Uk

fk(x̂,μk)-∑
i≠k

λis~i=

max
μk∈Uk

fk(x̂,μk)-∑
i≠k

λiŝi-λjδj <max
μk∈Uk

fk(x̂,μk)-∑
i≠k

λiŝi,

即 max
μk∈Uk

fk(x~,μk)-∑
i≠k

λis~i<max
μk∈Uk

fk(x̂,μk)-∑
i≠k

λiŝi,这与(x̂,ŝ)是(RP+ε-k)的最优解矛盾。故x̂ 是(MOP)的

鲁棒有效解。 证毕

定理5 设γ-k=(γ1,…,γk-1,γk+1,…,γp)≧0,若(x̂,ŝ)是(RP-ε-k)的最优解,则x̂ 是(MOP)的鲁棒弱有

效解。
证明 令(x̂,ŝ)是(RP-ε-k)的最优解且γ-k ≧0。假设x̂ 不是(MOP)的鲁棒弱有效解,则存在x~∈F1 使得对

任意的1≤i≤p,有max
μi∈Ui

fi(x~,μi)<max
μi∈Ui

fi(x̂,μi)。则max
μi∈Ui

fi(x~,μi)-ŝi<max
μi∈Ui

fi(x̂,μi)-ŝi≤εi,i≠k,即(x~,ŝ)

是(RP-ε-k)的可行点,并且max
μk∈Uk

fk(x~,μk)<max
μk∈Uk

fk(x̂,μk)。这意味 max
μk∈Uk

fk(x~,μk)+∑
i≠k

γiŝi <max
μk∈Uk

fk(x̂,μk)+

∑
i≠k

γiŝi,与(x̂,ŝ)是(RP-ε-k)的最优解矛盾,故x̂ 是(MOP)的鲁棒弱有效解。 证毕

例5 令f1=x1-1+μ1,f2=x2+1+μ2 且μ1∈U1=[-1,1],μ2∈U2=[-2,-1],令g1=(x1-1)(x2-
1)+v1,g2=-x1-1+ν2,g3=x1-3+ν3,g4=-x2-1+ν4,g5=x2-3+ν5 且ν1∈V1=[-1,0],ν2∈V2=
[-1,0],ν3∈V3=[-3,0],ν4∈V4=[-1,0],ν5∈V5=[-3,0]。

取k=1,γ2=0,ε2=0,则(x̂,ŝ)=(x̂1,x̂2,ŝ2)=(-1,3,3)是(RP-
ε-k
)的一个最优解,可以验证x̂=(-1,3)

是(MOP)的鲁棒弱有效解。
定理6 设γ-k=(γ1,…,γk-1,γk+1,…,γp)≧0,若(x̂,ŝ)是(RP-ε-k)的最优解,如果x̂ 是唯一的,则x̂ 是

(MOP)的鲁棒有效解。
证明 令(x̂,ŝ)是(RP-ε-k)的最优解且γ-k ≧0。假设x̂ 不是(MOP)的鲁棒有效解,则存在x~∈F1 使得对任

意的1≤i≤p,有max
μi∈Ui

fi(x~,μi)≤max
μi∈Ui

fi(x̂,μi)且存在j∈{1,2,…,p},有max
μj∈Uj

fj(x
~,μj)<max

μj∈Uj
fj(x̂,μj)。则
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max
μi∈Ui

fi(x~,μi)-ŝi≤max
μi∈Ui

fi(x̂,μi)-ŝi≤εi,i≠k,即(x~,ŝ)是(RP-ε-k)的可行点,并且max
μk∈Uk

fk(x~,μk)≤

max
μk∈Uk

fk(x̂,μk)。这意味着 max
μk∈Uk

fk(x~,μk)+∑
i≠k

γiŝi≤max
μk∈Uk

fk(x̂,μk)+∑
i≠k

γiŝi,与(x̂,ŝ)是(RP-ε-k)的唯一最优

解矛盾,故假设x̂ 是(MOP)的鲁棒有效解。 证毕

例6 令f1=x1-1+μ1,f2=x2+1+μ2 且μ1∈U1=[-1,1],μ2∈U2=[-2,-1],令g1=x1(x2-1)+
v1,g2=-x1-2+ν2,g3=x1-2+ν3,g4=-x2-1+ν4,g5=x2-3+ν5 且ν1∈V1=[-1,0],ν2∈V2=[-1,

0],ν3∈V3=[-3,0],ν4∈V4=[-1,0],ν5∈V5=[-3,0]。

取k=1,γ2=1,ε2=0,则(x̂,ŝ)=(x̂1,x̂2,ŝ2)=(-2,1,1)是(RP-ε-k)的唯一最优解,可以验证x̂=(-2,1)
是(MOP)的鲁棒有效解。

3 结语

本文研究了约束多目标优化问题鲁棒有效解和鲁棒弱有效解的一些性质,讨论了鲁棒标量化问题的最优解

与约束多目标优化问题鲁棒有效解与鲁棒弱有效解之间的关系,建立了鲁棒弱有效解和鲁棒有效解的一些充分

条件,并利用具体例子对主要结果进行解释。如何进一步研究这类多目标优化问题的鲁棒真有效解与鲁棒标量

化问题的关系也是非常有意义的课题。
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Abstract:
 

In
 

order
 

to
 

study
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

optimal
 

solution
 

of
 

constrained
 

robust
 

scalarization
 

problems
 

and
 

the
 

robust
 

effective
 

solution
 

and
 

robust
 

weak
 

effective
 

solution
 

of
 

multi-objective
 

optimization
 

problems,
 

and
 

to
 

obtain
 

the
 

properties
 

of
 

robust
 

solutions.
 

Using
 

robust
 

scalarization
 

methods,
 

the
 

constrained
 

deterministic
 

multi-objective
 

optimization
 

problem
 

is
 

extended
 

to
 

robust
 

multi-objective
 

optimization
 

problems,
 

and
 

robust
 

effective
 

solutions
 

and
 

robust
 

weak
 

effective
 

solutions
 

are
 

studied
 

under
 

different
 

parameter
 

conditions.
 

Some
 

sufficient
 

conditions
 

for
 

robust
 

efficient
 

solutions
 

and
 

robust
 

weak
 

efficient
 

solutions
 

are
 

established,
 

and
 

specific
 

examples
 

are
 

given
 

to
 

explain
 

the
 

main
 

results.
 

The
 

results
 

are
 

an
 

improvement
 

and
 

replication
 

of
 

some
 

recent
 

research
 

work.
Keywords:

 

robust
 

multi-objective
 

optimization
 

problems;
 

robust
 

scalarization
 

problems;
 

robust
 

weak
 

effective
 

solutions;
 

robust
 

effective
 

solutions
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