
 2024年9月 重庆师范大学学报(自然科学版) Sep.
 

2024
第41卷 第5期 Journal

 

of
 

Chongqing
 

Normal
 

University
 

(Natural
 

Science) Vol.41 No.5

运筹学与控制论 DOI:10.11721/cqnuj20240502

不确定多目标优化问题的一类鲁棒标量化方法
*

张 静,
 

邓 枘,
 

赵克全

(重庆师范大学
 

数学科学学院,
 

重庆
 

401331)

摘要:对不确定多目标优化问题的(近似)鲁棒弱有效解和(近似)鲁棒有效解的性质进行研究。通过对带松弛和剩余变量

的鲁棒标量化问题(近似)最优解的研究,建立了(近似)鲁棒弱有效解和(近似)鲁棒有效解的一些充分条件和必要条件。

将确定性多目标优化问题提出的带松弛和剩余变量标量化模型推广到鲁棒情形,提出了一类新的鲁棒标量化问题。所得

结果是对最近一些研究工作的改进与推广。
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众所周知,多目标优化理论与方法在现实生活中有着广泛应用,如工程设计、交通运输、经济管理等领域。
特别是多目标优化问题的各种解在解决这些实际问题中起着十分关键的作用,从而引起了诸多学者对多目标优

化问题的解、近似解及各种标量化方法等方面的深入关注和大量研究,并取得了丰富的研究成果[1-9]。
许多实际问题可能具有一定的不确定因素,优化问题逐渐延伸出鲁棒优化问题,因此,鲁棒优化问题的各种

鲁棒解的定义及性质等也得到了深入的研究和发展。1998年,Ben-tal等人[10]考虑了鲁棒单目标模型,并研究了

该模型为凸规划时的一些性质。2012年,Kuroiwa等人[11]考虑了不确定多目标优化问题,并对Beck等人[12]所

提出的不确定单目标优化问题的鲁棒对应得到不确定多目标优化问题的鲁棒优化问题,定义了相应的鲁棒有效

解、弱鲁棒有效解、真鲁棒有效解,并研究了真鲁棒有效解和弱鲁棒有效解的标量化方法,得到了弱鲁棒有效解

和真鲁棒有效解的最优性必要条件。2015年,Zamani等人[13]将线性多目标优化问题的鲁棒有效解的概念推广

到了非线性的情形,并在光滑意义下给出了鲁棒性的一些必要和充分条件。2016年,Chuong[14]利用鲁棒有效解

建立了局部鲁棒(弱)有效解的充分和必要最优性条件。
受文献[10-15]等研究工作的启发,本文主要将文献[15]中带松弛和剩余变量的标量化问题的相关结果推广

到鲁棒多目标情形,利用带松弛和剩余变量的标量化方法建立了(近似)鲁棒弱有效解和(近似)鲁棒有效解的充

分条件和必要条件。

1 预备知识

在p-维欧氏空间Rp 中,对任意给定向量x=(x1,x2,…,xp),y=(y1,y2,…,yp),定义序关系:

x<y⇔xi<yi,∀i=1,2,…,p;

x ≦y⇔xi≤yi,∀
 

i=1,2,…,p;
 

x≤y⇔xi≤yi,∀i=1,2,…,p。
且至少有一个

 

i使得xi<yi。
本文考虑不确定多目标优化问题为:

(MOP)
 

min
 

(f1(x,u1),f2(x,u2),…,fp(x,up)),   
s.t.

 

x∈X0={x∈Rp gj(x,vj)≤0,j=1,2,…,l},
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其中:fi:Rn×R
mi→R(i=1,2,…,p)与gj:Rn×R

mi→R(i=1,2,…,l)均为连续函数,ui∈Ui⊆R
mi,vj∈Vj⊆

R
mj 为不确定参数且Ui 和Vj 均为凸紧集。

考虑(MOP)的鲁棒多目标优化问题:
(RMOP)

 

min
 

(max
u1∈U1

f1(x,u1),max
u2∈U2

f2(x,u2),…,max
up∈Up

fp(x,up)),

s.t
 

x∈X={x∈Rp max
vj∈Vj

 

gj(x,vj)≤0,j=1,2,…,l}。

根据不确定多目标优化问题(MOP)的鲁棒多目标优化问题(RMOP),给出(MOP)的鲁棒弱有效解、鲁棒有

效解、ε-鲁棒弱有效解和ε-鲁棒有效解定义。
定义1[12] 1)

 

称(RMOP)的可行解x∈X 为(MOP)鲁棒可行解。

2)
 

称x̂ 为(MOP)的鲁棒弱有效解,如果x̂∈X 为(RMOP)的弱有效解。

3)
 

称x̂ 为(MOP)的鲁棒有效解,如果x̂∈X 为(RMOP)的有效解。

4)
 

称x̂ 为(MOP)的ε-鲁棒弱有效解,如果x̂∈X 为(RMOP)的ε-弱有效解。

5)
 

称x̂ 为(MOP)的ε-鲁棒有效解,如果x̂∈X 为(RMOP)的ε-有效解。
本文提出如下鲁棒标量化问题并讨论(近似)弱鲁棒有效解和(近似)鲁棒有效解的标量化性质。

(RSOP)
 

min
 

∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x,ui)+∑
p

i=1
μis-

i -∑
p

i=1
γis+

i,

s.t.
 

max
ui∈Ui

 

fi(x,ui)-s-
i +s+

i ≤αi,
 

i=1,2,…,p,

x∈X,
 

s-≧0,s+≧0,
其中:λ=(λ1,λ2,…,λp)≧0,μ=(μ1,μ2,…,μp)≧0,γ=(γ1,γ2,…,γp)≧0且α=(α1,α2,…,αp)∈Rp 是给定

的上限。
注1 如果(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)给定的可行解,则对任意的k≧0和对任意的i=1,2,…,p 有:

max
ui∈Ui

 

fi(x,ui)-(s-
i +ki)+(s+

i +ki)=max
ui∈Ui

 

fi(x,ui)-s-
i +s+

i ≤αi。

故(x̂,ŝ++k,ŝ-+k)也是(RSOP)的可行解,此时(RSOP)的目标函数值:

∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x,ui)+∑
p

i=1
μi(s-

i +ki)-∑
p

i=1
γi(s+

i +ki)=

∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x,ui)+∑
p

i=1
μis-

i -∑
p

i=1
γis+

i +∑
p

i=1

(μi-γi)ki。

这说明该目标函数值十分依赖于k≧0的取值,根据k≧0的任意性,若μ<γ,则(RSOP)的目标函数值是无

下界的,即目标函数不存在最小值。因此,本文假设μ≧γ。

2 鲁棒多目标优化问题的标量化结果

定理1 假设x̂∈X,ŝ+≧0,ŝ-≧0,λ≧0,μ≧0,γ≧0和α∈Rp,有以下结论:

1)
 

当λ≧0时,若(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的最优解,则x̂ 是(MOP)的鲁棒弱有效解;

2)
 

当λ>0时,若(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的最优解,则x̂ 是(MOP)的鲁棒有效解;

3)
 

若(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的唯一最优解,则x̂ 是(MOP)的鲁棒有效解。
证明 1)

 

用反证法。假设x̂ 不是(MOP)的鲁棒弱有效解,则存在x~∈X 使得对任意的i=1,2,…,p,有
max
ui∈Ui

 

fi(x~,ui)<max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui)。又因为(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的可行解,则对任意的i=1,2,…,p 有:

max
ui∈Ui

 

fi(x~,ui)-ŝ-
i +ŝ+

i <max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui)-ŝ-
i +ŝ+

i ≤αi,

因此,(x~,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的可行解。此外,再利用λ≧0可得:

∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x~,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γiŝ+

i <∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γiŝ+

i,

这与(x̂,ŝ+,ŝ-)为(RSOP)的最优解矛盾。因此x̂ 是(MOP)的鲁棒弱有效解。

2)
 

用反证法。假设x̂不是(MOP)的鲁棒有效解,则存在x~∈X 使得对任意的i=1,2,…,p 有max
ui∈Ui

 

fi(x~,ui)≤
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max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui),且至少存在一个j∈{1,2,…,p}使得max
uj∈Uj

 

fj(x
~,uj)≤max

uj∈Uj
 

fj(x̂,uj)成立。又因为(x̂,ŝ+,ŝ-)

是(RSOP)的可行解,则对任意的i=1,2,…,p 有:

max
ui∈Ui

 

fi(x~,ui)-ŝ-
i +ŝ+

i ≤max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui)-ŝ-
i +ŝ+

i ≤αi,

因此,(x~,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的可行解。

此外,因为λ>0,则∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x~,ui)<∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui),从而可得:

∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x~,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γiŝ+

i <∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γiŝ+

i,

这与(x̂,ŝ+,ŝ-)为(RSOP)的最优解矛盾。因此x̂ 是(MOP)的鲁棒有效解。

3)
 

类似2)的证明过程。假设x̂ 不是(MOP)的鲁棒有效解,则存在x~∈X 使得(x~,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的可行

解,且由λ≧0可得:

∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x~,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γiŝ+

i ≤∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γiŝ+

i,

这与(x̂,ŝ+,ŝ-)为(RSOP)的唯一最优解矛盾。因此x̂ 是(MOP)的鲁棒有效解。 证毕

定理2 假设x̂∈X。若x̂ 是(MOP)的鲁棒弱有效解,则存在λ≥0,μ≧0,γ≧0,α∈Rp 和ŝ+≧0,ŝ-≧0使

得(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的最优解。
证明 令γ=0,ŝ+=0,ŝ-=0和αi=max

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui),
 

∀i=1,2,…,p。显然,(x̂,ŝ+,ŝ-)为(RSOP)的可行解。

下证(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的最优解,用反证法。假设(x̂,ŝ+,ŝ-)不是(RSOP)的最优解,则存在(RSOP)的
可行解(x~,s~+,s~-)使得x~ 不是(MOP)的鲁棒弱有效解且对任意的i=1,2,…,p 满足:

∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x~,ui)+∑
p

i=1
μis~-

i -∑
p

i=1
γis~+

i <∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γiŝ+

i。

再结合μ≧0和s~-≧0可得:

∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x~,ui)<∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui)。 (1)

另一方面,x̂ 是(MOP)的鲁棒弱有效解且x~ 不是(MOP)的鲁棒弱有效解,故根据鲁棒弱有效解的定义可得,
存在非空数集I0⊆{1,2,…,p}使得:

max
ui∈Ui

 

fi(x~,ui)≥max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui),
 

∀i∈I0,

max
ui∈Ui

 

fi(x~,ui)<max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui),
 

∀i∈{1,2,…,p}\I0。

因为λ≥0,故可令当i∈I0 时,λi=1;当i∈{1,2,…,p}\I0 时,λi=0,因此:

∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x~,ui)≥∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui),

这与式(1)矛盾。因此(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的最优解。 证毕

定理3 假设x̂∈X。若x̂ 是(MOP)的鲁棒有效解,则存在λ≥0,μ≧0,γ≧0,α∈Rp 和ŝ+≧0,ŝ-≧0使得

(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的最优解。
证明 类似定理2的证明过程,可得该定理成立。 证毕

定理4 假设x̂∈X,ε≧0,ŝ+≧0,ŝ-≧0,λ≧0,μ≧0,γ≧0和α∈Rp。有以下结论:

1)
 

当λ+γ≥0,0≤σ ≤∑
p

i=1

(λi+γi)εi 时,若(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的σ-最优解,则x̂ 是(MOP)的ε-鲁棒

弱有效解;

2)
 

当λ+γ>0,0≤σ≤∑
p

i=1

(λi+γi)εi 时,若(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的σ-最优解,则x̂ 是(MOP)的ε-鲁棒

有效解;

3)
 

当λ+γ≥0,0≤σ≤∑
p

i=1

(λi+γi)εi 时,若(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的唯一σ-最优解,则x̂ 是(MOP)的ε-
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鲁棒有效解。
证明 1)

 

用反证法。假设x̂ 不是(MOP)的ε-鲁棒弱有效解,则存在x~∈X 使得对任意的i=1,2,…,p 有

max
ui∈Ui

 

fi(x~,ui)<max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui)-εi,则存在y=(y1,y2,…,yp)>0使得任意的i=1,2,…,p 有:

max
ui∈Ui

 

fi(x~,ui)≤max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui)-yi-εi。

令s~+=ŝ++y+ε,显然s~+≧0。又因为(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的可行解,则对任意的i=1,2,…,p 有:

max
ui∈Ui

 

fi(x~,ui)-ŝ-
i +s~+i ≤

max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui)-yi-εi-ŝ-
i +ŝ+

i +yi+εi=

max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui)-ŝ-
i +ŝ+

i ≤αi,

因此,(x~,s~+,ŝ-)是(RSOP)的可行解。由λ+γ≥0和y>0知∑
p

i=1

(λi+γi)yi >0,从而可得:

∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x~,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γis~+

i ≤∑
p

i=1
λi(max

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui)-yi-εi)+

∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γi(ŝ+

i +yi+εi)=∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γiŝ+-∑

p

i=1

(λi+γi)εi-

∑
p

i=1

(λi+γi)yi <∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γiŝ+-σ,

这与(x~,s~+,ŝ-)是(RSOP)的σ-最优解矛盾。因此x̂ 是(MOP)的ε-鲁棒弱有效解。

2)
 

用反证法。假设x̂ 不是(MOP)的ε-鲁棒有效解,则存在x~∈X 使得对任意的i=1,2,…,p 有max
ui∈Ui

 

fi(x~,

ui)≤max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui)-εi,且存在j∈{1,2,…,p}使得max
uj∈Uj

 

fj(x
~,uj)<max

uj∈Uj
 

fj(x̂,uj)-εj 成立。则存在yj>0

使得max
uj∈Uj

 

fj(x
~,uj)<max

uj∈Uj
 

fj(x̂,uj)-yj-εj。对任意i≠j时,令yi=0,因此:

max
ui∈Ui

 

fi(x~,ui)≤max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui)-yi-εi,
 

∀i=1,2,…,p。

令s~+=ŝ++y+ε,显然s~+≧0。又λ+γ>0,因此∑
p

i=1

(λi+γi)yi>0。 类似式(1)的证明过程,可得(x~,s~+,ŝ-)

是(RSOP)的可行解,且:

∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x~,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γis~+

i <∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γiŝ+-σ,

这与(x~,s~+,ŝ-)是(RSOP)的σ-最优解矛盾。因此x̂ 是(MOP)的ε-鲁棒有效解。

3)
 

假设x̂ 不是(MOP)的ε-鲁棒有效解,类似2)的证明过程,采用同样的方法取x~∈X,y 和s~+=ŝ++y+ε。

则由λ+γ≥0可得∑
p

i=1

(λi+γi)yi ≥0。 因此(x~,s~+,ŝ-)是(RSOP)的可行解,且:

∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x~,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γis~+

i ≤∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γiŝ+-σ,

这与(x̂,ŝ+,ŝ-)为(RSOP)的唯一σ-最优解矛盾。因此x̂ 是(MOP)的ε-鲁棒有效解。 证毕

定理5 假设x̂∈X,ε≧0。若x̂是(MOP)的ε-鲁棒弱有效解,则存在λ≥0,μ≧0,γ≧0,α∈Rp 和ŝ+≧0,ŝ-≧0

使得(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的σ-最优解,其中σ=∑
p

i=1
λiεi。

证明 令γ=0,ŝ+=0,ŝ-=0和αi=max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui),
 

∀i=1,2,…,p。显然,(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的可行

解。下证(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的σ-最优解。假设(x̂,ŝ+,ŝ-)不是(RSOP)的σ-最优解,则存在(RSOP)的可行

解(x~,s~+,ŝ-)使得x~ 不是(MOP)的ε-鲁棒弱有效解且对任意的i=1,2,…,p 满足:

∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x~,ui)+∑
p

i=1
μis~-

i -∑
p

i=1
γis~+

i +σ<∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui)+∑
p

i=1
μiŝ-

i -∑
p

i=1
γiŝ+

i。
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再结合μ≧0和s~-≧0可得:

∑
p

i=1
λi max

ui∈Ui
 

fi(x~,ui)+εi  <∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui)。 (2)

另一方面,x̂ 是(MOP)的ε-鲁棒弱有效解且x~ 不是(MOP)的ε-鲁棒弱有效解,故根据ε-鲁棒弱有效解的定

义可得,存在非空数集I0⊆{1,2,…,p}使得:

max
ui∈Ui

 

fi(x~,ui)≥max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui)-εi,
 

∀i∈I0,

max
ui∈Ui

 

fi(x~,ui)<max
ui∈Ui

 

fi(x̂,ui)-εi,
 

∀i∈{1,2,…,p}\I0。

因为λ≥0,故当i∈I0 时,λi=1;当i∈{1,2,…,p}\I0 时,λi=0,因此:

∑
p

i=1
λi(max

ui∈Ui
 

fi(x~,ui)+εi)≥∑
p

i=1
λimax

ui∈Ui
 

fi(x̂,ui),

这与式(2)矛盾。因此(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的σ-最优解。 证毕

定理6 假设x̂∈X,ε≧0。若x̂ 是(MOP)的ε-鲁棒有效解,则存在λ≥0,μ≧0,γ≧0,α∈Rp 和ŝ+≧0,ŝ-≧0

使得(x̂,ŝ+,ŝ-)是(RSOP)的σ-最优解,其中σ=∑
p

i=1
λiεi。

证明 类似定理5的证明过程,可得该定理成立。 证毕

3 结语

本文研究了不确定多目标优化问题和对应的鲁棒标量化问题,讨论了带松弛和剩余变量的鲁棒标量化问题

的(近似)最优解和不确定多目标优化问题的(近似)鲁棒有效解与(近似)鲁棒弱有效解之间的关系,建立了(近
似)鲁棒弱有效解和(近似)鲁棒有效解的一些充分条件和必要条件。这对于进一步讨论鲁棒真有效解有着非常

重要的意义。
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Abstract:
 

The
 

properties
 

of
 

the
 

(approximate)
 

robust
 

weak
 

effective
 

solutions
 

and
 

the
 

(approximate)
 

robust
 

effective
 

solutions
 

of
 

the
 

uncertain
 

multi-objective
 

optimization
 

problem
 

are
 

studied.
 

Through
 

the
 

study
 

of
 

the
 

(approximate)
 

optimal
 

solution
 

of
 

the
 

robust
 

scalarization
 

problem
 

with
 

relaxation
 

and
 

residual
 

variables,
 

some
 

sufficient
 

conditions
 

and
 

necessary
 

conditions
 

for
 

the
 

(approximate)
 

robust
 

weak
 

effective
 

solution
 

and
 

the
 

(approximate)
 

robust
 

effective
 

solution
 

are
 

established.
 

The
 

scalarization
 

model
 

with
 

relaxation
 

and
 

residual
 

variables
 

proposed
 

by
 

the
 

deterministic
 

multi-objective
 

optimization
 

problem
 

is
 

extended
 

to
 

the
 

robust
 

case,
 

and
 

a
 

new
 

class
 

of
 

robust
 

scalarization
 

problems
 

is
 

proposed.
 

The
 

results
 

obtained
 

are
 

the
 

improvement
 

and
 

promotion
 

of
 

some
 

recent
 

research
 

work.
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effective
 

solutions
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