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摘要:为随机方差缩减梯度(stochastic
 

variance
 

reduced
 

gradient,SVRG)算法引入自适应步长,并在此基础上进一步提高

算法数值性能。首先利用具有二维二次终止性的BB类步长自适应计算SVRG算法的步长。然后在SVRG算法的内循

环中引入停止准则和负动量来加速算法的收敛速度。利用 Matlab对提出的新算法进行数值实验,观察算法的数值性能。

通过分析算法的数值实验结果,得出算法性能与在最佳步长调整下的SVRG算法相当,此外新算法对于初始步长的选取

不敏感,且具有自动生成最优步长的能力。
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优化问题

min
 

F(x)=
1
n∑

n

i=1
fi(x) (1)

在优化领域中经常出现,其中:fi(·)代表第i个损失函数,n 为样本量,每个分量函数fi,i∈{1,2,…,n}是一

阶连续可微的。这类问题常应用于监督学习的研究中。

近些年来,针对问题(1)已经提出了许多先进的优化方法。其中全梯度下降(full
 

gradient
 

descent,FGD)算

法是解决此问题的典型方法,它的参数更新形式为:

xt+1=xt-ηt �F(xt)=xt-ηt

n∑
n

i=1

�fi(xt), (2)

其中:t代表第t步迭代,ηt 表示第t步迭代的步长。FGD算法具有线性收敛速度,但当n 较大时,计算F(x)与

�F(x)非常昂贵。这时,随机梯度下降(stochastic
 

variance
 

reduced
 

gradient,SGD)算法[1]作为一种替代算法,成

为求解式(1)的首选方法。在SGD算法求解的每一步,均匀随机选取1个分量梯度进行计算,参数更新为:

xt+1=xt-ηt �fit
(xt), (3)

其中:�fit
(xt)表示第i个分量函数在xt 点处的梯度。在式(3)中通常假设�fit

是对�F 的无偏估计,即:

E[�fit
(xt)|xt]=�F(xt)。 (4)

SGD算法大大降低了算法的复杂度,启发了许多新的优化方法。但在实际中,SGD算法往往比较慢,并且

它的性能对样本梯度的方差太敏感。于是,为了提高SGD算法的性能,人们又开发了大量的算法,出现了一类

更复杂的算法,例如:随机平均梯度下降(stochastic
 

average
 

gradient
 

descent,SAG)法[2]、随机对偶坐标上升

(stochastic
 

dual
 

coordinate
 

ascent,SDCA)法[3]、随 机 方 差 缩 减 梯 度(stochastic
 

variance
 

reduced
 

gradient,

SVRG)法[4]和随机递归梯度算法(stochastic
 

recursive
 

gradient
 

algorithm,SARAH)[5-6],以及它们的近端变体

Prox-SVRG[7]、Prox-SAGA[8]和Prox-SARAH[9],用于解决复合有限和及随机优化问题。这些算法使用式(1)

的特定有限和形式,并结合一些确定性和随机方面来减少步骤的方差。
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SVRG算法与SGD算法不同,SVRG算法的学习速率ηt 不必衰减,这会产生更快的收敛速度,因为可以使

用相对较大的学习速率。SVRG算法每m 次更新后计算一次全梯度,它的参数更新形式为:

xt+1=xt-ηk(�fit
(xt)-�fit

(x~k)+μ~),

其中:μ~ =�F(x~)=
1
n∑

n

i=1

�fi(x~)。

SVRG算法构造了方差缩减方法的一般框架,产生的方差也随迭代次数不断衰减。然而就传统SVRG算法

而言,一方面需要采用固定步长,但过大的步长和过小的步长对收敛性能都会产生很大的影响:采用较小的步

长,算法则可能很难达到收敛;采用较大的步长,又可能会带来学习过程震荡的结果。另一方面需要用户指定内

循环m 的大小,这对算法的收敛性能至关重要。因此,在SVRG算法的基础上,学者们又提出了许多变体来进

一步提高性能。

近些年来,Barzilai-Borwein(BB)[10]方法受到越来越多学者的关注。钱玉香等人[11]将改进的BB步长与近

端随机递归动量算法结合,提出了一种带BB步长的随机方差缩减算法。Tan等人[12]将BB步长与SGD和

SVRG算法相结合,得到了SGD-BB和SVRG-BB方法,并证明了SVRG-BB对于强凸目标函数是线性收敛的。

受SVRG-BB算法提出的影响,刘彦等人[13]提出了基于局部Lipschitz常数估计的自适应步长,并将该步长与

SVRG算法结合得到了SVRG-AS算法。Min等人[14]提出了一种新的随机梯度下降算法AESVRG,该算法能

自适应的调解内循环m 的大小。Liu等人[15-17]提出了近似最优步长的概念,从新的角度观察BB步长。秦传东

等人[18]融合BB方法、小批量算法与SVRG算法的优势,提出了一种带有随机改进BB步长的小批量稀疏随机方

差缩减梯度法。王福胜等人[19]将SVRG算法与一种谱梯度BB步长方法有机结合,再利用重要抽样策略,提出

了Im-SVRG-BB算法。Huang等人[20]通过自适应地采用长BB步长和与新步长相关的短步长结合,开发了一

种有效的梯度方法,用于二次优化,使梯度法实现二维二次终止。

同时,求解各类优化问题的加速技术也受到了广泛的关注。代表包括重球法[21]和Nesterov的加速技术[22],

它们最初是为加速确定性优化问题而开发的。理论结果表明,当目标函数为强凸光滑时,重球法比全梯度下降

法收敛速度更快。然而,在求解一般凸问题时,重球法和全梯度下降法的收敛速度是相同的。相比之下,

Nesterov的加速技术不需要更强的条件,即对于一般凸问题,它可以获得比重球法和全梯度下降法更快的收敛

速度[23]。更详细的理论分析请参阅文献[24]。受确定性优化应用取得巨大成功的启发,近些年来一些学者将

Nesterov加速技术引入随机算法中,以提高算法的收敛性能[25-28]。但是在SGD算法中单纯地加入Nesterov外

推加速步长不一定能保证更快的收敛速度,反而可能增加随机抽样过程中的累积误差。为了减少这种影响,

Allen-Zhu[29-30]借助凸组合的思想提出了另一种形式的加速度框架,即Katyusha法。与Nesterov的加速框架不

同的是,Katyusha算法使用前一个迭代点和2个辅助变量的凸组合来构造当前加速步长,然后与SVRG算法框

架结合,可以潜在地减少累积误差,实现相对于SVRG算法更快的收敛速度。读者可以参考文献[31-33]了解

Katyusha加速框架的进一步应用。吉梦等人[34]将自适应策略及动量加速思想引入到批量SVRG算法中,提出

了AdaSVRG算法。He等人[35]设计了一个类似Katyusha的动量阶跃,即负动量框架,并将它纳入经典的方差

缩减随机梯度算法中。在构建的基于负动量的框架基础上,提出了一种求解一类凸有限和问题的加速随机算

法,即基于负动量的随机方差缩减梯度(negative
 

momentum
 

stochastic
 

average
 

gradient,NMSVRG)算法。

受文献[20]中梯度方法、AESVRG方法以及NMSVRG算法成功解决问题(1)的启发,本文将它们的思想应

用于随机方差缩减梯度算法中,主要贡献在于以下几个方面:

1)
 

在SVRG算法中引入了能自动计算步长的BB类方法,这对于仅采用固定步长的SVRG算法来说,有着

巨大的提升;

2)
 

本文在SVRG算法的内循环中添加了停止准则。它可以动态地将内循环大小调整到一个合适的值。在

损失函数值开始波动之前停止迭代。新算法优于采用恒定内循环大小的SVRG算法;

3)
 

为加速算法的收敛速度,本文还在内循环中引入了负动量,并证明了算法在强凸条件下具有线性收敛性。
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1 预备知识

1.1 自适应步长的选取

BB方法在求解非线性优化问题方面非常成功,该方法的关键思想是由拟牛顿方法激发的。假设要解决的

无约束最小化问题为:

min
x

 f(x), (5)

其中:f 是可微的。求解式(5)的拟牛顿方法的典型迭代形式如下:

xt+1=xt-B-1
t �f(xt), (6)

其中:Bt 是f 在当前迭代xt 下的Hessian矩阵的近似值。Bt 最重要的特征是它必须满足割线方程:

Btst=yt, (7)

其中:st=xt-xt-1,yt=�f(xt)-�f(xt-1)。

BB步长满足最小二乘意义上的某些正割方程,引入以下长、短选择:

ηBB1
k =argmin

a∈R
η-1sk-1-yk-1 2=

sT
k-1sk-1

sT
k-1yk-1

,ηBB2
k =argmin

a∈R
sk-1-ηyk-1 2=

sT
k-1sk-1

yT
k-1yk-1

。

Huang等人[11]提供了一种梯度法实现二维二次终止的机制。然后利用该机制推导出一种新的步长,从而

使BB方法具有二维二次终止,提出的步长如下:

η
~
k=

2

φ2

φ3
+ φ2

φ3  
2

-4φ1

φ3

, (8)

其中:φ1

φ3
= ηBB2

k-1-ηBB2
k

ηBB2
k-1ηBB2

k (ηBB1
k-1-ηBB1

k )
,φ2

φ3
= ηBB1

k-1ηBB2
k-1-ηBB1

k ηBB2
k

ηBB2
k-1ηBB2

k (ηBB1
k-1-ηBB1

k )
。

下面的引理分别给出了步长式(8)在φ1

φ3
≥0,φ2≠0时与φ1

φ3
<0,φ2≠0这2种情况下的界,具体证明过程参见

文献[20]。
引理1[20] 由式(8)给出的步长是良定的,并且:

1)
 

当φ1

φ3
≥0与φ2≠0时,有φ3

φ2
≤η
~
k≤min{ηBB2

k ,ηBB2
k-1};

2)
 

当φ1

φ3
<0及φ2≠0时,有max{ηBB2

k ,ηBB2
k-1}≤η

~
k≤ φ3

φ2

。

大量研究表明,采用长BB步长ηBB1
k (因为ηBB1

k ≥ηBB2
k )和一些短步长交替或自适应的方法在数值上优于原始

BB方法。如果φ1

φ3
≥0和φ2≠0,由定理1可以知道,步长η

~
k 小于ηBB2

k 和ηBB2
k-12个短步长。另一方面,当φ1

φ3
<0和

φ2≠0时,步长η
~
k 都大于ηBB2

k 和ηBB2
k-1 这2个步长。结合这2种情况,将ηk 进行替换,替换为 min{ηBB2

k ,ηBB2
k-1,

η
~
k},替换后的步长为ηBB2

k 、ηBB2
k-1 及η

~
k 中最小的一个。

由于自适应方案的成功,Huang等人[20]在此基础上提出步长的截断形式如下:

ηk=
min{ηBB2

k-1,ηBB2
k ,η

~
k},如果ηBB2

k /ηBB1
k <τk;

ηBB1
k ,否则。 (9)

其中:τk>0。更新式(9)中τk 最简单的方法是将所有k都设置为某个常数τ∈(0,1)。对于这种固定格式,步长

式(9)的性能可能在很大程度上取决于τ的值。另一个策略是动态地更新τk,更新方式如下:

τk+1=

τk

γ
,如果aBB2

k /aBB1
k <τk;

τk

γ
,否则。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

 

(10)
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显然,固定格式的τ是式(10)中γ=1的一种特殊情况。

1.2 内循环大小m 的自适应选取

内循环大小的选取与步长是密切相关的。一方面,当步长较大时,训练损失在少量迭代后开始波动。另一

方面,较小的步长会承受远超过n 次的迭代。AESVRG算法设置了一个停止准则,当内循环开始出现波动的时

候,算法会跳出内循环,进入外循环。这样AESVRG算法就可以动态地将内循环大小调整为合适的值。具体思

想是将梯度下降法应用于凸问题时,当xt 逐渐接近最优值x*时,梯度�F(xt)不断减小。因为梯度法的迭代是:

xt+1-xt=-η�F(xt),

于是有 xt+1-xt < xt-xt-1 。直观地看,如果xt 不断接近最优值x*,则�F(xt)一般衰减,并有方差引起的

轻微波动。此时如果考虑一个窗口,则当 xt+m0-xt > xt-xt-m0
时,认为算法产生了波动,此时停止准则成

立,算法跳出内循环进入外循环。

1.3 负动量框架

目前,一些随机算法在经典的Nesterov加速框架中加入了外推步骤,迭代如下:

ys
k=xs

k+βk(xs
k-xs

k-1),

其中:s与k分别表示外层循环和内层循环的迭代次数。βk∈(0,1)代表加速参数,序列{xs
k}是基于一些方差缩

减算法产生的。从迭代中可以看出,这一步是向前的一步。然而,负随机梯度估计并不总是下降方向。如果在

点xs
k 处的负随机梯度估计不是下降方向,则加速点处的梯度估计方差可能大于点xs

k 处的方差。因此,为了减

少动量步的影响,负动量框架被提出,即Katyusha式加速步:

ys
k=θxs

k+(1-θ)x~s-1,

其中:θ∈(0,1)以及x~s-1 是1个快照点。

一方面,与Nesterov的外推步骤相比,负动量框架使用凸组合步骤,即在某种意义上的插值步骤。另一方

面,不同于原来Katyusha动量框架涉及的2个不同辅助变量,这里的算法中只增加了1个额外的辅助变量。因

此,提出的算法对参数的选择更加友好。

2 新算法的提出

为了求解问题(1),Johnson等人[4]提出了SVRG算法,如算法1所示。

算法1(SVRG算法) 步骤0,设置初始参数:内循环迭代次数m,外循环迭代次数T,固定步长η>0,初始

点x~0,k=0。

步骤1,计算全梯度gk =
1
n∑

n

i=1

�fi(x~k),令x0=x~k,t=0。

步骤2,随机选取it∈{1,…,n},计算xt+1=xt-η(�fit
(xt)-�fit

(x~k)+gk),令t=t+1,转步骤3。

步骤3,如果t>m,则转步骤4;否则转步骤2。
步骤4,更新x~k。
步骤5,令k=k+1,如果k<T,转步骤1;否则停止。
对于x~k+1 的更新有2种选择:要么为x~k+1=xm,要么为x~k+1=xt。其中,t从{1,…,m}中随机选取。

在SVRG算法中有2个循环,在外部循环中计算一个完整的梯度gk,在内部循环中使用该梯度生成方差较

小的随机梯度。然后根据内循环的输出选择x~,用于下一个外部循环。

根据前面的分析,为了使SVRG算法能够自适应的计算步长和调节内循环的大小,本文提出了一种新的随

机梯度下降算法(算法2)。

算法2 步骤0,设置初始参数:窗口大小m0,内循环次数m,外循环迭代次数T,初始步长ηk>0,初始点

x~0,负动量系数θ∈(0,1),k=0。

步骤1,计算全梯度gk =
1
n∑

n

i=1

�fi(x~k)。
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步骤2,如果k>0,则计算步长ηk=ηk/m,其中ηk 由式(9)给出。令x0=x~k,t=0。

步骤3,随机选取it∈{1,…,n},计算yt=θxt+(1-θ)x~k,xt+1=xt-ηk(�fit
(yt)-�fit

(x~k)+gk)。令

t=t+1,转步骤4。
步骤4,如果t%m0=0,t≥2m0 且 xt-xt-m0 > xt-m0-xt-2m0

转步骤5;否则转步骤3。

步骤5,更新x~k+1=xt+1,令m=t+1,转步骤6。
步骤6,令k=k+1,如果k<T,转步骤1;否则停止。
现对算法2进行一些解释。窗口大小m0 需要用户指定,相关研究表明m0 大小应该设置在0.1n 与0.2n

之间,其中n 代表数据集维度。算法2中步骤5对于x~k+1 的更新采用的是SVRG算法中的选择1。步骤4是满

足停止准则的条件:第一个条件意味着算法每m0 次迭代检查不等式 xt-xt-m0 > xt-m0-xt-2m0
,t≥2m0 是

因为算法至少需要2个窗口来检查停止条件。如果满足停止准则就跳出内循环,进入步骤5,否则就回到步

骤3。
算法2的优点主要体现在以下几个方面:1)

 

与采用固定步长的SVRG算法相比,本算法采用长BB步长和

形如式(8)相关的短步长结合来自适应计算步长;2)
 

本算法不需要用户去指定内循环大小,采用带有窗口的停止

准则来自适应的调节内循环大小;3)
 

在内循环中引入了负动量框架进一步提升了SVRG算法的收敛速度。

3 收敛性分析

本节用强凸目标函数F(x)来分析算法2的线性收敛性。下面的假设贯穿本节。
假设1 假设式(4)对任何xt 都成立。假设目标函数F(x)是μ 强凸的,即:

F(y)≥F(x)+�F(x)T(y-x)+μ
2 x-y 2

2,∀x,y∈Rd。

每个分量函数fi,i=1,…,n 是凸的且一阶连续可微的。以及每个分量函数fi 的梯度是L-Lipschitz连续的,即

对任意的x,x'∈Rd 有:
�fi(x)-�fi(y)2≤L x-y 2,∀x,y∈Rd。

在此假设下,不难看出�F(x)也是L-Lipschitz连续的,即:
�F(x)-�F(y)2≤L x-y 2,∀x,y∈Rd。

下面来自文献[36]的引理,有助于本节的收敛性分析。
引理2 如果f(x):Rd→R是凸的,且梯度是L-Lipschitz连续的,则:

�f(x)-�f(y)2
2≤L(x-y)T(�f(x)-�f(y)),∀x,y∈Rd。

接下来的引理则揭示了2个连续迭代到最优点的距离之间的关系。

引理3 定义αk∶=(1-2ηkμ(1-ηkL))m+
4ηkL2

μ(1-ηkL)
,对于算法2,则第k次迭代有不等式:

E x~k+1-x* 2
2<αk x~k-x* 2

2,

其中:x*是问题(1)的最优解。
证明 令vt

it=�fit
(yt)-�fit

(x~k)+�F(x~k)是算法2中的第k次迭代。则:

E vt
it

2
2=E θ�fit

(xt)+(1-θ)�fit
(x~k)-�fit

(x~k)+�F(x~k)2
2=

E (θ�fit
(xt)-θ�fit

(x*))-(θ�fit
(x~k)-θ�fit

(x*))+�F(x~k)2
2≤

2E θ�fit
(xt)-θ�fit

(x*)2
2+4E θ�fit

(x~k)-θ�fit
(x*)2

2+4 �F(x~k)2
2=

2θ2E �fit
(xt)-�fit

(x*)2
2+4θ2E �fit

(x~k)-�fit
(x*)2

2+4 �F(x~k)2
2≤

2E �fit
(xt)-�fit

(x*)2
2+4E �fit

(x~k)-�fit
(x*)2

2+4 �F(x~k)2
2≤

2LE[(xt-x*)T(�fi(xt)-�fi(x*))]+4L2 x~k-x* 2
2+4L2 xk-x* 2

2=

2L(x~t-x*)T �F(xt)+8L2 x~k-x* 2
2。

在第1个不等式中使用了2次不等式(a-b)2≤2a2+2b2,在第2个不等式中利用了θ∈(0,1)的事实。在第3
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个不等式中,在fit
(x)上应用引理2以及利用了�fit

和�F 的L-Lipschitz连续性。在最后1个等式中,使用了

E[�fit
(x)]=�F(x)和�F(x*)=0的事实。

有了上述结论后,根据文献[12]的结果,直接给出在xt 和x~k 条件下,xt+1 到x*距离的界:

E xt+1-x* 2
2≤[1-2ηkμ(1-ηkL)]xt-x* 2

2+8η2kL2 x~k-x* 2
2。

通过对t递归应用上面的不等式,并且注意x~k=x0 以及x~k+1=xm,可以得到:

E x~k+1-x* 2
2 ≤ [1-2ηkμ(1-ηkL)]m x~k -x* 2

2+8η2
kL2∑

m-1

j=0

[1-2ηkμ(1-ηL)]j x~k -x* 2
2 <

(1-2ηkμ(1-ηkL))m +
4ηkL2

μ(1-ηkL)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 x~k -x* 2

2=αk x~k -x* 2
2。

故结论得证。 证毕

有了上面的引理后,现在给出算法2的线性收敛性证明。

定理1 定义β=
1-e-2μ/L

2
,在算法2中,如果选择m 使得:

m>max
2

log(1-2β)+2μ/L
,4L

2

βμ2+
L
μ  , (11)

则算法2以期望收敛,即E x~k-x* 2
2≤(1-β)k x~0-x* 2

2。

证明 由式(8)步长的形式可以知道,所定义的步长ηk 不大于长BB步长ηBB1
k ,结合F(x)的强凸性,不难得

到算法2计算的步长的上界:

1
m
·ηk≤

1
m
·ηBB1

k =
1
m
· x~k-x~k-1

2
2

(x~k-x~k-1)T(gk-gk-1)
≤
1
m
· x~k-x~k-1

2
2

μ x~k-x~k-1
2
2
=
1
mμ
。

根据�F(x)的L-Lipschitz连续性,不难得到ηk 的下界是
1
mL
。因此有:

αk≤ 1-
2μ
mL 1-

L
mμ  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 m

+
4L2

mμ2 1-
L
mμ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

≤

exp -
2μ
mL 1-

L
mμ  ·m  + 4L2

mμ2 1-
L
mμ

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁

=exp -
2μ
L +

2
m  + 4L2

mμ2-Lμ
。

把式(11)代入上面的不等式则有:

αk<exp -
2μ
L +log

(1-2β)+
2μ
L  + 4L2

4L2

β
+Lμ-Lμ

=(1-2β)+β=1-β。

最后应用引理3就可以得到定理1的结果。 证毕

4 数值实验

本节进行了大量的实验来验证新提出算法的优点。为了公平起见,所有的数值实验均在CPU为i5-10500
的同一台电脑上通过 Matlab

 

9.0进行。
分别在LIBSVM网站(http://www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/libsvmtools/datasets/)上公开提供的4个不

同的训练数据集上评估了本文提出的新算法。特别地,应用新算法来解决机器学习中的2个标准测试问题,即:

1)
 

带有l2 范数正则化的逻辑回归:

min
x

 
F(x)=

1
n∑

n

i=1
log[1+e

-bia
T
ix]+

λ
2 x 2

2;

2)
 

带有l2 范数正则化的平方铰链损失支持向量机:

min
x

 
F(x)=

1
n∑

n

i=1

([1-biaT
ix]+)2+

λ
2 x 2

2。
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其中:ai∈Rd 以及bi∈{±1}分别为第i个样本的特征向量和标签。
训练数据集的具体信息见表1。

表1 实验数据和模型信息

Tab.1 Data
 

and
 

model
 

information
 

of
 

the
 

experiments

数据集 n d 模型 λ

w8a 49
 

749 300 LR 10-4

a9a 37
 

561 123 LR 10-3

ijcnn1 49
 

990 22 SVM 10-4

在下面图1的几个子图中,给出算法2和SVRG算法在不同步长(对于算法SVRG)和不同初始步长(对于

算法2)下的次优性(f(x~k)-f(x*))比较。这里设置SVRG算法的内循环大小为m=2n。
在图2的3个子图中,观察算法2中步长的变化趋势。
算法2和SVRG的对比结果如图1和图2所示。在6个子图中,x 轴均表示循环次数k,即算法2中的外循

环的次数。在图1中y 轴表示次优性:f(x~k)-f(x*),在图2中y 轴表示步长ηk 大小。在6个子图中,虚线对

应固定步长的SVRG。此外,红色虚线总是代表最佳调优的固定步长SVRG,黑色虚线与最佳调优的固定步长

相比,使用较小的固定步长,蓝色虚线使用较大的固定步长。实线对应不同初始步长η0 的算法2。图1b和图2b
中蓝色、红色和黑色实线分别对应初始步长η0=0.45,0.15,0.05。图1c和图2c中蓝色、红色和黑色实线分别

对应初始步长η0=0.25,0.05,0.01。

a w8a上的次优性比较 b a9a上的次优性比较 c ijcnn1上的次优性比较

图1 3个数据集上的次优性比较

Fig.1 Sub-optimality
 

comparison
 

on
 

three
 

datasets

a w8a上的步长变化 b a9a上的步长变化 c ijcnn1上的步长变化

图2 3个数据集上的步长变化

Fig.2 Step
 

size
 

variation
 

on
 

three
 

datasets
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从图1a、1b、1c可以看出,算法2始终可以达到与最调优步长SVRG算法相同的次优性水平。尽管算法2
有时比具有最佳调优步长的SVRG需要更多的循环次数,但它明显优于具有其他2种步长选择的SVRG。此

外,从图2a、2b、2c中可以看到,算法2计算的步长会收敛到SVRG算法的最佳调优步长。从图1中还可以看

到,算法2对于初始步长的选择并不敏感。对于不同大小的初始步长,数值效果差别很小,所以有理由相信算法

2在实际中具有很大的潜力。

算法2在内循环中引入了动量以及停止准则,它们都对算法的数值效果有较大的提升。图3是算法2的内

循环中没引入动量、停止准则与只引入动量次优性的对比。3个子图中x 轴表示循环次数k,y 轴表示次优性:

f(x~k)-f(x*)。其中长虚线代表内循环中未添加停止准则和动量的数值实验结果,短虚线代表添加动量后算

法的数值实验结果。

图4是算法2的内循环中未引入动量及停止准则与仅引入停止准则次优性的结果对比。3个子图中x 轴表

示循环次数k,y 轴表示次优性:f(x~k)-f(x*)。其中长虚线代表内循环中未添加停止准则和动量的数值实验

结果,短虚线代表添加停止准则后算法的数值实验结果。

图5是算法2的内循环中引入动量以及停止准则与两者都未引入的次优性的结果比较。3个子图中x 轴表

示循环次数k,y 轴表示次优性:f(x~k)-f(x*)。其中长虚线代表内循环中未添加停止准则和动量的数值实验

结果,短虚线代表添加动量和停止准则后算法的数值实验结果。

从图3~图5的所有子图中,可以观察到无论是添加动量还是添加停止准则都对算法的数值效果有所提升。

特别是当两者都添加时,算法的提升效果最大。

a w8a数据集 b a9a数据集 c ijcnn1数据集

图3 算法2只添加动量和两者都不添加的次优性对比

Fig.3 Algorithm
 

2
 

adds
 

momentum
 

only
 

compared
 

to
 

the
 

sub-optimality
 

of
 

adding
 

neither

a w8a数据集 b a9a数据集 c ijcnn1数据集

图4 算法2只添加停止准则和两者都不添加的次优性对比

Fig.4 Algorithm
 

2
 

adds
 

the
 

stopping
 

criterion
 

only
 

compared
 

to
 

the
 

sub-optimality
 

of
 

adding
 

neither
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a w8a数据集 b a9a数据集 c ijcnn1数据集

图5 算法2添加动量和停止准则与两者都不添加的次优性对比

Fig.5 Algorithm
 

2
 

adds
 

momentum
 

and
 

stop
 

criteria
 

compared
 

with
 

the
 

sub-optimality
 

of
 

adding
 

neither

5 结论

本文提出利用具有二维二次终止性的BB类方法自动计算SVRG算法的步长,并在SVRG算法中添加了负

动量以及停止准则去加速算法的收敛速度,从而得到了一类新的随机梯度方法,且证明了新算法在强凸条件下

的线性收敛性。通过在真实数据集上进行数值实验,比较了新提出的算法和与传统SVRG算法的性能。数值结

果表明,新提出的算法性能与在最佳步长调整下的原始SVRG方法相当。此外新算法对于初始步长的选取不敏

感,而传统的SVRG方法在选取不同步长时,数值效果差异较大。通过新算法步长的变化,可以观察到所产生的

步长最终将接近于SVGR算法中的最调优步长。因此新算法具有自动生成最优步长的能力。最后通过是否对

算法添加动量或停止准则的数值实验,得到在SVRG算法的内循环中添加动量和停止准则能加速算法的收敛

速度。
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Stochastic
 

Variance
 

Reduced
 

Gradient
 

Algorithm
 

with
 

BB-Like
 

Step
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China)

Abstract:
 

Adaptive
 

step
 

size
 

is
 

introduced
 

into
 

the
 

Stochastic
 

Variance
 

Reduction
 

Gradient(SVRG)
 

algorithm,
 

and
 

the
 

numerical
 

performance
 

of
 

the
 

algorithm
 

is
 

further
 

improved
 

on
 

this
 

basis.
 

Firstly,
 

the
 

step
 

size
 

of
 

the
 

SVRG
 

algorithm
 

is
 

calculated
 

by
 

BB
 

step
 

size
 

with
 

two-dimensional
 

quadratic
 

termination.
 

Then
 

the
 

stopping
 

criterion
 

and
 

negative
 

momentum
 

are
 

introduced
 

into
 

the
 

inner
 

loop
 

of
 

the
 

SVRG
 

algorithm
 

to
 

accelerate
 

the
 

convergence
 

rate.
 

The
 

proposed
 

algorithm’s
 

numerical
 

experiment
 

was
 

carried
 

out
 

using
 

Matlab,
 

and
 

the
 

numerical
 

performance
 

of
 

the
 

algorithm
 

was
 

observed.
 

By
 

analyzing
 

the
 

numerical
 

experimental
 

results
 

of
 

the
 

algorithm,
 

it
 

is
 

concluded
 

that
 

the
 

algorithm’s
 

performance
 

is
 

comparable
 

to
 

that
 

of
 

the
 

SVRG
 

method
 

with
 

the
 

optimal
 

step
 

size
 

adjustment.
 

In
 

addition,
 

the
 

new
 

algorithm
 

is
 

insensitive
 

to
 

the
 

selection
 

of
 

the
 

initial
 

step
 

size
 

and
 

can
 

automatically
 

generate
 

the
 

optimal
 

step
 

size.

Keywords:
 

stochastic
 

variance
 

reduced
 

gradient
 

algorithm;
 

BB-like
 

step
 

size;
 

adaptive
 

computing;
 

negative
 

momentum
 

framework
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