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求解双层弹性膜单侧接触问题的交替方向乘子法
*

袁星月1,
 

崔席勇2,
 

张守贵1

(1.
 

重庆师范大学
 

数学科学学院,
 

重庆
 

401331;
 

2.
 

中冶赛迪信息技术(重庆)有限公司,
 

重庆
 

401120)

摘要:针对一类双层弹性膜单侧接触问题,提出了基于自适应罚参数的交替方向乘子法。利用辅助变量构造增广

Lagrange函数,通过引入鞍点问题处理不等式约束。用交替方向乘子法对该问题进行数值求解,每次迭代包括2个线性

椭圆问题,显式求解辅助变量和Lagrange乘子。基于迭代函数的自适应法则自动调整罚参数,展示了算法收敛性和自适

应罚参数近似方法。最后用有限元离散化数值结果验证了算法的有效性。
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双层弹性膜接触问题主要是求解2个弹性膜接触时的平衡位置,在力学上有广泛应用。2个膜接触时满足

弹性体的基本法则,膜之间可以相互接触但不能相互渗透,且由牛顿第三定律,其中一个膜对另一个膜的作用力

相等[1-3]。该问题通常由偏微分等式和不等式组成,因此需要求解的模型是一个非线性问题,无法通过直接计算

得到解析解,只能利用合适的数值计算方法得到近似解。通过变分理论,将非线性模型转化为变分问题,由Lax-
Milgram定理和Sobolev空间理论讨论问题解的适定性[4-6]。基于变分不等式理论,可以通过有限元方法[1-3]等

对问题进行离散,得到双层弹性膜的近似解。
本文利用有限元方法对双层弹性膜单侧接触问题进行离散,并基于交替方向乘子法[6-11]提出自适应交替方

向乘子法[9-11],该算法通过迭代函数自动选取合适的罚参数[12-14],明显提升了算法效率。此外,还给出了算法收

敛性证明结果,且通过数值算例将该算法与交替方向乘子法和半光滑牛顿算法[15]进行对比。

1 模型介绍及等价变分形式

考虑如下双层弹性膜问题[1-3]:

-Δu1-λ=f1,在Ω 上

-Δu2+λ=f2,在Ω 上

u1-u2≥0,λ≥0,(u1-u2)λ=0,在Ω 上

u1=g,u2=0,在∂Ω 上

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

 

。 (1)

其中:Ω∈R2 是一个有界、连通的开集;边界∂Ω 是Lipschitz连续的;未知量u1 和u2 表示2个弹性膜在垂直方向

上的位移;λ为Lagrange乘子,表示第2个膜在第1个膜上的作用力;f1 和f2 为外部作用力。模型(1)中的边

界条件表示第1个膜在距离边界为g 时固定,第2个膜在边界处固定。
首先,给出函数空间:

H1
g(Ω)={v∈H1(Ω),v=g,在∂Ω 上}。

再令V=H1
g(Ω)×H1

0(Ω),s≥0,定义凸集:

Hs
+(∂Ω)={v∈Hs(∂Ω);v≥0

 

a.e.,在∂Ω 上},
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K={v=(v1,v2)∈V;v1-v2≥0,在Ω 上},Λ={χ∈L2(Ω);χ≥0
 

a.e.在Ω 上}。

引理1[1] 对给定的(f1,f2)∈H -1(Ω)×H -1(Ω),g∈H
1
2
+(∂Ω),对任意(v1,v2)∈H1

0(Ω)×H1
0(Ω),任意

χ∈Λ 有:

∑
2

i=1∫Ω
(grad

 

ui)·(grad
 

vi)(x)dx=∑
2

i=1

(fi,vi)+∫Ω
λ(x)·(v1-v2)(x)dx

∫Ω
(χ-λ)(x)(u1-u2)(x)dx≥0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,
 

(2)

其中内积 (fi,vi)=∫Ω
fi(x)vi(x)dx,式(2)与问题(1)等价。

引理2[1] 对于任意(f1,f2)∈L2(Ω)×L2(Ω),g∈H
1
2
+(∂Ω),(v1,v2)∈H1

0(Ω)×H1
0(Ω),问题(2)存在唯

一解(u1,u2,λ)∈H1
g(Ω)×H1

0(Ω)×Λ。
根据引理1、引理2以及文献[1]可知双层弹性膜单侧接触问题解的存在性、唯一性。
注意到问题(1)中的u1-u2≥0,λ≥0,(u1-u2)λ=0可以写成λ=max(0,λ-δ(u1-u2)),其中δ>0,根据

Green公式及文献[3]可知双层弹性膜问题(1)与如下变分等式问题等价。
求唯一解u*∈K,使得:

a(u*
1 ,v1)-(λ*,v1)=l1(v1),∀v1∈H1

0(Ω)

a(u*
2 ,v2)+(λ*,v2)=l2(v2),∀v2∈H1

0(Ω)

λ*=max(0,λ*-δ(u*
1 -u*

2 ))

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

, (3)

其中:u*=(u*
1 ,u*

2 ),li(vi)=(fi,vi),i=1,2,a(ui,vi)=∫Ω
�ui(x)·�vi(x)dx 是对称双线性形式,在

H1(Ω)×H1(Ω)上满足[1]:存在只依赖区域Ω 的常数α>0,使得对任意v∈H1
0(Ω)有:

αv 2
H1(Ω)≤a(v,v)。 (4)

2 增广Lagrange乘子法

根据文献[6-8],在区域Ω 上引入辅助变量φ,导出如下Lagrange函数L:(K×L2(Ω))×L2(Ω)→R:

L(v,φ,μ)=E(v1)+E(v2)-(μ,v1-v2-φ), (5)

及对应的增广Lagrange函数Lρ:(K×L
2(Ω))×L2(Ω)→R:

Lρ(v,φ,μ)=E(v1)+E(v2)-(μ,v1-v2-φ)+
ρ
2 v1-v2-φ 2, (6)

其中:ρ>0为罚参数,E(vi)=
1
2∫Ω

�vi
2dxdy-∫Ω

fividxdy,v=(v1,v2)。考虑Lagrange函数式(5)对应的

极大极小值问题即鞍点问题:

max
μ
 min
(v,φ)

 
L(v,φ,μ)=min(v,φ) maxμ  

L(v,φ,μ),∀(v,φ,μ)∈K×L2(Ω)×L2(Ω), (7)

和增广Lagrange函数式(6)对应的鞍点问题:

max
μ
 min
(v,φ)

 
Lρ(v,φ,μ)=min(v,φ) maxμ  

Lρ(v,φ,μ),∀(v,φ,μ)∈K×L2(Ω)×L2(Ω), (8)

若(u,ψ,λ)是Lρ 的一个鞍点,则由式(5)、(7)可得:
(λ,u1-u2-ψ)≤(μ,u1-u2-ψ)。

又由μ 的任意性,可得:

u1-u2=ψ。 (9)

引理3[6] 若(u,ψ,λ)∈K×L2(Ω)×L2(Ω)是鞍点问题(7)的解,则对任意ρ>0,(u,ψ,λ)也是鞍点问题

(8)的解,反之亦成立,且u 是变分等式问题(3)的解。
根据引理3以及文献[7-8]中的交替方向乘子法,通过计算问题(8)表示的极值问题来依次计算ψk+1、uk+1,

更新Lagrange乘子λk+1,给定初始函数值(u0,λ0)∈K×L2(Ω),罚参数ρ>0,置k=0;求解辅助变量ψk+1∈
L2(Ω),使得对任意的φ 有:
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Lρ(u
k,ψk+1,λk)≤Lρ(u

k,φ,λk)。 (10)

求解未知函数uk+1∈K,使得对任意的v∈K 有:

Lρ(u
k+1,ψk+1,λk)≤Lρ(v,ψ

k+1,λk)。 (11)

更新Lagrange乘子λk+1=λk+ρ(ψk+1-(uk+1
1 -uk+1

2 ))。
由于在Ω 上有约束条件u1-u2≥0且u1、u2 满足式(9),则求解问题(10)等价于求解如下约束极小值问题:

∂
∂φ

Lρ(u
k,ψk+1,λk)-γk=0, (12)

(γk,ψk+1)=0, (13)
其中:γk>0,为ψk+1 的Lagrange乘子,根据式(12)得:

ψk+1=
1
ρ
(γk-λk+ρ(uk

1-uk
2)), (14)

结合式(13)且γk>0可得:

γk=(λk-ρ(uk
1-uk

2))+, (15)

其中:v+=max(0,v),将式(15)代入式(14)得到ψk+1=
1
ρ
((λk-ρ(uk

1-uk
2))+-λk)+uk

1-uk
2。

根据式(11)对任意vi∈H1
0(Ω)有

∂
∂vi

Lρ(u
k+1,ψk+1,λk)·vi=0,结合原问题可知此式等价于以下变分问

题:

a(uk+1
1 ,v1)+ρ(uk+1

1 -uk+1
2 ,v1)=l1(v1)+(ρψk+1+λk,v1),

a(uk+1
2 ,v2)-ρ(uk+1

1 -uk+1
2 ,v2)=l2(v2)-(ρψk+1+λk,v2),

取v1=v2=v,两式相减得a(uk+1
1 -uk+1

2 ,v)=l1(v)-l2(v)+2(λk-ρ(uk+1
1 -uk+1

2 -ψk+1),v)。
根据以上分析,得到求解双层弹性膜问题的交替方向乘子法(alternating

 

direction
 

method
 

of
 

multipliers,

ADMM)如下。
算法1(ADMM) 步骤1,给定初始函数值(u0,λ0)∈K×L2(Ω),取罚参数ρ>0,置k=0;
步骤2,计算辅助变量ψk+1∈L2(Ω):

ψk+1=
1
ρ
((λk-ρ(uk

1-uk
2))+-λk)+uk

1-uk
2;

步骤3,求解未知函数uk+1=(uk+1
1 ,uk+1

2 ):

a(uk+1
1 ,v1)+ρ(uk+1

1 -uk+1
2 ,v1)=l1(v1)+(ρψk+1+λk,v1),

a(uk+1
2 ,v2)-ρ(uk+1

1 -uk+1
2 ,v2)=l2(v2)-(ρψk+1+λk,v2);

步骤4,更新Lagrange乘子λk+1=λk+ρ(ψk+1-(uk+1
1 -uk+1

2 ));

步骤5,给定迭代终止条件,满足则结束迭代返回结果(uk+1,ψk+1,λk+1),否则令k=k+1,回到步骤2。

3 自适应交替方向乘子法

为了克服固定罚参数影响交替方向乘子法的收敛速度,采用基于迭代函数选取自适应的可变罚参数,以变

参数序列{ρk}代替固定参数ρ,得到如下自适应交替方向乘子法(self-adaptive
 

alternating
 

direction
 

method
 

of
 

multipliers,SADMM)[9-14]。
算法2(SADMM) 步骤1,给定初始函数值(u0,λ0)∈K×L2(Ω),取罚参数ρk>0,置k=0;

步骤2,计算辅助变量ψk+1∈L2(Ω):

ψk+1=
1
ρk
((λk-ρk(uk

1-uk
2))+-λk)+uk

1-uk
2; (16)

步骤3,求解未知函数uk+1:

a(uk+1
1 ,v1)+ρk(uk+1

1 -uk+1
2 ,v1)=l1(v1)+(ρkψk+1+λk,v1), (17)

a(uk+1
2 ,v2)-ρk(uk+1

1 -uk+1
2 ,v2)=l2(v2)-(ρkψk+1+λk,v2); (18)
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步骤4,更新Lagrange乘子:

λk+1=λk+ρk(ψk+1-(uk+1
1 -uk+1

2 )); (19)
步骤5,选取罚参数:

(1+sk)ρk≥ρk+1≥
ρk

1+sk
; (20)

步骤6,给定误差限ε>0,若满足条件:

uk+1
1 -uk

1
2
L2(Ω)+ uk+1

2 -uk
2

2
L2(Ω)

uk+1
1

2
L2(Ω)+ uk+1

2
2
L2(Ω)

≤ε2,

则得到迭代解(uk+1,ψk+1,λk+1)。

引理4[10] 若序列{sk}满足sk≥0,并且∑
+∞

k=0
sk <+∞,则∏

+∞

k=0

(1+sk)<+∞。

由式(20)和引理4可知ρk 是有界的,并定义符号ρL=inf{ρk}k=∞k=0 。
定理1 由SADMM产生的序列(uk,ψk,λk)满足:

2αρk(uk
1
2
H1(Ω)+ uk

2
2
H1(Ω)

)+ρ2k uk
1-uk

2-ψk+1 2
L2(Ω)≤

(1+sk)2 ρk(uk
1-uk

2)+λk 2
L2(Ω)- ρk+1(uk+1

1 -uk+1
2 )+λk+1 2

L2(Ω)
,

其中:uk
i=uk

i-u*
i ,λk=λk-λ*。

证明 将式(19)代入式(17)、(18),得:

a(uk+1
1 ,v1)=(λk+1,v1)+l1(v1)

a(uk+1
2 ,v2)=-(λk+1,v2)+l2(v2) 

 

。 (21)

结合式(21)与式(3)可得
a(uk+1

1 -u*
1 ,v1)=(λk+1,v1)

a(uk+1
2 -u*

2 ,v2)=-(λk+1,v2) 
 

,取v1=uk+1
1 -u*

1 ,v2=uk+1
2 -u*

2 ,则有:

(λk+1,uk+1
1 )=a(uk+1

1 ,uk+1
1 )≥α uk+1

1
2
H1(Ω)

, (22)

(λk+1,-uk+1
2 )=a(uk+1

2 ,uk+1
2 )≥α uk+1

2
2
H1(Ω)

。 (23)
由式(22)、(23)可得:

(λk+1,uk+1
1 -uk+1

2 )≥α(uk+1
1

2
H1(Ω)+ uk+1

2
2
H1(Ω)

)≥0。 (24)

由于λ*≥0、u*
1 -u*

2 ≥0和(u*
1 -u*

2 ,λ*)=0,因此可以得到以下2个不等式:

0≤ρk(u*
1 -u*

2 ,(λk-ρk(uk
1-uk

2))+-λ*), (25)

0≤(λk-ρk(uk
1-uk

2)-(λk-ρk(uk
1-uk

2))+,(λk-ρk(uk
1-uk

2))+-λ*)。 (26)
将式(25)、(26)相加,并将式(16)代入得:

0≤ρk(u*
1 -u*

2 -ψk+1,λk-ρk(uk
1-uk

2-ψk+1)),
添项减项并整理得:

-ρk(ρk(uk
1-uk

2)+λk,uk
1-uk

2-ψk+1)≤-ρ2k uk
1-uk

2-ψk+1 2
L2(Ω)-ρk(uk

1-uk
2,λk), (27)

根据式(19)添项减项得到:

ρk(uk+1
1 -uk+1

2 )+λk+1=ρk(uk
1-uk

2)+λk-ρk(uk
1-uk

2-ψk+1),
对上式取范数并将式(27)代入得到:

ρk(uk+1
1 -uk+1

2 )+λk+1 2
L2(Ω)= ρk(uk

1-uk
2)+λk-ρk(uk

1-uk
2-ψk+1)2

L2(Ω)=

ρk(uk
1-uk

2)+λk 2
L2(Ω)+ρ

2
k uk

1-uk
2-ψk+1 2

L2(Ω)-2ρk(ρk(uk
1-uk

2)+λk,uk
1-uk

2-ψk+1)≤

ρk(uk
1-uk

2)+λk 2
L2(Ω)-ρ

2
k uk

1-uk
2-ψk+1 2

L2(Ω)-2ρk(uk
1-uk

2,λk), (28)
根据式(20)、(24)可得:

ρk+1(uk+1
1 -uk+1

2 )+λk+1 2
L2(Ω)=ρ

2
k+1 uk+1

1 -uk+1
2

2
L2(Ω)+ λk+1 2

L2(Ω)+2ρk+1(uk+1
1 -uk+1

2 ,λk+1)≤

(1+sk)2ρ2k uk+1
1 -uk+1

2
2
L2(Ω)+(1+sk)2 λk+1 2

L2(Ω)+2ρk(1+sk)2(uk+1
1 -uk+1

2 ,λk+1)=

(1+sk)2 ρk(uk+1
1 -uk+1

2 )+λk+1 2
L2(Ω)

。 (29)
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因为ρ2k uk
1-uk

2-ψk+1 2
L2(Ω)≥0,ρk(uk

1-uk
2,λk)≥0,所以将式(28)代入式(29)可得:

ρk+1(uk+1
1 -uk+1

2 )+λk+1 2
L2(Ω)≤

(1+sk)2 ρk(uk
1-uk

2)+λk 2
L2(Ω)-ρ

2
k uk

1-uk
2-ψk+1 2

L2(Ω)-2ρk(uk
1-uk

2,λk),
则由式(24)有:

2αρk(uk
1

2
H1(Ω)+ uk

2
2
H1(Ω)

)+ρ2k uk
1-uk

2-ψk+1 2≤

(1+sk)2 ρk(uk
1-uk

2)+λk 2- ρk+1(uk+1
1 -uk+1

2 )+λk+1 2。 (30)

综上,SADMM得到的序列(uk,ψk,λk)满足式(30)。 证毕

定理2 由SADMM产生的序列(uk,ψk)收敛到鞍点问题(8)的解(u*,ψ*)∈K×L2(Ω)。
证明 由于2αρk(uk

1
2
H1(Ω)+ uk

2
2
H1(Ω)

)+ρ2k uk
1-uk

2-ψk+1 2
L2(Ω)≥0,则由式(30)得到如下不等式:

ρk+1(uk+1
1 -uk+1

2 )+λk+1 2
L2(Ω)≤(1+sk)2 ρk(uk

1-uk
2)+λk 2

L2(Ω)
。 (31)

令ξk=s2k+2sk=(1+sk)2-1,由引理4可知∏
+∞

k=0
ξk <+∞,∑

+∞

k=0
ξk <+∞,定义Cp =∏

+∞

k=0

(1+ξk),C0=

∑
+∞

k=0
ξk。 由式(31)可知:

ρk+1(uk+1
1 -uk+1

2 )+λk+1 2
L2(Ω)≤(1+sk)2 ρk(uk

1-uk
2)+λk 2

L2(Ω)≤

(1+sk)2(1+sk-1)2 ρk-1(uk-1
1 -uk-1

2 )+λk-1 2
L2(Ω)≤∏

+∞

k=0

(1+ξk)ρ0(u0
1-u0

2)+λ0 2
L2(Ω)=

Cp ρ0(u0
1-u0

2)+λ0 2
L2(Ω)

,
即存在一个常数C>0,使得对任意的k≥0,有

ρk(uk
1-uk

2)+λk 2
L2(Ω)≤C。 (32)

由式(30)可知:

2αρk(uk
1
2
H1(Ω)+ uk

2
2
H1(Ω)

)+ρ2k uk
1-uk

2-ψk+1 2
L2(Ω)≤

(1+ξk)ρk(uk
1-uk

2)+λk 2
L2(Ω)- ρk+1(uk+1

1 -uk+1
2 )+λk+1 2

L2(Ω)=

ρk(uk
1-uk

2)+λk 2
L2(Ω)- ρk+1(uk+1

1 -uk+1
2 )+λk+1 2

L2(Ω)+ξk ρk(uk
1-uk

2)+λk 2
L2(Ω)

。
根据上式及式(32)得:

2αρL∑
+∞

k=0

(uk
1

2
H1(Ω)+ uk

2
2
H1(Ω)

)+ρ2
L∑

+∞

k=0
uk
1-uk

2-ψk+1 2
L2(Ω)≤

ρ0(u0
1-u0

2)+λ0 2
L2(Ω)+C∑

+∞

k=0
ξk ≤C(1+C0)。 (33)

根据式(33)得到2αρL∑
+∞

k=0

(uk
1

2
H1(Ω)+ uk

2
2
H1(Ω)

)≤C(1+C0),因此有lim
k→∞

uk
1
2
H1(Ω)=0,limk→∞

uk
2
2
H1(Ω)=0成

立。由此可得uk
1→u*

1 ,uk
2→u*

2 。

由式(33)可知lim
k→∞

uk
1-uk

2-ψk+1 2
L2(Ω)=0,根据式(9)及引理3可得:

lim
k→∞

ψk+1-ψ*
L2(Ω)=limk→∞

ψk+1-(u*
1 -u*

2 )L2(Ω)=

lim
k→∞

ψk+1-(u*
1 -u*

2 )+(uk
1-uk

2)-(uk
1-uk

2)L2(Ω)≤limk→∞
ψk+1-(uk

1-uk
2)L2(Ω)+limk→∞

uk
1-uk

2 L2(Ω)=0,

因此ψk→ψ*。
综上所述,算法收敛性得证。 证毕

4 罚参数的自适应法则

对于双层弹性膜单侧接触问题,若利用固定罚参数的交替方向乘子法计算,虽然对任何大于0的罚参数都

收敛,但如果罚参数过小或过大都会大大降低算法收敛速度。本文利用自适应交替方向乘子法求解双层弹性膜

单侧接触问题,用变参数ρk 代替固定罚参数[9-14],在算法迭代时自动选取罚参数从而提高算法效率。对定理1
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的证明中,由式(28)可得:

ρk(uk+1
1 -uk+1

2 )+λk+1 2
L2(Ω)≤ ρk(uk

1-uk
2)+λk 2

L2(Ω)
,

利用平衡原理 λk
L2(Ω)

≈ρk uk
1-uk

2 L2(Ω)
,分别用λk+1、uk+1

1 和uk+1
2 替代λ*、u*

1 和u*
2 ,可以得到:

λk+1-λk
L2(Ω)

≈ρk uk+1
1 -uk

1-(uk+1
2 -uk

2)L2(Ω)
。

以上分析为罚参数的自动选择提供了依据,给定一个正常数τ,若:
(1+τ)λk+1-λk

L2(Ω)<ρk uk+1
1 -uk

1-(uk+1
2 -uk

2)L2(Ω)
,

则在下一步迭代中减小ρk;若:

1
1+τλk+1-λk

L2(Ω)>ρk uk+1
1 -uk

1-(uk+1
2 -uk

2)L2(Ω)
,

则在下一步迭代中增加ρk,罚参数ρk+1 的选取方式如下:

ηk=
λk+1-λk

L2(Ω)

ρk uk+1
1 -uk

1-(uk+1
2 -uk

2)L2(Ω)

,ρk+1=

(1+sk)ρk,ηk>1+τ

ρk

1+sk
,ηk<

1
1+τ

ρk,否则

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

。

即序列{ρk}满足式(20),其中{sk}为非负序列,由以下方式生成:

sk=

τ,tk<tk+1 且tk+1≤tmax

1
(tk+1-tmax)2

,tk<tk+1 且tk+1>tmax

0,否则

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

。

利用tk 表示ρk 改变的次数,令t0=0,有tk+1=
tk,

1
1+τ≤ηk≤1+τ

tk+1,否则

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

。对于给定的整数tmax>0,可知非负

序列{sk}满足∑
∞

k=0
sk <+∞。

5 算例分析

本小节针对双层弹性膜单侧接触问题使用线性有限元离散化,利用半光滑牛顿法[15]、ADMM 和SADMM
对算例进行计算,其中 ADMM 的罚参数固定,SADMM 的罚参数在每次迭代中根据迭代函数自动选取,且在

SADMM的罚参数自适应法则中取τ=1,tmax=100。3个算法的误差限ε均取10-5,并在相同初始条件下比较

它们的迭代次数和CPU所用时间(tCPU)。
考虑在单位圆Ω 上满足问题(1)的函数组(u1,u2,λ),其中:

u1(d,θ)=g(2d2-1),0≤d≤1,

u2(d,θ)=

g(2d2-1),0≤d≤
1
2

2
2-1

g(1-d)(2d2-1),
1
2
≤d≤1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

 

,λ(d,θ)=
2g,0≤d≤

1
2

0,
1
2
≤d≤1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

。

在Ω 上使用极坐标(d,θ)表示,其中0≤θ≤2π,g 为给定的正常数。与式(1)中f1 和f2 所对应的式子如下:

f1(d,θ)=
-10g,0≤d≤

1
2

-8g,
1
2
≤d≤1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

,f2(d,θ)=

-6g,0≤d≤
1
2

-
2
2-1

g
1+8d-18d2

d
,1
2
≤d≤1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

 

。

对本算例采用自适应交替方向乘子法求解,取g=0.05,步长h=
1
50
,初始罚参数ρ=103,图1是该条件下

u1-u2 的数值结果图,图2为该条件下自由边界上该算例的数值解与解析解,并且由图2可知本文算法2得到
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的计算结果与解析解一致。

图1 算例数值解模拟图

Fig.1 Numerical
 

solution
 

of
 

the
 

problem

图2 算例自由边界的数值解与解析解

Fig.2 Numerical
 

and
 

analytical
 

solutions
 

on
 

the
 

free
 

boundary
 

of
 

the
 

example

表1列出了半光滑牛顿法、ADMM和SADMM在不同初始罚参数和步长为
1
50

时的CPU运行时间及迭代次

数,其中“—”表示迭代次数大于200,表1表明SADMM 在相同条件下的迭代次数和CPU运行时间明显优于

ADMM,对于半光滑牛顿法,虽然在步长为
1
50

时迭代次数与SADMM 相近,但CPU运行时间与SADMM 相比

过长,对比发现,SADMM更加有效。

表1 3个算法的CPU运行时间及迭代次数

Tab.1 CPU
 

running
 

time
 

and
 

the
 

number
 

of
 

iterations
 

of
 

the
 

three
 

algorithms

罚参数ρ
半光滑牛顿法 ADMM SADMM

tCPU/s 迭代次数 tCPU/s 迭代次数 tCPU/s 迭代次数

10-2 186.901
 

1 41  1.719
 

0 126 0.299
 

6 22

10-1 92.501
 

1 20 >3.086
 

0 — 0.332
 

7 24

1 64.815
 

0 16 >3.337
 

1 — 0.318
 

2 24

10 79.957
 

7 18 >3.424
 

2 — 0.318
 

0 23

102 102.910
 

9 24 >3.638
 

8 — 0.389
 

8 24

103 111.771
 

9 25 >3.755
 

4 — 0.326
 

0 24
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An
 

Alternating
 

Direction
 

Multiplier
 

Method
 

for
 

the
 

Unilateral
 

Contact
 

Between
 

Two
 

Membranes

YUAN
 

Xingyue1,CUI
 

Xiyong2,ZHANG
 

Shougui1

(1.
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Mathematical
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Chongqing
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University,
 

Chongqing
 

401331;
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CISDI
 

Information
 

Technology
 

(Chongqing)
 

Co.,
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Chongqing
 

401120,
 

China)

Abstract:
 

It
 

proposes
 

an
 

alternating
 

direction
 

method
 

of
 

multiplier
 

for
 

approximation
 

solution
 

of
 

the
 

unilateral
 

contact
 

problem
 

of
 

two
 

membranes,
 

with
 

a
 

self-adaptive
 

penalty
 

parameter.
 

By
 

using
 

augmented
 

Lagrange
 

functional
 

with
 

an
 

auxiliary
 

unknown,
 

a
 

saddle-

point
 

problem
 

is
 

introduced
 

to
 

deal
 

with
 

the
 

inequality
 

constrained.
 

Then
 

the
 

alternating
 

direction
 

method
 

of
 

multiplier
 

is
 

applied
 

to
 

the
 

corresponding
 

problem,
 

and
 

each
 

iteration
 

consists
 

of
 

two
 

linear
 

elliptic
 

problems
 

while
 

the
 

auxiliary
 

unknown
 

and
 

the
 

Lagrange
 

multiplier
 

are
 

computed
 

explicitly.
 

A
 

self-adaptive
 

rule
 

based
 

iterative
 

functions
 

is
 

used
 

to
 

automatically
 

adjust
 

the
 

penalty
 

parameter.
 

The
 

convergence
 

of
 

the
 

method
 

is
 

shown
 

and
 

the
 

self-adaptive
 

penalty
 

parameter
 

approximation
 

is
 

given.
 

Finally,
 

the
 

numerical
 

experiments
 

with
 

the
 

finite
 

element
 

discretization
 

are
 

given
 

to
 

illustrate
 

the
 

efficiency
 

of
 

the
 

proposed
 

method.

Keywords:
 

unilateral
 

contact;
 

elastic
 

membranes;
 

finite
 

element;
 

alternating
 

direction
 

multiplier
 

method;
 

self-adaptive
 

penalty
 

parameter
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