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摘要:为了研究主从博弈鲁棒弱Nash平衡的存在性与通有稳定性,首先建立了不确定参数下的主从博弈模型,其中不确

定参数属于一个已知的集合;其次基于不确定参数集,将主从双方的支付都归结为一定的集合,进而运用l型集偏序定义

了该博弈的鲁棒弱Nash平衡并证明了其存在性;最后运用Fort定理证明了当支付函数集合扰动时,大多数主从博弈的

鲁棒弱Nash平衡都是稳定的。提出的主从博弈的鲁棒弱Nash平衡及所得结果都是新的。
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主从博弈最早是由德国经济学家Stackelberg[1]在1952年提出,并在经济学中产生了深远影响,此后越来越

多的学者对主从博弈平衡的存在性与稳定性进行研究。Yu等人[2]通过Kakutani不动点定理证明了两主多从

博弈Nash平衡点的存在性。Pang等人[3]将非合作多主从博弈表示为一个广义Nash平衡问题,进而表示为一

个拟变分不等式并运用一种迭代惩罚方法得到该博弈的平衡解。文献[4]研究了具有垂直信息的两阶段多主从

博弈的平衡选取,其中一个领导者的行动只能被独有跟随者观察到。随后,文献[5]研究了多主多从博弈合作平

衡的存在性和稳定性。2023年,刘珍丽等人[6]将模糊支付引入主从博弈中,首先运用Kakutani不动点定理证明

了n 人非合作模糊博弈Nash平衡的存在性,基于此进一步证明了主从模糊博弈Nash
 

平衡的存在性。同年,文
献[7]定义了具有主从结构的群体博弈的合作平衡并证明了其存在性与通有稳定性。

然而,上述文献均在确定性环境下进行研究。但在实际生活中,环境的不确定性、信息的不完备性等不确定

因素均会影响局中人的决策。因此,不确定性下的博弈问题引起了众多学者的研究兴趣。1994年Zhukovskii
等人[8]结合Nash平衡与弱Pareto有效解,首次提出了n 人非合作博弈的Nash-Slater(NS)平衡概念并证明了

存在性。基于NS平衡,2020年文献[9]定义了含不确定参数的群体博弈的NS平衡,并利用Ky
 

Fan不等式证

明了存在性,进而证明了通有稳定性。在文献[9]讨论的不确定参数下群体博弈模型基础上,2022年王明婷等

人[10]进一步引入成本函数并定义了弱 NS平衡,还证明了存在性和通有稳定性。此外,杨哲等人[11]通过Fan-
Glicksberg不动点定理证明了含不确定参数的多主从博弈的平衡存在性。文献[12]中定义了不确定参数下多主

多从博弈的强(弱)平衡并运用了Kakutani不动点定理证明了这些平衡的存在,并且不同于文献[11]中的博弈模

型,此博弈模型中的不确定参数不仅影响领导者和跟随者的支付函数,还对跟随者的策略集产生影响。Liu等

人[13-14]在模糊参数定义下分别建立单主多从和多主多从博弈的α-FNS平衡概念并证明了存在性。
事实上,不确定参数下的博弈与鲁棒优化有着密不可分的联系。Ben-Tal等人[15]研究了含不确定参数的优

化问题,其中参数的变化范围是确定的,鲁棒可行解或鲁棒最优解与一个确定的优化问题的可行解或最优解对

应。针对优化问题中的不确定性,文献[16]提出了鲁棒严格有效解、鲁棒有效解和鲁棒弱有效解。同时,许多学

者将鲁棒优化运用到博弈论中,定义了不同的鲁棒平衡。例如,Yu等人[17]定义了多目标博弈的鲁棒平衡以及加

权鲁棒平衡,并证明了这些平衡的存在性。基于鲁棒优化的思想,Crespi等人[18]建立了不确定参数下的多目标

n人非合作博弈,并在其中参与人对不确定参数(环境)是厌恶的假设下,引入u 型集序关系,给出该博弈的鲁棒

(弱)Nash平衡概念,并运用Kakutani-Glicksberg-Fan不动点定理证明了此类平衡的存在性。然而大多数情况
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下,博弈参与人通常对不确定参数所对应的博弈环境表现得不同,因此学者们往往还借助于另一种集合序关

系———l型集偏序[16]加以描述,如文献[19]研究了多目标主从博弈的鲁棒弱Nash平衡并证明了此类平衡的存

在性。
受文献[16,18-19]的启发,本文基于鲁棒优化的思想建立不确定参数下的主从博弈,并在l型集偏序下给出

单目标主从博弈的鲁棒弱Nash
 

平衡,进一步探讨它的存在性和支付集扰动时的稳定性。

1 预备知识

记E 为一个拓扑线性空间,
 

C0(E)表示E 中全体非空紧子集的集合。E 中任意2个集合之间的加减法:设

A,B 是E 中的2个非空集合,则:

A+B={a+b|a∈A,b∈B},A-B={a-b|a∈A,b∈B}。
引入如下E 中的集合偏序关系。
定义1[16] K 是E 中一个非空闭凸锥,若对任意A,B⊆C0(E),满足B⊆A+intK,则称A≺KB,且称≺K

为E 中的l型集偏序关系。
注1 若E=R,

 

K=R+,则A≺KB 等价于A 的下确界小于B 的下确界。
接下来介绍关于泛函和集值映射的一些结果。
引理1[20-21] 设X 是Hausdorff拓扑空间,则f:X→R是连续的当且仅当∀c∈R,集合{x∈X:f(x)≥c}

和{x∈X:f(x)≤c}都是X 上的闭集。
定义2[20-21] 若f:X→R满足∀x1,x2∈X,∀λ∈(0,1),有

f(λx1+(1-λ)x2)≥min{f(x1),f(x2)}
成立,则称f 在凸集X 上拟凹。

引理2[20-21] 设X 是一个非空凸集,则f:X→R拟凹当且仅当∀c∈R,{x∈X:f(x)≥c}是凸集。
引理3[20-21] 设X 和Y 是2个Hausdorff拓扑空间,F:X→2Y 是一个集值映射,若Y 是紧空间且F 是闭

的,则F 在X 是上半连续的。
引理4[20-21] 设X 和Y 是2个Hausdorff拓扑空间,f:X→R上半连续,G:Y→2X 在y0 上半连续且G(y0)

是紧集,则M(y)=sup
x∈G(y)

f(x,y)在y0 是上半连续的。

引理5[20-21] 设X 和Y 是2个度量空间,{Am}∞m=1 是一紧集序列,{ym}∞m=1 是Y 中一序列,{φm(x,y)}∞m=1
是X×Y 上一连续函数列,如果Am→A 且A 紧,ym→y∈Y 使 sup

(x,y)∈X×Y
|φm(x,y)-φ(x,y)|→0,其中φ(x,y)

是X×Y 上的连续函数,则max
x∈Am

φm(x,ym)→max
x∈A

φ(x,y)。

进一步,为了探讨平衡的稳定性,需要引入下面2个结果。
引理6[20] 设X 是完备度量空间,则X 必是Baire空间。
引理7[20] (Fort定理)

 

若X 是一个Baire空间,Y 是一个度量空间,集值映射F:X→2Y 是上半连续且紧值

的,则存在X 中的一个稠密剩余集Q,使∀x∈Q,F 在x 是下半连续的。
接下来介绍不确定参数下n 人非合作博弈模型及鲁棒弱Nash平衡的定义与存在性定理[19]。不确定参数

下n 人非合作博弈的一般模型
 

Γ1=<I,X,{fi}i∈I, >如下:

1)
 

局中人集合
 

I={1,2,…,n};

2)
 

不确定参数集  ;

3)
 

策略集X =∏
n

i=1
Xi,其中Xi 是局中人

 

i∈I的策略集;

4)
 

局中人
 

i∈I的支付函数fi:X× →R且fi(x, )={fi(x,u):u∈ }∈C0(R)。
定义3[19] 对于不确定参数下n 人非合作博弈Γ1=<I,X,{fi}i∈I, >,若x*=(x*

i ,x*
-i)∈X 满足∀i∈

I,∃xi∈Xi,使:

fi(x*
i ,x*

-i, )≺R+fi(xi,x*
-i, ),

则称x*∈X 为Γ1 的一个鲁棒弱Nash平衡。
定理1[19] 对博弈

 

Γ1=<I,X,{fi}i∈I, >,∀i∈I,Xi 是Hausdorff拓扑线性空间Ei 中的非空紧凸集,
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是一个非空紧集。若(x,u) fi(x,u)连续且∀(x-i,u)∈X-i× ,xi fi(xi,x-i,u)拟凹,则Γ1 至少存

在一个鲁棒弱Nash平衡。
注2 鲁棒弱Nash平衡(定义3)及存在性定理(定理1)即为文献[19]的定义5和定理5在单目标框架下的

情形。

2 不确定参数下主从博弈鲁棒弱Nash平衡的存在性

首先,本文构建不确定参数下的主从博弈模型
 

Γ2=<N,Z,Y,f,{gi}i∈I, >:

1)
 

一个领导者和n 个跟随者,且跟随者的集合为
 

N={1,2,…,n};

2)
 

不确定参数集  ;

3)
 

领导者的策略集Z,跟随者的策略集Y=∏
n

i=1
Yi,其中Yi 是跟随者

 

i∈N 的策略集;

4)
 

领导者的支付函数f:Z×Y× →R且f(z,y, )={f(z,y,u):u∈ }∈C0(R),跟随者
 

i∈N 的支付函

数gi:Z×Y× →R且gi(z,y, )={gi(z,y,u):u∈ }∈C0(R)。
当领导者选定策略z后,跟随者展开可视为n 人非合作博弈的竞争。如果跟随者的鲁棒弱Nash平衡存在,

则存在y∈Y 使得∀i∈N,∃yi∈Yi,有gi(z,yi,y-i, )≺R+gi(z,yi,y-i, )成立。可以看出跟随者的鲁棒

弱Nash平衡依赖于领导者的策略z与不确定参数集  。由此可以得到一个从领导者的策略集与不确定参数集

到跟随者的鲁棒弱Nash平衡的映射 H,且跟随者的鲁棒弱Nash平衡往往不是一个,因此 H 是一个集值映射。
本文将跟随者的鲁棒弱Nash平衡集记为

 

H(z, )。
对领导者而言,首先他希望无论自己选择任何策略z,跟随者所选择的鲁棒弱Nash平衡都能使他的支付在

集合意义上达到最大,即∀z∈Z,∃y∈H(z, ),使得
 

f(z,y, )≺R+f(z,y, )。本文将所有满足此条件的

f(z,y, )记为v(z, )={v(z,u):u∈ }。其次,领导者还希望自己选择的策略z 能使自己的支付最大化,也
就是说∃z∈Z,v(z, )≺R+v(z, )。由此,定义如下的主从博弈的鲁棒弱Nash平衡。

定义4 若(z,y)∈Z×Y 满足:

1)
 

∃z∈Z 使v(z, )≺R+v(z, );

2)
 

y∈H(z, ),∃y∈H(z, )使f(z,y, )≺R+f(z,y, );
则称(z,y)是博弈Γ2 的一个鲁棒弱Nash平衡。

下面得到了定义4中条件1)
 

成立的一个等价条件。
定理2 定义4中条件1)成立当且仅当

inf
u∈ 

 f(z,y,u)= max
y∈H(z, )

 
inf
u∈ 

 f(z,y,u)=max
z∈Z

max
y∈H(z, )

 
inf
u∈ 

 f(z,y,u)。

证明 必要性。由v(z, )可知,∃y∈H(z, ),f(z,y, )≺R+f(z,y, )。由定义1可知,∃y∈H(z, )
使f(z,y, )⊆f(z,y, )+intR+。进一步,∀y∈H(z, )满足f(z,y, )⊈f(z,y, )+intR+。因此∀y∈
H(z, ),有:

inf
u∈ 

 f(z,y,u)≤inf
u∈U

 f(z,y,u),

进而∀y∈H(z, ),有:

inf
u∈ 

 f(z,y,u)=inf
u∈ 

 
v(z,u)= max

y∈H(z, )
 
inf
u∈ 

 f(z,y,u)。 (1)

又由定义4与∃z∈Z 使v(z, )≺R+v(z, )可知,∃z∈Z 使v(z, )⊆v(z, )+intR+。所以∀z∈Z,
有:

inf
u∈ 

 
v(z,u)≤inf

u∈ 
 
v(z,u)。 (2)

结合式(1),(2),有∀z∈Z:

max
 

y∈H(z, )
 
inf
u∈ 

  f(z,y,u)≤ max
y∈H(z, )

  
inf
u∈ 

 f(z,y,u),

由z的任意性可知:

max
y∈H(z, )

 
inf
u∈ 

 f(z,y,u)=max
z∈Z

 
max

y∈H(z, )
 
inf
u∈ 

 f(z,y,u)。

充分性。假设条件1)不成立,那么∃z0∈Z 使v(z, )≺R+v(z0, )。由定义1可知:
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v(z0, )⊆v(z, )+intR+。
进一步,有:

inf
u∈ 

 
v(z,u)≤inf

u∈ 
 
v(z0,u)。

由式(1)可得,上式即:

max
y∈H(z, )

 
inf
u∈ 

 f(z,y,u)≤ max
y∈H(z0, )

 
inf
u∈ 

 f(z0,y,u),

这与条件矛盾,因此定义4中条件1)成立。 证毕

利用定理2得到Γ2 的鲁棒弱Nash平衡的存在性定理如下。
定理3 对博弈Γ2=<N,Z,Y,f,{gi}i∈I, >,令Z 和  是非空紧集且∀i∈N,Yi 是 Hausdorff线性拓扑

空间中的非空紧凸集。若:

1)
 

(z,y,u) f(z,y,u)连续;

2)
 

(y,u) gi(z,y,u)连续;

3)
 

yi gi(z,yi,y-i,u)拟凹。
则Γ2 至少有一个鲁棒弱Nash平衡。

证明 由定理1可得,
 

H(z, )≠∅。下证 H:Z× →2Y 是上半连续的。由引理3可知,只需证 H 是闭

的,即∀zk∈Z,zk→z*,∀yk∈H(zk, ),k=1,2,…,yk→y*,则y*∈H(z*, )。
因yk∈H(zk, ),所以∀i∈N,∃yi∈Yi,使:

gi(zk,yki
,y-ki

, )≺R+gi(zk,yi,y-ki
, )。

由定义1可知,∀i∈N,∀yi∈Yi,gi(zk,yi,y-ki
, )⊈gi(zk,yki

,y-ki
, )+intR+。所以∀yi∈Yi,有:

inf
u∈ 

 gi(zk,yi,y-ki
,u)≤inf

u∈ 
 gi(zk,yki

,y-ki
,u)。 (3)

由引理1和(y,u) gi(z,y,u)连续可得,y inf
u∈ 

 gi(z,y,u)也是连续的。进而对式(3)取极限有∀yi∈Yi:

inf
u∈ 

 gi(z*,yi,y*
-i,u)≤inf

u∈ 
 gi(z*,y*,y*

-i,u)。 (4)

下证y*∈H(z*, )。采用反证法,假设y*∉H(z*, ),那么∃i0∈N,∃y~i0∈Yi0
使:

gi0
(z*,y*

i0
,y*

-i0
, )≺R+gi0

(z*,y~i0,y
*
-i0
, )。

因此:

inf
u∈ 

 gi0
(z*,y*

i0
,y*

-i0
,u)≤inf

u∈ 
 gi0
(z*,y~i0,y

*
-i0
,u)。

这与式(4)矛盾,所以y*∈H(z*, ),进而 H 是闭的且是上半连续的。

因Yi 是非空紧集,所以Y=∏
n

i=1
Yi 也是非空紧集。由引理1及(z,y,u) f(z,y,u)连续可知,(z,y)

inf
u∈ 

 f(z,y,u)也是连续的。又由引理4可知,max
y∈H(z, )

 
inf
u∈ 

 f(z,y,u)是上半连续的。因Z 是非空紧集,则存在z∈

Z 使:

max
y∈H(z, )

 
inf
u∈ 

 f(z,y,u)=max
z∈Z

max
y∈H(z, )

 
inf
u∈ 

 f(z,y,u)。

令y∈H(z, )且inf
u∈ 

 f(z,y,u)= max
y∈H(z, )

 
inf
u∈ 

 f(z,y,u)。利用反证法易证y 满足定义4的条件2),因此

(z,y)是博弈Γ2 的鲁棒弱Nash平衡。 证毕

例1 考虑如下的单主两从博弈:领导者的策略集Z=[0,1],跟随者集合与策略集分别为 N={1,2},Y1=
Y2=[0,1],不确定参数集U=[0,1]。领导者的支付函数为f(z,y,u)=z-y1-y2+u,跟随者i∈N 的支付函

数为gi(z,y,u)=
z+2yi+uy-i,0≤yi<

1
2

z+uy-i+1,
1
2≤yi≤1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

 

。显然此博弈满足定理3的所有条件,即至少存在一个鲁棒弱

Nash平衡。
设(z,y)=(z,y1,y2)是此博弈的一个鲁棒弱Nash平衡,则满足定义4。令i=1,则无论领导者选择任意

策略z,都存在跟随者的策略y=(y1,y2)满足∃y1'∈Y1 使得g1(z,y1,y2, )≺R+g1(z,y1',y2, )。那么

∀y1'∈Y1,inf
u∈ 

 g1(z,y1,y2,u)≥inf
u∈ 

 g1(z,y1',y2,u)。
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易知inf
u∈ 

 g1(z,y1,y2,u)=
z+2y1,

 

0≤y1<
1
2

z+1,
 1
2≤y1<1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

 

。进而可知,max
y1∈Y1

 

inf
u∈ 

 g1(z,y1,y2,u)的最优解y1∈

1
2
,1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 。同理可得max
y2∈Y2

 inf
u∈ 

 g2(z,y1,y2,u)的最优解y2∈
1
2
,1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 。所以∀z∈Z,H(z, )= 1
2
,1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 × 1
2
,1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 。

由定义4的2)可知,y 满足使∃y∈H(z, ),那么∀y∈H(z, ),inf
u∈ 

 f(z,y,u)≥inf
u∈ 

 f(z,y,u)。又因为

inf
u∈ 

 f(z,y,u)=z-1,所以max
z∈Z

max
y∈H(z, )

inf
u∈ 

 f(z,y,u)的最优解z=1。

综上,(z,y)=(z,y1,y2)= 1,
1
2
,1
2  ∈Z×Y 是此博弈的一个鲁棒弱Nash平衡。

特别指出,本例中的鲁棒弱Nash平衡与文献[11]中关于不确定参数下的主从博弈平衡是不同的。

3 不确定参数下主从博弈鲁棒弱Nash平衡的通有稳定性

在本节中假设Z 和U 都是非空紧集,Yi 是Hausdorff局部凸拓扑线性空间Ei 中的非空紧凸集。因跟随者

的支付函数集合扰动会导致鲁棒弱Nash平衡映射 H 的扰动,故本节只考虑 H 扰动,那么定义如下的问题集:

Λ={λ=(f(z,y, ),H(z, )):(z,y,u) f(z,y,u)连续;H(z, )在Z× 上连续;

∀z∈Z,H(z, )非空}。
在Λ 上定义如下距离:∀λ1=(f1(z,y, ),H1(z, )),λ2=(f2(z,y, ),H2(z, ))∈Λ,有:

ρ(λ1,λ2)= sup
(z,y)∈Z×Y

h1(f1(z,y, ),f2(z,y, ))+sup
z∈Z

 
h2(H1(z, ),H2(z, )),

其中h1,h2 分别是R,Y 中的Hausdorff距离。显然,(Λ,ρ)是完备度量空间。
由任一λ=(f(z,y, ),H(z, ))∈Λ 可以确定一个不确定参数下的主从博弈Γ2,下文用博弈λ 表示对应

的博弈,用N(λ)表示博弈λ的所有鲁棒弱Nash平衡的集合,由此可以定义一个集值映射N:Λ→2Z×Y。由定理

3可知,N(λ)≠∅。接下来探讨N(λ)的连续性及紧性。
定理4 N:Λ→2Z×Y 上半连续且紧值。
证明 因Z×Y 是非空紧集,由引理3可知,只需证N 是闭的即可,即取

∀{λm=(fm(z,y, ),Hm(z, ))}∞m=1⊆Λ,λm→λ=(f(z,y, ),H(z, ))∈Λ(m→∞),

∀(zm,ym)∈N(λm),(zm,ym)→(z,y),(z,y)∈N(λ)。
因ρ(λm,λ)→0(m→∞),则h1(fm(z,y, ),f(z,y, ))→0,h2(Hm(z, ),H(z, ))→0。结合 H(z, )

在Z 上连续且zm→z可知,Hm(zm, )→
h2

H(zm, )且 H(zm, )→
h2

H(z, ),进而 Hm(zm, )→
h2

H(z, )。又因

ym→y 且ym∈Hm(zm, ),所以y∈H(z, )。
由h1(fm(z,y, ),f(z,y, ))→0可知,对fm(z,y, )中的元素inf

u∈ 
 fm(z,y,u),∃f(z,y,u1)∈f(z,y, ),

使得inf
u∈ 

 fm(z,y,u)→f(z,y,u1)。假设f(z,y,u1)≠inf
u∈ 

 f(z,y,u),那么f(z,y,u1)>inf
u∈ 

 f(z,
 

y,u)。又因

h1(fm(z,y, ),f(z,y, ))→0且fm(z,y, )是非空紧集,所以∃fm(z,y,u2)∈fm(z,y, ),有

fm(z,y,u2)→inf
u∈ 

 f(z,y,u),fm(z,y,u2)>inf
u∈ 

 fm(z,y,u)

成立。进一步,对此式取极限有inf
u∈ 

 f(z,y,u)≥f(z,y,u1),显然矛盾。因此f(z,y,u1)=inf
u∈ 

 f(z,y,u),即:

inf
u∈ 

 fm(z,y,u)→inf
u∈ 

 f(z,y,u)(m→∞)。

由引理1和fm(z,y,u)的连续性可知,(z,y) inf
u∈ 

 fm(z,y,u)也是连续的。又因(zm,ym)→(z,y),所以

inf
u∈ 

 fm(zm,ym,u)→inf
u∈ 

 fm(z,y,u)。同理可得,inf
u∈ 

 f(zm,ym,u)→inf
u∈ 

 f(z,y,u)。

进一步,

inf
u∈ 

 fm(zm,ym,u)-inf
u∈ 

 f(z,y,u)≤

inf
u∈ 

 fm(zm,ym,u)-inf
u∈ 

 f(zm,ym,u)+ inf
u∈ 

 f(zm,ym,u)-inf
u∈ 

 f(z,y,u)→0(m→∞)。

因此,inf
u∈ 

 fm(zm,ym,u)→inf
u∈ 

 f(z,y,u)(m→∞)。进一步,结合引理5和 Hm(zm, ),H(z, )都是紧集,有:
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max
y∈Hm(zm, )

 

inf
u∈ 

 fm(zm,y,u)→ max
y∈H(z, )

 
inf
u∈ 

 f(z,y,u)。

进而有:

max
z∈Z

max
y∈Hm(z, )

 

inf
u∈ 

 fm(z,y,u)→max
z∈Z

max
y∈H(z, )

 
inf
u∈ 

 f(z,y,u)。

因(zm,ym)∈N(λm),由定义4可知,1)
 

∃z∈Z 使vm(zm, )≺R+v
m(z, ),2)ym∈Hm(zm, ),∃y∈

Hm(zm, )使fm(zm,ym, )≺R+f
m(zm,y, )。由定义4与1)可知,∃z∈Z 使vm(z, )⊆vm(zm, )+

intR+,所以∀z∈Z,有:

vm(z, )⊈vm(zm, )+intR+。

因此∀z∈Z,inf
u∈ 

 
vm(zm,u)≥inf

u∈ 
 
vm(z,u)。因z是任意的,所以有inf

u∈ 
 
vm(zm,u)=max

z∈Z
inf
u∈ 

 
vm(z,u)成立。

由定理2可知,上式等价于:

inf
u∈ 

 fm(zm,ym,u)=max
z∈Z

max
y∈Hm(z, )

 

inf
u∈ 

 fm(z,y,u)。 (5)

对式(5)取极限有:

inf
u∈ 

 f(z,y,u)=max
z∈Z

max
y∈H(z, )

 
inf
u∈ 

 f(z,y,u)。 (6)

由定义4的条件2)可知,∀y∈Hm(zm, ),inf
u∈ 

 fm(zm,ym,u)≥inf
u∈ 

 fm(zm,y,u),即:

inf
u∈ 

 fm(zm,ym,u)= max
y∈Hm(zm, )

 

inf
u∈ 

 fm(zm,y,u)。

两边同时取极限有:

inf
u∈ 

 f(z,y,u)= max
y∈H(z, )

 
inf
u∈ 

 f(z,y,u)。 (7)

假设(z,y)∉N(λ),由定义4可知,(z,y)至少满足以下条件之一:

1)
 

∃z'∈Z 使v(z, )≺R+v(z', );

2)
 

∃y'∈H(z, )使f(z,y, )≺R+f(z,y', )。
由1)与定义1可知,inf

u∈ 
 f(z,y,u)<inf

u∈ 
 f(z',y,u),这与式(6)矛盾。由2)与定义1可知,inf

u∈ 
 f(z,y,u)<

inf
u∈ 

 f(z,y',u),这与式(7)矛盾。

综上,(z,y)满足定义4,所以(z,y)∈N(λ)。进而,N 是上半连续且紧值的。 证毕

接着引入本质平衡及本质博弈的定义。
定义5[20] 1)

 

∀λ∈Λ,若对(z,y)∈N(λ)的任意开邻域O(z,y),存在λ 的开邻域O(λ),使∀λ'∈O(λ),

∃(z',y')∈N(λ),成立(z',y')∈O(z,y),则称(z,y)为博弈λ的本质平衡;

2)
 

若∀(z,y)∈N(λ),(z,y)都是博弈λ的本质平衡,则称博弈λ是本质的。
通过定义5与定理

 

4,可以得到如下关于鲁棒弱Nash平衡的稳定性。
定理5 博弈λ∈Λ 是本质的当且仅当集值映射N:Λ→2Z×Y 在λ是下半连续的。
证明 充分性。

 

∀λ∈Λ,∀(z,y)∈N(λ),对(z,y)的任意一个开邻域O(z,y),N(λ)∩O(z,y)≠∅。又

因为N 是下半连续的,则存在λ的一个开邻域,使得∀λ'∈O(λ),有N(λ')∩O(z,y)≠∅。取(z',y')∈N(λ')∩
O(z,y),则(z',y')∈N(λ)且(z',y')∈O(z,y)。由定义5的条件1)知,(z,y)是本质平衡点,进而博弈λ是本

质的。
必要性。

 

因λ∈Λ,对Z×Y 中任意满足条件G∩N(λ)≠∅的开集G,取(z,y)∈G∩N(λ),则G 是(z,y)的
开邻域。又因博弈λ是本质的,由定义5的条件2)知,(z,y)∈N(λ)是本质平衡点,即存在λ的开邻域O(λ),使
得∀λ'∈O(λ),有(z',y')∈N(λ')且(z',y')∈G。因此G∩N(λ')≠∅,进而N 是下半连续的。 证毕

定理6 若∀i∈I,Ei 都是线性赋范空间,则存在Λ 中一个稠密剩余集Q,使∀λ∈Q,博弈λ是本质的。
证明 因Λ 是一个完备度量空间,由引理6可知Λ 是一个Baire空间。又因Z×Y 是一个度量空间且N 是

一个上半连续且紧值的集值映射,由引理7(Fort定理)可知,存在Λ 中一个稠密剩余集Q,使∀λ∈Q,N 在λ是

下半连续的,进而由定理5知博弈λ是本质的。 证毕

此定理说明,在Baire分类意义下,大多数博弈λ∈Λ 都是本质的。换言之,博弈λ 是问题空间Λ 上的通有

性质,即当支付函数集合发生轻微扰动时,大多数不确定参数下的主从博弈的鲁棒弱Nash平衡都是稳定的。
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4 总结

首先,本文建立了不确定参数下主从博弈模型,基于鲁棒优化的思想,并定义了l型集偏序下该博弈的鲁棒

弱Nash平衡。其次,本文证明了该平衡的存在性,同时还举例(例1)说明了鲁棒弱Nash平衡存在性定理的可

行性。最后,运用Fort定理证明了当支付函数集合扰动时,大多数不确定参数下主从博弈的鲁棒弱Nash平衡

都是稳定的,即在Baire分类意义下,大多数不确定参数下主从博弈都是本质的。今后,将进一步研究不确定性

下主从博弈的有限理性模型以及该模型的鲁棒弱Nash平衡的良定性。
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Abstract:
 

The
 

existence
 

and
 

generic
 

stability
 

of
 

robust
 

weak
 

Nash
 

equilibria
 

for
 

leader-follower
 

games
 

are
 

studied.
 

Firstly,
 

a
 

leader-
follower

 

game
 

model
 

with
 

uncertainty
 

is
 

established,
 

where
 

all
 

uncertain
 

parameters
 

belong
 

to
 

a
 

known
 

set.
 

Secondly,
 

based
 

on
 

the
 

uncertain
 

parameter
 

set,
 

the
 

payoffs
 

of
 

both
 

the
 

leader
 

and
 

the
 

followers
 

are
 

reduced
 

to
 

a
 

certain
 

set.
 

Furthermore,
 

a
 

robust
 

weak
 

Nash
 

equilibrium
 

for
 

this
 

game
 

is
 

defined
 

under
 

l-type
 

set
 

relation
 

and
 

its
 

existence
 

is
 

further
 

proved.
 

Finally,
 

most
 

of
 

those
 

equilibria
 

for
 

such
 

games
 

are
 

generically
 

stable
 

under
 

perturbations
 

of
 

payoff
 

function
 

sets.
 

The
 

above
 

existence
 

and
 

stability
 

of
 

robust
 

weak
 

Nash
 

equilibria
 

are
 

up
 

to
 

date.
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