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摘要:针对具有逐段连续系数的脉冲Lasota-Wazewska模型,研究模型的系数为逐段连续概周期的情况下,模型的解的性

质变化。利用压缩不动点定理,证明逐段连续概周期解的存在性。研究表明,模型的解的连续性主要受到脉冲项的影响,
而逐段概周期的性质同时受到系数的逐段概周期性与脉冲项的概周期性的影响。
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1976年,Lasota-Wazewska模型在文献[1]中被提出来,该模型的提出主要是为了研究红细胞的数量:
x'(t)=-αx(t)+βe-γx

(t-h),
其中:x(t)表示循环系统中血红细胞的数量,α表示单位时间内血红细胞被破坏的数量,β>0是常数表示对氧气

的需求,γ>0描述肌体造血系统的兴奋度,h 是血液系统的延迟时间。由于模型受环境的影响,α,β,γ 受时间变

化的影响模型变为:
x'(t)=-α(t)x(t)+β(t)e-γ

(t)x(t-h),
其中:α(t),β(t),γ(t)∈C(R)。若环境变化中存在脉冲影响,脉冲Lasota-Wazewska模型进入学者们的视野:

x'(t)=-α(t)x(t)+∑
m

j=1
βj(t)e

-γj
(t)x(t-h),t≠tk,

Δx(tk)=x(tk +0)-x(tk -0)=αkx(tk)+νk,t=tk, (1)

其中:α(t),β(t),γ(t)为连续函数,脉冲因素影响了模型的结构。针对具有连续系数的脉冲Lasota-Wazewska
模型以及相关的推广模型,数学工作者们已经做了大量的工作[2-23]。进一步考虑,如果模型中的参数α(t),β(t),
γ(t)为逐段连续函数,即环境中的脉冲因素影响了函数的连续性,例如受到疾病、药物刺激等的影响不仅会导致

延迟的出现,还会导致α(t),β(t),γ(t)出现脉冲。疾病的发生会导致红细胞被破坏的数量突然的增加,肌体造

血兴奋度突然变大。针对系数中脉冲导致模型的性质变化这一问题,文献[17-18]分别研究了具有逐段系数的

Lasota-Wazewska模型的逐段概周期解与逐段伪概周期解;文献[24-25]分别研究了随机Lasota-Wazewska模型

的均方概周期解与具有正负系数的Lasota-Wazewska模型的振荡性。本文针对具有逐段连续系数的脉冲

Lasota-Wazewska模型(1),研究逐段连续系数的逐段概周期性对于模型的解概周期性的影响。

1 准备工作

在本文中令Z为整数全体,T={ti,i∈Z}为实序列,使得σ=inf
i∈Z
(ti+1-ti)>0,κ=sup

i∈Z
(ti+1-ti)。令有界逐

段连续函数空间PCT(R,R+)={φ:R→R+ φ
 

为连续的,t≠ti,i∈Z且φ(ti)=φ-(ti),i∈Z}。做出下面的

假设:
(C1)

 

α,βj,γj∈PCT(R,R+),j=1,2,…,m 是逐段伪概周期函数;
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(C2)
 

序列{αk}是伪概周期序列且-1≤αk≤0;
(C3)

 

序列{tj
k},k∈Z,j=0,±1,±2,…是一致概周期序列;

(C4)
 

序列{vk,k∈Z}是伪概周期的;
(C5)

 

存在正常数K2>K1>0使得:

K1 <
1-e-α+σ  

α+ ∑
m

j=1
β-

je
-γ+

jK2 -
sup
k∈Z

vk

1-e-α-κ
,∑

m

j=1
β+

j ≤α- K2-
sup
k∈Z

vk

1-e-α-κ  。
考虑线性系统:

x'(t)=-α(t)x(t),t∈R,t≠tk,

Δx(tk)=αkx(tk),k∈Z。 
 

(2)

得到下面的柯西矩阵(一维的情况):

W(t,s)=
e

-∫tsα(θ)dθ,tk-1 <s≤t≤tk,

∏
k

j=m

(1+αj)e
-∫tsα(θ)dθ,tm-1 <s≤tm ≤tk <t≤tk+1。 

 

系统(2)的解为x(t;t0,x0)=W(t,t0)x0 的形式,t0,x0∈R。
令Wap(t,s)是W(t,s)中的概周期函数表示的部分:

Wap(t,s)=
e

-∫tsααp(θ)dθ,tk-1 <s≤t≤tk,

∏
k

j=m

(1+αap
j )e

-∫tsαap(θ)dθ,tm-1 <s≤tm ≤tk <t≤tk+1。 
 

其中:αap∈APT(R),αap
j ∈APS(Z),APT(R)是逐段连续概周期函数,APS(Z)是概周期序列。

下面的引理可以从文献[17]的引理1.7得到。
引理1[17] 令u∈APT(R)。对于ε>0,存在ε1∈(0,ε),相对稠的Ω⊂R和Q⊂Z使得对于τ∈Ω,q∈Q,

t∈R,其中 t-ti >ε,i∈Z且k∈Z,下面的结论成立:

1)
 

ρ(t+τ)-ρ(t)<ε,其中ρ=αap,u,βap
j ,γap

j ,ηap
j ∈APT(R),j=1,2,…,m;

2)
 

αap
k+q-αap

k <ε,vap
k+q-vap

k <ε;

3)
 

tq
k-τ <ε1。

引理2[18] 对于t≥s∈R,有0<W(t,s)≤e-α
-(t-s),进一步,对于ε>0,令Ω 是如同引理1中的定义,存在

常数λ>0,使得对于τ∈Ω,t-tk >ε,s-tk >ε,k∈Z,有 Wap(t+τ,s+τ)-Wap(t,s)≤λεe-α
-(t-s)/2。

引理3[18] 对于t≥s∈R,有lim
r→+∞

1
2r∫

r

-r∫
t

-∞
W(t,s)-Wap(t,s)dsdt=0。

引理4 令u(t)≥0,t∈R,u∈PAPT(R),F(t)=∫
t

-∞
W(t,s)∑

m

j=1
βj(s)e

-γj
(s)u(s-h)

ds,其中PAPT(R)是逐段

连续伪概周期函数,则:
F(t)∈PAPT(R)。

证明 因为βj,γj,ηj∈PAPT(R),j=1,2,…,m,则可做如下的分解:
F(t)∶=F1(t)+F(t)-F1(t),

其中:

F1(t)=
△∫

t

-∞
Wap(t,s)∑

m

j=1
βap

j (s)e
(-γap

j
(s)uap(s-h))

ds,αap,βap
j ,γap

j ∈APT(R),j=1,2,…,m。

第1步,证明F1(t)∈APT(R)。容易验证F1(t)是一致收敛的。对于任意的ε>0,uap∈APT(R),存在δ>0
使得对于i∈Z,t'-t″ <δ且t',t″∈(ti-1,ti],那么有 uap(t')-uap(t″)<ε。对于ε1>0,存在Ω1∈R使得

对于τ∈Ω1,t-ti >ε1,uap(t+τ)-uap(t)<ε1。
令ε2<min{ε1,δ,ε},存在Ω∈R使得当τ∈Ω 时,对于所有的

t+τ-h-ti >2ε2,t-ti >ε2,uap(t+τ-h)-uap(t-h)<ε2,

对于ε>0,存在η>σ使得e-ησ
-
<ε。令N= η

σ
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +1。对于t∈R假设:
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T∩[t-η,t]={r1,r2,…,rp},T∩[t-h-η,t-h]={r'1,r'2,…,r'p'},

(T-h)∩[t-η,t]={r̂'1,r̂'2,…,r̂'q},(T-h)∩[t-h-η,t-h]={r̂'1,r̂'2,…,r̂'q'},
其中:j=1,2,…,m,p,p',q,q'≤N,T-h={tk-h}k∈Z,h∈R。令:

At=∪
p

k=1
 
rk -

ε
8N
,rk +

ε
8N

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ∪
p'

k=1
  
r'k -

ε
8N
,r'k +

ε
8N

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ∪
q

k=1
 
r̂k -

ε
8N
,r̂k +

ε
8N

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ∪
 q'

k=1
r̂'k -

ε
8N
,r̂'k +

ε
8N

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,

测度mAt≤ε。对于
ε
8N
,存在Ω∈R使得对于τ∈Ω,有:

φ(s+τ)-φ(s)<
ε
8N
,φ=αap,βap

j ,γap
j ,j=1,2,…,m,

uap(s+τ-h)-uap(s-h)<
ε
8N
,Wap(t+τ,s+τ)-Wap(t,s)≤

λε
8N
,

其中:t-ti >ε,s∈R\At。定义φj(s)=e
-γap

j
(s)uap(s-h),j=1,2,…,m。由假设-γap

j >0以及uap>0,可得下

式成立:

φj(s+τ)-φj(s)= e
-γap

j
(s)uaP(s+τ-h)

-e
-γap

j
(s)uap(s-h)

≤ e
-(γap

j
(s+τ)uaP(s+τ-h)-γap

j
(s)uap(s-h))

-1 ≤
γap

j (s+τ)uap(s+τ-h)-γap
j (s)uap(s-h),

注意到 Wap (t,s),φj(s)∈(0,1],那 么 对 于τ∈Ω,t-ti >ε,i∈Z,s∈[t-η,t]\At,令l(s)=

∑
m

j=1
βap

j (s)φj(s),则:

l(s+τ)-l(s)= ∑
m

j=1
βap

j (s+τ)φj(s+τ)-∑
m

j=1
βap

j (s)φj(s)≤∑
m

j=1
βap

j (s+τ)-βap
j (s)+

∑
m

j=1
βap

j

 

[uap γap
j (s+τ)-γap

j (s)+ γap
j uap(s+τ-h)-uap(s-h)]≤

∑
m

j=1
βap

j uap + γap
j  +1  ε

8N
。

进一步可得:

Wap(t+τ,s+τ)l(s+τ)-Wap(t,s)l(s)≤

∑
m

j=1
βap

j Wap(t+τ,s+τ)-Wap(t,s)+ ∑
m

j=1
βap

j (uap + γap
j )+1  ≤

∑
m

j=1
βap

j (λ+ uap + γap
j )+1  ε

8N
,

所以有:

∫
t

t-η
Wap(t+τ,s+τ)l(s+τ)-Wap(t,s)l(s)ds≤

∫[t-η,t]∩At
∑
m

j=1
βap

j ds+∫[t-η,t]\At
∑
m

j=1
βap

j (λ+ uap + γap
j )+1  ε

8Nds≤

∑
m

j=1
βap

j +
∑
m

j=1
βap

j (λ+ uap + γap
j )+1  η

8N
 

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ε=

△ Mε。

因此,对于t∈Ω,t-ti >ε,有:

F1(t+τ)-F1(t)≤∫
t

-∞
Wap(t+τ,s+τ)∑

m

j=1
βap

j (s+τ)φj(s+τ)-Wap(t,s)∑
m

j=1
βap

j (s)φj(s)ds≤

∫
t-η

-∞∑
m

j=1
βap

j e-α-(t-s)ds+Mε≤ ∑
m

j=1
βap

j +M  ε。
也就是说F1(t)∈APT(R)。

第2步,记PPAP0T 是函数的逐段遍历空间,PPAP0T(R)= f∈PCT(R):lim
s→∞

1
2s∫

s

-s
f(t)dt=0  。 证明
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F(t)-F1(t)∈PPAP0T(R)。当

α,βj,γj∈PPAPT(R),j=1,2,…,mαap,βap
j ,γap

j ∈APT(R),j=1,2,…,m,

F(t)-F1(t)=∫
t

-∞
W(t,s)∑

m

j=1
βj(s)e

-γj
(s)u(s-h)

ds-∫
t

-∞
Wap(t,s)∑

m

j=1
βap

j (s)e
-γaP

j
(s)uaP(s-h)

ds ≤

∫
t

-∞
W(t,s)-WaP(t,s)∑

m

1=1
βj ds+∫

t

-∞
e-a-(t-s)∑

m

1=1
βj(s)-βm

j(s)ds+

∫
t

-∞
e-α-(t-s)∑

m

j=1
βj [Mu γj(s)-γap

j (s)+ γj u(s-h)-uαp(s-h)]ds,

其中:Mu=sup
t∈R

u(t)。

通过引理1~引理3,对于ε>0,存在r0 使得对于所有的r>r0,有:

1
2r∫

r

-r∫
t

-∞
W(t,s)-Wap(t,s)dsdt≤

ε

4∑
m

j=1
βj

,1
2r∫

r

-r
βj(s)-βap

j (s)ds≤
a-ε
4m

,

1
2r∫

r

-r
γj(s)-γap

j (s)ds≤
a-ε

4Mu∑
m

j=1
βj

,1
2r∫

r

-r
u(s-h)-uap(s-h)ds≤

a-ε

4∑
m

j=1
βj γj

。

利用控制收敛定理可得:

1
2r∫

r

-r
F(t)-F1(t)dt≤

ε
4+

α-ε
4 +α-

Mu∑
m

j=1
βj ε

4Mu∑
m

j=1
βj

+
∑
m

j=1
βj γj ε

4∑
m

j=1
βj γj

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁􀪁

􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁∫

t

-∞
e-α-(t-s)dsdt=ε,

也即F∈PPAPT(R)。 证毕

2 主要结论

定理1 假设K >0,∑
m

j=1
β+

jγ+
j <α-。 方程(1)有唯一的正解u∈PAPT(R)使得0<u(t)≤K,t∈R。

证明 令K1≤K2 为正常数,使得  ={u∈PAPT(R):K1≤u(t)≤K2,t∈R}。对于u∈ ,定义:

Γu(t)=∫
t

-∞
W(t,s)∑

m

j=1
βj(s)e

-γj
(s)u(s-h)

ds+∑
tk<t

W(t,tk)vk =Γ1u(t)+Γ2u(t)。

第1步,通过引理2和假设可以得到:

Γu(t)≤∫
t

-∞
e-α-(t-s)∑

m

j-1
β+

jds+∑
tk<t
e

-α-(t-tk)vk ≤
∑
m

j=1
β+

j

α- +
sup
k∈Z

 
vk

1-e-σα- ≤K2。

如果t∈(tn,tn+1],对于n∈Z,利用W 的定义,有:

∫
t

-∞
W(t,s)ds=∫

t

tn
+ ∑

n

k= -∞∫
tk

tk1
  W(t,s)ds≥∫

t

tn
e-α+(t-s)ds+ ∑

n

k= -∞∫
tk

tk1
Me-α+(t-s)ds=

1-e
-a+(1-tn)

α+ + ∑
n

k= -∞
Me

-α+(t-tk](1-e
-a+(tk-tk-1

))
α+ ≥

1-e-a+σ

α+
1+

1
(1-(1+α)e-α+κ)  ≥1-e-α+σ

α+
,

其中:M =∏
n

j=k

(1+aj),α=
 

inf
j∈Z

 
aj。 由假设(C5)可得:

Γu(t)≥∑
m

j=1
β-

je
-γ+

jK2∫
t

-∞
W(t,s)ds-∑

tk<t
e

-α-(t-tk)sup
k∈Z

 
vk ≥

1-e-a-σ

α+ ∑
m

j=1
β-

je
-γ+

jK2 -
sup
k∈Z

 
vk

1-e-σα- =
 △K1。

可以得到K1≤Γu(t)≤K2。
第2步,证明Γu∈ ,则需要证明Γu(t)∈PAPT(R)。通过引理4,可以得到Γ1u(t)∈PPAPT(R),下面只

需要证明Γ2u(t)∈PAPT(R)。
事实上,对于任意的ε>0,令τ∈Ω,q∈Q。对于t∈R,t-ti >ε,且tk∈T,tk<t,如果对于某些p≥k,
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[tk,t]∩T={tk,tk+1,…,tp}那么p-k≤(t-tk)/σ。由引理1容易得到:
[tk+q,t+τ]∩T={tk+q,tk+q+1,…,tp+q}

且

|αap(θ+τ)-αap(θ)|<ε,|αap
i+q-αap

i ∣<ε,vap
i+q-vap

i <ε,tk+q-tk-τ <ε。

对于θ∈R,θ-tj >ε,i,j∈Z,定义Γ21u(t)=∑
tk<t

Wap(t,tk)vap
k ,分解Γ2u(t)可得:

Γ2u(t)=Γ21u(t)+(Γ2u(t)-Γ21u(t))。
利用文献[17]中引理3.1,容易看出:

Γ21u(t+τ)-Γ21u(t)= ∑
tk<t

(Wap(t+τ,tk+q)vap
k+q -Wap(t,tk)vap

k )≤ε。

下面证明Γ2u(t)-Γ21u(t)∈PAP0T(R)。从Γ2u(t)以及Γ21u(t)的定义,可以看出:

Γ2u(t)-Γ21u(t)≤ ∑
tk<t

(W(t,tk)vk -Wap(t,tk)vap
k )≤

∑
tk<t

W(t,tk)-Wap(t,tk) vk +∑
tk<t

Wap(t,tk)vk -vap
k ≤

Mv∑
tk<t
∑

tk<ti<t
αe

i e
-α-(t-ti)+∑

tk<t
Wap(t,tk) vk -vap

k ≤Mv
1

1-e-α-σ∑ti<t
αe

i e
-α-(t-ti)+∑

tk<t
e

-α-(t-tk)ve
k ,

其中:Mv=sup
k∈Z

vk 。

设PAPS0(Z)是遍历序列,PAPS0(Z)= xn∈l∞(Z):lim
n→∞

1
2n∑

n

k= -n
xn =0  。 因为αei,ve

i∈PAPS0(Z)可以

得到:

∑
ti<t

αe
i e

-α-(t-ti)∈PAP0T(R),∑
ti<t

ve
i e

-α-(t-ti)∈PAP0T(R),

容易证明lim
r→∞

1
2r∫

r

-r
Γ2u(t)-Γ21u(t)dt=0,这就意味着Γ(u)∈PAPT(R)。

第3步,对于u,v∈ ,有 Γu(t)-Γv(t)≤
∑
m

j=1
β+

jγ+
j

α- u-v 。 利用条件∑
m

j=1
β+

jγ+
j <α-,可以看出Γ 有

唯一的不动点u∈ 。即u 是模型(1)满足条件0<u≤K2 的伪概周期解。 证毕

注 从引理4和定理1的证明可以看出,系数的逐段连续性质不会影响函数的F(t)的连续性。解的逐段连

续性主要是由求和部分的逐段连续影响的。系数的逐段概周期性与脉冲部分的概周期性共同影响了解的逐段

概周期性质。对于逐段概周期系数的方程x'(t)= -α(t)x(t)+∑
m

j=1
βj(t)e

-γj(t)x(t-h)的解是连续的逐段概周期的。
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Pseudo
 

Almost
 

Periodic
 

Solution
 

of
 

the
 

Lasota-Wazewska
 

Model
 

with
 

a
 

Piecewise
 

Continuous
 

Coefficient
 

of
 

Constant
 

Delay

SONG
 

Na,
 

XIA
 

Zhengde
(Department

 

of
 

Mathematics,
 

North
 

University
 

of
 

China,
 

Taiyuan
 

030051,
 

China)

Abstract:
 

For
 

a
 

impulsive
 

Lasota-Wazewska
 

model
 

with
 

a
 

piecewise
 

continuous
 

coefficient,
 

it
 

studies
 

the
 

change
 

of
 

the
 

properties
 

of
 

the
 

model’s
 

solution
 

when
 

the
 

coefficients
 

of
 

the
 

model
 

are
 

piecewise
 

continuous
 

almost
 

period.
 

Using
 

fixed
 

point
 

theorem,
 

it
 

is
 

proved
 

that
 

the
 

existence
 

of
 

the
 

piecewise
 

almost
 

periodic
 

solutions.
 

Studies
 

have
 

shown
 

that
 

the
 

continuity
 

of
 

the
 

solution
 

of
 

the
 

model
 

is
 

mainly
 

affected
 

by
 

the
 

impulsive
 

term
 

and
 

the
 

piecewise
 

almost
 

period
 

is
 

affected
 

by
 

both
 

the
 

piecewise
 

almost
 

periodicity
 

of
 

the
 

coefficients
 

and
 

the
 

almost
 

periodicity
 

of
 

the
 

impulsive
 

term.
Keywords:

 

pseudo
 

almost
 

periodic;
 

piecewise
 

continuous
 

coefficient;
 

impulsive
 

model
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