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摘要:对一类 Holling
 

Ⅲ型功能反应的捕食系统在不动点的稳定性及分岔情况进行分析。对系统的不动点分类讨论:不

动点为双曲型时,分析特征方程的根的模与1的大小关系;不动点为非双曲情形时,利用中心流形理论和分岔理论对特征

值进行分析。系统的不动点为双曲型时,得到稳定性的判据;不动点为非双曲情形时,以正不动点为例,系统在正不动点

处发生Flip分岔和Neimark-Sacker分岔,而不会发生跨临界分岔,还得到系统在正不动点处分岔出的周期轨道或不变曲

线的稳定性的判据。数值模拟验证了理论分析的正确性。
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文献[1]中考虑如下一类具有Holling
 

N型功能反应的捕食系统:

dx
dt=xr1-ax-

αxN-1y
1+mxN  ,

dy
dt=yr2-by+ βxN

1+mxN  。
􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

 

(1)

其中:x,y 分别表示被捕食者、捕食者的种群密度,均具有Holling
 

N型功能性反应和密度制约;r1,r2 分别表示

被捕食者、捕食者的自然增长率;a,b分别表示被捕食者、捕食者的种内竞争率;α,β分别为被捕食者、捕食者的

种间竞争率。r1,r2,a,b,α,β,m,N 均为正常数。对系统(1)的参数 N 取为2,并用欧拉法[2]离散化,得到离散

的Holling
 

Ⅲ型功能反应的捕食系统:

xn+1=xn+xn r1-axn-
αxnyn

1+mx2
n  h,

yn+1=yn+yn r2-byn+
βx2

n

1+mx2
n  h。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(2)

其中:h>0为步长。下文将讨论系统(2)在正不动点为双曲型时的稳定性,以及正不动点为非双曲型时用分岔理

论[3-5]和中心流形理论[6-7]进行分析。证明系统(2)不会发生跨临界分岔,而当参数满足一定条件时,系统(2)会
发生Flip分岔和Neimark-Sacker分岔,并进行对应的数值模拟。

1 正不动点的稳定性及分岔

系统(2)的不动点需满足以下方程:

x=x+xr1-ax-
αxy
1+mx2  h,

y=y+yr2-by+ βx2

1+mx2  h。
􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(3)

* 收稿日期:2024-01-12  修回日期:2024-11-13  网络出版时间:2025-03-14T11:40
资助项目:国家自然科学基金面上项目(No.12471153,No.11971081);重庆英才计划项目(No.cstc2024ycjh-bgzxm0046);重庆市青少年创

新人才培养雏鹰计划;重庆师范大学高等教育教学改革研究项目(No.202223)

第一作者简介:谭琦颀,男,研究方向为微分方程与动力系统,E-mail:tanqq1999@163.com;通信作者简介:杨志春,男,教授,博士生导师,

E-mail:yangzhch@126.com
网络出版地址:https://link.cnki.net/urlid/50.1165.N.20250313.1542.002



由式(3)可以得到系统(2)的4个不动点,分别为E0(0,0),E1
r1
a
,0  ,E2 0,

r2
b  ,E*(x*,y*)。其中x*,y*

满足:

r1-ax*-
αx*y*

1+mx*2=0,

r2-by*+ βx*2

1+mx*2=0。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(4)

由式(4)中第2个等式可得y*=
1
b r2+ βx*2

1+mx*2  ,代入第1个等式化简可得,x*为方程

f(x)∶=abm2x5-br1m2x4+(r2mα+2abm+αβ)x3-2br1mx2+(r2α+ab)x-br1=0
的解。由于f(x)在R上连续,且f(0)=-br1<0,lim

x→+∞
f(x)=+∞,由零点存在定理可得,f(x)一定存在一个

正根,因此系统(2)总是存在正不动点。

经计算,系统(2)在 E0(0,0)处的特征值为1+r1h,1+r2h;在 E1
r1
a
,0  处的特征值为1-r1h,1+

r2+ βr21
a2+mr21  h;在E2 0,

r2
b  处的特征值为1+r1h,1-r2h。系统(2)在E*(x*,y*)处的雅可比矩阵为:

J=
1+x* -a-

αy*

1+mx*2+
2αx*2y*m
(1+mx*2)2  h 

-
αx*2

1+mx*2h

y* 2βx*

1+mx*2-
2βx*3m
(1+mx*2)2  h 

1-y*bh

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,

对应的特征方程为:

λ2+p(x*,y*)λ+q(x*,y*)=0。 (5)
其中:

p(x*,y*)=-2- x* -a-
αy*

1+mx*2+
2αx*2y*m
(1+mx*2)2  -y*b􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 h,

q(x*,y*)= -x* -a-
αy*

1+mx*2+
2αx*2y*m
(1+mx*2)2  y*b+y* 2βx*

1+mx*2-
2βx*3m
(1+mx*2)2  αx*2

1+mx*2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 h2+

x* -a-
αy*

1+mx*2+
2αx*2y*m
(1+mx*2)2  -y*b􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 h+1。

令:

ξ=x* -a-
αy*

1+mx*2+
2αx*2y*m
(1+mx*2)2  -y*b,

η=-x* -a-
αy*

1+mx*2+
2αx*2y*m
(1+mx*2)2  y*b+y* 2βx*

1+mx*2-
2βx*3m
(1+mx*2)2  αx*2

1+mx*2。

代入式(4)计算得η=ab+ -
r2
x+2b  r1

x-a  2
1+mx*2

 

>
 

0,则式(5)可写为λ2-(2+ξh)λ+(1+ξh+ηh2)=0。

记G(λ)=λ2-(2+ξh)λ+(1+ξh+ηh2),则G(1)=ηh2>0,G(-1)=4+2ξh+ηh2。由于G(1)>0,因此1不

是此特征方程的根。
为了研究系统(2)正不动点的稳定性,需要用到以下引理,其实质是一元二次方程根与系数的关系。
引理1[8] 对于方程F(λ)=λ2+Bλ+C,F(1)>0,λ1,λ2 为F(λ)=0的2个根,则:

1)
 

λ1 <1,λ2 <1当且仅当F(-1)>0,C<1;

2)
 

λ1 <1,λ2 >1或者(λ1 >1,λ2 <1),当且仅当F(-1)<0;

3)
 

λ1 >1,λ2 >1当且仅当F(-1)>0,C>1;

4)
 

λ1=-1,λ2 ≠1当且仅当F(-1)=0,B≠0,2;

5)
 

λ1,λ2 是复数,且 λ1 = λ2 =1,当且仅当B2-4C<0,C=1。

Kangalgil[9]通过以下定义,对一个二维离散动力系统不动点的定性性质进行进一步的判定。
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定义1 系统在不动点处的特征值为λ1,λ2,则:
1)

 

λ1 <1,λ2 <1时,不动点被称为汇,是局部渐近稳定的;

2)
 

λ1 <1,λ2 >1或者(λ1 >1,λ2 <1)时,不动点被称为鞍点;

3)
 

λ1 >1,λ2 >1时,不动点被称为源,是不稳定的;

4)
 

λ1 =1或者 λ2 =1时,不动点被称为非双曲的。
结合上述引理与定义,对于系统(2)在不动点处的稳定性,有如下定理。
定理1 系统(2)的不动点E0(0,0)是源,是不稳定的。

定理2 系统(2)的不动点E1
r1
a
,0  ,若r1h<2,则该不动点是鞍点且不稳定;若r1h>2,则该不动点是源

且不稳定;若r1h=2,则该不动点是非双曲的。

定理3 系统(2)的不动点E2 0,
r2
b  ,若r2h<2,则该不动点是鞍点且不稳定;若r2h>2,则该不动点是源

且不稳定;若r2h=2,则该不动点是非双曲的。

定理4 1)
 

若下列条件之一成立:(i)
 

-2η<ξ<0,0<h<-
ξ
η
;(ii)

 

ξ<-2η,0<h<
-ξ- ξ2-4η

η
;则

系统(2)的不动点E*(x*,y*)是汇,是局部渐近稳定的。

2)
 

若下列条件之一成立:(i)
 

-2η<ξ<0,h>-
ξ
η
;(ii)

 

ξ<-2η,h>
-ξ+ ξ2-4η

η
;则系统(2)的不动

点E*(x*,y*)是源,是不稳定的。

3)
 

若下列条件成立:ξ<-2η,
-ξ+ ξ2-4η

η
<h<

-ξ- ξ2-4η
η

;则系统(2)的不动点E*(x*,y*)是

鞍点,是不稳定的。

4)
 

若下列条件之一成立:(i)
 

ξ<-2η,h=
-ξ± ξ2-4η

η
且h≠-

2
ξ
,-
4
ξ
;(ii)

 

-2η<ξ<0,h=-
ξ
η
;

则系统(2)的不动点E*(x*,y*)是非双曲的。
在定理1至定理4中,双曲型不动点的稳定性已经给出,而非双曲型不动点的稳定性尚不清楚。限于篇幅,

本文暂时以最复杂的正不动点E*(x*,y*)为例,给出详细的分析过程,其余不动点可用同样的方法研究。由

于1不是系统(2)在正不动点E*(x*,y*)处的特征值,因此系统(2)在E*(x*,y*)处不会发生跨临界分岔。
在定理4中,当参数满足4)中条件(i)时,系统(2)在E*(x*,y*)的一个特征值为-1,另一个特征值的模不等于

1;当参数满足4)中条件(ii)时,系统(2)在E*(x*,y*)的特征值是一对模为1的共轭复根。在后续的讨论中,
将给出一定的参数条件,使得在分别满足4)中条件(i)和(ii)时,系统(2)在E*(x*,y*)发生Flip分岔和

Neimark-Sacker分岔。

2 Flip分岔与Neimark-Sacker分岔

本节将用分岔理论及中心流形理论[3-6],以h 为分岔参数,来研究系统(2)在正不动点E*(x*,y*)处的Flip
分岔与Neimark-Sacker分岔。

2.1 Flip分岔

若ξ<-2η,且h*=
-ξ- ξ2-4η

η
或h*=

-ξ+ ξ2-4η
η

;则系统(2)在正不动点E*(x*,y*)处的雅可

比矩阵的特征值为:λ1=-1,λ2=3+ξh*。由 λ2 ≠1有:h* ≠-
2
ξ
,-
4
ξ
。为了便于研究,用平移变换将不动

点平移到原点,令:

Xn=xn-x*,

Yn=yn-y*,

Hn=h-h*。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁
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则系统(2)变为:

Xn+1=a11Xn+a12Yn+a13X2
n+a14XnYn+a15XnHn+a16YnHn+a17X3

n+

a18X2
nYn+a19X2

nHn+a110XnYnH+o((Xn + Yn + Hn )4),

Yn+1=a21Xn+a22Yn+a23X2
n+a24XnYn+a25Y2

n+a26XnHn+a27YnHn+a28X3
n+

a29X2
nYn+a210X2

nHn+a211XnYnHn+a212X2
nHn+o((Xn + Yn + Hn )4),

Hn+1=Hn。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(6)

其中:

a11=1+x* -a-
αy*

1+mx*2+
2αx*2y*m
(1+mx*2)2  h*,a12=-

αx*2h*

1+mx*2,

a13=2 -a-
αy*

1+mx*2+
2αx*2y*m
(1+mx*2)2  h*+x* 6αx*y*m

(1+mx*2)2-
8αx*3y*m2

(1+mx*2)3  h*,

a14=-
αx*2h*

1+mx*2+x
* -

α
1+mx*2+

2αx*2m
(1+mx*2)2  h*,a15=x* -a-

αy*

1+mx*2+
2αx*2y*m
(1+mx*2)2  h*,

a16=-
αx*2

1+mx*2,

a17=3
6αx*y*m
(1+mx*2)2-

8αx*3y*m2

(1+mx*2)3  h*+x* 6αy*m
(1+mx*2)2-

48αx*2y*m2

(1+mx*2)3+
48αx*4y*m3

(1+mx*2)4  h*,

a18=2 -
α

1+mx*2+
2αx*2m
(1+mx*2)2  h*+x* 6αx*m

(1+mx*2)2-
8αx*3m2

(1+mx*2)3  h*,

a19=2 -a-
αy*

1+mx*2+
2αx*2y*m
(1+mx*2)2  +x* 6αx*y*m

(1+mx*2)2-
8αx*3y*m2

(1+mx*2)3  h*,

a110=-
αx*2

1+mx*2+x
* -

α
1+mx*2+

2αx*2m
(1+mx*2)2  ,a21=y* 2βx*

1+mx*2+
2βx*3m
(1+mx*2)2  h*,a22=1+by*h*,

a23=y* 2β
1+mx*2-

10βx*2m
(1+mx*2)2+

8βx*4m2

(1+mx*2)3  h*,a24=
2βx*

1+mx*2-
2βx*3m
(1+mx*2)2  h*,a25=-2bh*,

a26=y* 2βx*

1+mx*2-
2βx*3m
(1+mx*2)2  ,a27=-by*,a28=y* -

24βx*m
(1+mx*2)2+

72βx*3m2

(1+mx*2)3-
48βx*5m3

(1+mx*2)4  h*,

a29=
2β

1+mx*2-
10βx*2m
(1+mx*2)2+

8βx*4m2

(1+mx*2)3  h*,a210=y* 2β
1+mx*2-

10βx*2m
(1+mx*2)2+

8βx*4m2

(1+mx*2)3  ,
a211=

2βx*

1+mx*2-
2βx*3m
(1+mx*2)2

,a212=-2b。

因此系统(6)可写为线性部分加非线性部分,进一步可以做如下线性变换,使得线性部分的系数矩阵化为对角

形。令:

T=
a12 a12 0

-1-a11 λ2-a11 0
0 0 1  ,

Xn

Yn

Hn  =Tun

vn

kn  。
则系统(6)变为:

un+1

vn+1

kn+1  = -1 0 0
0 λ2 0
0 0 1  

un

vn

kn  + f(un,vn,kn)

g(un,vn,kn)

0  。 (7)

其中:

f(un,vn,kn)=
a13(λ2-a11)-a12a23

a12(λ2+1)
X2

n+
a14(λ2-a11)-a12a24

a12(λ2+1)
XnYn-

a25

λ2+1
Y2

n+

a15(λ2-a11)-a12a26

a12(λ2+1)
XnHn+

a16(λ2-a11)-a12a27

a12(λ2+1)
YnHn+

a17(λ2-a11)-a12a28

a12(λ2+1)
X3

n+
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a18(λ2-a11)-a12a29

a12(λ2+1)
X2

nYn+
a19(λ2-a11)-a12a210

a12(λ2+1)
X2

nHn+
a110(λ2-a11)-a12a211

a12(λ2+1)
XnYnHn-

a212

λ2+1
Y2

nH+o((un + vn + kn )4),

g(un,vn,kn)=
a13(1+a11)+a12a23

a12(λ2+1)
X2

n+
a14(1+a11)+a12a24

a12(λ2+1)
XnYn+

a25

λ2+1
Y2

n+

a15(1+a11)+a12a26

a12(λ2+1)
XnHn+

a16(1+a11)+a12a27

a12(λ2+1)
YnHn+

a17(1+a11)+a12a28

a12(λ2+1)
X3

n+

a18(1+a11)+a12a29

a12(λ2+1)
X2

nYn+
a19(1+a11)+a12a210

a12(λ2+1)
X2

nHn+
a110(1+a11)+a12a211

a12(λ2+1)
XnYnHn+

a212

λ2+1
Y2

nHn+o((un + vn + kn )4),

Xn=a12(un+vn),Yn=-(1+a11)un+(λ2-a11)vn,Hn=kn。

Hn 为分岔参数,由中心流形定理[4-7],可以知道在分岔参数kn=0的小邻域内,系统(7)在原点附近的动力学性

质可由中心流形上的单参数映射确定。它的表达式可写为:

Wc
loc(0,0,0)={(un,vn,kn)∈R3 vn=h

~(un,kn),h
~(0,0)=0,Dh

~(0,0)=0}。
设:

vn=b1u2
n+b2unkn+b3k2n+o((un + kn )3) (8)

解得:

b1=
1

1-λ22
{a12[a13(1+a11)+a12a23]+(1+a11)[(a25-a14)(1+a11)-a12a24]},

b2=
1

a12(1+λ2)2
{(1+a11)[a16(1+a11)+a12a27]-a12[a15(1+a11)+a12a26]},b3=0。

将系统(7)限制在中心流形(8)可得:

F:un+1=-un+c1u2
n+c2unkn+c3u2

nkn+c4unk2n+c5u3
n+o((un + kn )4)。

其中:

c1=
1

1+λ2
{a12[a13(λ2-a11)-a12a23]-(1+a11)[a14(λ2-a11)-a12a24]-a25(1+a11)2},

c2=
1

a12(1+λ2)
{a12[a15(λ2-a11)-a12a26]-(1+a11)[a16(λ2-a11)-a12a27]},

c3=
b2
1+λ2

{2a12[a13(λ2-a11)-a12a23]+(λ2-1-2a11)[a14(λ2-a11)-a12a24]}+

b1
a12(1+λ2)

{a12[a15(λ2-a11)-a12a26]+(λ2-a11)[a16(λ2-a11)-a12a27]}+

1
1+λ2

{2b2a25(1+a11)(λ2-a11)+a12[a19(λ2-a11)-a12a210]-

(1+a11)[a110(λ2-a11)-a12a211]-a212(1+a11)2},

c4=
b2

a12(1+λ2)
{a12[a15(λ2-a11)-a12a26]+(λ2-a11)[a16(λ2-a11)-a12a27]},

c5=
1

1+λ2
{2b1a12[a13(λ2-a11)-a12a23]+b1(λ2-1-2a11)[a14(λ2-a11)-a12a24]+

a2
12[a17(λ2-a11)-a12a28]-a12[a18(λ2-a11)-a12a29](1+a11)-2b1a25(1+a11)(λ2-a11)}。

系统(7)在原点发生Flip分岔还需满足以下2个非退化条件[10]:

1)
 

α1∶=
∂2F
∂u∂k (0,0)

=c2≠0;

2)
 

α2∶=
1
2
∂2F
∂u2  

2

+
1
3
∂3F
∂u3  (0,0)

=
1
2c

2
1+
1
3c5

≠0。
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由以上分析及分岔理论[3-5],可以得到如下结论。
定理5 若α1≠0,α2≠0,则参数h 在h*充分小的邻域内变化时,系统(2)在E*(x*,y*)处发生Flip分岔。

进一步,若α2>0(α2<0),则从E*(x*,y*)分岔出的2-周期轨道是稳定的(不稳定的)。

2.2 Neimark-Sacker分岔

由定理4的4)知,若-2η<ξ<0,系统(2)在E*(x*,y*)处的特征方程有一对模为1的共轭复根。记为:

λ1,2=
-p± p2-4q

2
,其中p=-(2+ξh),q=2+ξh+ηh2。取h1=-ξ

η
,则q=1,λ1 = λ2 =1。做平移变

换,使不动点平移到原点。令:

Xn=xn-x*,

Yn=yn-y*。 
 

则系统(2)变为:

Xn+1=a11Xn+a12Yn+a13X2
n+a14XnYn+a17X3

n+a18X2
nYn+o((Xn + Yn )4),

Yn+1=a21Xn+a22Yn+a23X2
n+a24XnYn+a25Y2

n+a28X3
n+a29X2

nYn+o((Xn + Yn )4)。 (9)

其中的系数与前文一致。当h=h1 时,系统(9)在原点的特征值为一对模为1的共轭复根,记为:

λ,λ=-p
2±

i
2 4q-p2=1+ξ

2±
i
2h1 4η-ξ2∶=ℓ(h1)e

±iθ(h1)。

且ℓ(h1)= λ = q,ℓ'(h1)=
dλ
dh h=h1

=-ξ
2
≠0。若p≠0,1,则ξ2≠2η,3η,此时有e

ikθ(h1)≠1,k=1,2,3,4。

因此系统(9)满足横截性条件和非退化条件[10]。令:

μ=1+
ξ
2
,ω=

i
2 4η-ξ2,T=

a12 0

μ-a12 -ω  ,Xn

Yn  =Tun

vn  。
则系统(9)变为:

un+1

vn+1  = μ -ω
ω μ  un

vn  + f
~(un,vn)

g~(un,vn)  。 (10)

其中:

f
~(un,vn)=

a13

a12
X2

n+
a14

a12
XnYn+

a17

a12
X2

nYn+o((un + vn )4),

g~(un,vn)=
a13(μ-a11)-a12a23

a12ω
X2

n+
a14(μ-a11)-a12a24

a12ω
XnYn-

a25

ωY2
n-

a17(μ-a11)-a12a28

a12ω
X3

n-
a18(μ-a11)-a12a29

a12ω
X2

nYn+o((un + vn )4),Xn=a12un,

Yn= μ-a11  un-ωvn。

系统(10)在原点发生Neimark-Sacker分岔还需满足额外的非退化条件d≠0[10-12],其中:

d= Re(λg21)-Re
(1-2λ)λ2

1-λ g20g11  -12 g11
2- g02

2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

h=h1

,

g20=
1
8
[f
~
uu-f

~
vv+2g~uv+i(g~uu-g~vv-2f

~
uv)],g11=

1
4
[f
~
uu+f

~
vv+i(g~uu+g~vv)],

g02=
1
8
[f
~
uu-f

~
vv-2g~uv+i(g~uu-g~vv+2f

~
uv)],

g21=
1
16
[f
~
uuu+f

~
uvv+2g~uuv+g~vvv+i(g~uuu+g~uvv-f

~
uuv-f

~
vvv)]。

由以上分析及分岔理论[3-5],可以得到如下结论。

定理6 若-2η<ξ<0,ξ2≠2η,3η,d≠0,则当参数h 在h1 的小邻域内变化时,系统(2)在E*(x*,y*)

处发生Neimark-Sacker分岔。且当d<0(d>0),h>h1(h<h1)时,系统(2)在E*(x*,y*)处分岔出稳定(不
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稳定)的不变曲线。

3 数值模拟

在本节中,将以h 为分岔参数,用 Matlab画出系统(2)在一定参数条件下的分岔图、相图、最大Lyapunov指

数图,来验证上述分析的正确性。考虑以下2种情形。

1)
 

m=10,r1=2,r2=0.5,α=1,β=0.2,a=0.1,b=0.08,0.2<h<1.6。
2)

 

m=0.1,r1=1.7,r2=0.9,α=0.52,β=0.03,a=0.05,b=0.4,1.2<h<2.0。
情形1),当参数取m=10,r1=2,r2=0.5,α=1,β=0.2,a=0.1,b=0.08时,经计算系统(2)有正不动点

(19.669
 

629
 

99,6.499
 

935
 

465),ξ=-2.453
 

937
 

908,η=1.005
 

640
 

753在h=1.034
 

156
 

733时,有G(-1)=0,
此时在正不动点处的特征值一个为-1,另一个的模不等于1,故会发生Flip分岔,且α1=-1.933

 

942
 

831,α2=
0.000

 

228
 

631
 

437
 

4>0,因此从正不动点分岔出稳定的周期轨道。图1~图4分别是以h 为分岔参数,(10,5)为
初始点的系统(2)在h-x,h-y 平面的分岔图、最大Lyapunov

 

指数图和不同h 值下的相图。其中图1~图3的条

件均为m=10,r1=2,r2=0.5,α=1,β=0.2,a=0.1,b=0.08。从图1和图2可以看出h<1.03时,正不动点

是稳定的,h>1.03出现倍周期分岔[13-14]。从图3可以看出h=1.33时,系统(2)的最大Lyapunov
 

指数大于0,
从而出现混沌,结合图4可以验证上述结论正确。

图1 系统(2)在h-x平面的分岔图

Fig.1 The
 

bifurcation
 

diagram
 

of
 

system
 

(2)
 

in
 

the
 

h-x
 

plane

图2 系统(2)在h-y平面的分岔图

Fig.2 The
 

bifurcation
 

diagram
 

of
 

system
 

(2)
 

in
 

the
 

h-y
 

plane

图3 系统(2)的最大Lyapunov指数图

Fig.3 The
 

maximum
 

Lyapunov
 

exponent
 

diagram
 

of
 

system
 

(2)

a h=1.02 b h=1.03 c h=1.04

d h=1.32 e h=1.33 f h=1.34

图4 对应图1和图2,h取不同值时系统(2)的相图

Fig.4 The
 

phase
 

portraits
 

of
 

system
 

(2)
 

for
 

different
 

values
 

of
 

h
 

Corresponding
 

to
 

Fig.1
 

and
 

Fig.2
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情形2),当参数取为m=0.1,r1=1.7,r2=0.9,α=0.52,β=0.03,a=0.05,b=0.4时,经计算系统(2)有
正不动点(1.638

 

702
 

813,2.408
 

766
 

662),ξ=-1.978
 

453
 

981,η=1.139
 

918
 

897,在正不动点处的特征方程

G(λ)=λ2-(2+ξh)λ+(1+ξh+ηh2),有Δ=ξ2-4η=-0.645
 

395
 

433<0,在h1=1.735
 

609
 

425时,有1+

ξh+ηh2=1。此时在正不动点处的特征值为λ1,2=-0.716
 

911
 

688±0.697
 

163
 

992
 

6i,是一对模为1的共轭复

根,且ℓ'(h1)=1.978
 

453
 

981≠0。故会发生Neimark-Sacker分岔,又d=-0.754
 

101
 

570
 

9<0,因此当h>h1

时,分岔出稳定的不变曲线。图5~图8分别是以h 为分岔参数,(1.5,2.5)为初始点的系统(2)在h-x,h-y 平

面的分岔图、最大Lyapunov
 

指数图和不同h 值下的相图。从图5和图6可以看出h<1.735
 

609
 

425时,正不动

点是稳定的,h>1.735
 

609
 

425开始发生Neimark-Sacker分岔,正不动点失去稳定性,出现稳定的不变曲线。从

图7可以看出h=1.93时,系统(2)的最大Lyapunov
 

指数大于0,出现混沌。从图8可以看出在一定范围内,随
着参数h 变大,不变曲线的半径随之变大,当参数h 变大到一定值的时候(例如h=1.864),不变曲线会消失,进
而出现周期轨道,当参数h>1.93,出现混沌。

图5 系统(2)在h-x平面的分岔图

Fig.5 The
 

bifurcation
 

diagram
 

of
 

system
 

(2)
 

in
 

the
 

h-x
 

plane

图6 系统(2)在h-y平面的分岔图

Fig.6 The
 

bifurcation
 

diagram
 

of
 

system
 

(2)
 

in
 

the
 

h-y
 

plane

图7 系统(2)的最大Lyapunov指数图

Fig.7 The
 

maximum
 

Lyapunov
 

exponent
 

diagram
 

of
 

system
 

(2)

a h=1.69 b h=1.73 c h=1.74

d h=1.85 e h=1.864 f h=1.935

图8 对应图5和图6,h取不同值时系统(2)的相图

Fig.8 The
 

phase
 

portraits
 

of
 

system
 

(2)
 

for
 

different
 

values
 

of
 

h
 

corresponding
 

to
 

Fig.5
 

and
 

Fig.6

4 结论

本文以文献[1]的连续系统为基础,研究对应的离散化系统。对离散系统的正不动点分类讨论,为双曲型
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时,得到了稳定性的判据;为非双曲情形时,证明了当参数满足一定条件时,系统在正不动点处会发生Flip分岔

和Neimark-Sacker分岔,而不会发生跨临界分岔,还得到系统在正不动点处分岔出的周期轨道或不变曲线的稳

定性的判据,数值模拟验证了理论分析的正确性。本文推进了文献[1]在离散方面的工作。
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Stability
 

and
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System
 

with
 

Holling
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(College
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Sciences,
 

Chongqing
 

Normal
 

University,
 

Chongqing
 

401331,
 

China)

Abstract:
 

The
 

stability
 

and
 

bifurcation
 

of
 

a
 

predator-prey
 

system
 

with
 

Holling
 

type
 

Ⅲ
 

functional
 

response
 

at
 

fixed
 

point
 

are
 

analyzed.
 

The
 

fixed
 

point
 

classification
 

of
 

the
 

system
 

is
 

discussed.
 

When
 

the
 

fixed
 

point
 

is
 

hyperbolic,
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

modulus
 

of
 

the
 

root
 

of
 

the
 

characteristic
 

equation
 

and
 

the
 

size
 

of
 

1
 

is
 

analyzed.
 

When
 

the
 

fixed
 

point
 

is
 

non-hyperbolic,
 

the
 

center
 

manifold
 

theory
 

and
 

bifurcation
 

theory
 

are
 

used
 

to
 

analyze
 

the
 

eigenvalues.
 

The
 

stability
 

criterion
 

is
 

obtained
 

when
 

the
 

fixed
 

point
 

of
 

the
 

system
 

is
 

hyperbolic.
 

When
 

the
 

fixed
 

point
 

is
 

non-hyperbolic,
 

taking
 

the
 

positive
 

fixed
 

point
 

as
 

an
 

example,
 

Flip
 

bifurcation
 

and
 

Neimark-Sacker
 

bifurcation
 

occur
 

at
 

the
 

positive
 

fixed
 

point
 

of
 

the
 

system,
 

but
 

no
 

transcritical
 

bifurcation
 

occurs.
 

The
 

stability
 

criterion
 

of
 

the
 

periodic
 

orbit
 

or
 

invariant
 

curve
 

bifurcated
 

from
 

the
 

positive
 

fixed
 

point
 

of
 

the
 

system
 

is
 

also
 

obtained.
 

Numerical
 

simulation
 

verifies
 

the
 

correctness
 

of
 

the
 

theoretical
 

analysis.
 

The
 

research
 

results
 

advance
 

the
 

related
 

work
 

in
 

the
 

existing
 

literature.
Keywords:

 

discrete
 

dynamical
 

system;
 

center
 

manifold;
 

Flip
 

bifurcation;
 

Neimark-Sacker
 

bifurcation

(责任编辑 黄 颖)

111Vol.42
 

No.1     Journal
 

of
 

Chongqing
 

Normal
 

University
 

(Natural
 

Science) https://cqnuj.cqnu.edu.cn


