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摘要:设G 是有限群,o1(G)表示G 中最高阶元素的阶,pl=pl(G)表示G 的阶的最大素因子。定义一个与pl 阶元有关

的度量P1NC(G),并仅用o1(G)和P1NC(G)刻画了单K3-群及其自同构群。
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1 符号说明

设G 是有限群,πe(G)表示G 中元素阶的集合,o1(G)表示G 中最高阶元素的阶。 G 表示G 的阶,π(G)

表示 G 的素因子集合。用Γ(G)表示G 的素图:Γ(G)的顶点集是π(G),Γ(G)的两顶点p,q 之间有边当且仅

当pq∈πe(G)。t(G)表示Γ(G)的连通分支数,πi(i=1,2,…)表示Γ(G)的连通分支所含顶点集。如果

2 G  ,则总设2∈π1
[1]。本文其余符号及术语是标准的。

如果有限单群G 的阶 G 恰含有n 个素因子,称G 为单Kn-群。当n=3时,单K3-群只有以下8个:A5,

A6,L2(7),L2(8),L2(17),L3(3),U3(3),U4(2)。一直以来,有很多工作都试图在极弱的(数量)条件下去刻画

单K3-群的性质结构。例如,文献[2-4]用 G 和o1(G)分别刻画了单K3-群及其自同构群,文献[5]去掉了群阶

相等的条件,用与o1(G)阶元相关的数量(即o1(G)阶元的个数与中心化子的阶)刻画了单K3-群,文献[6]在假

设不可解的条件下用与o1(G)阶元素相关的数量刻画了单 K3-群:A5,L2(7),L2(8),L2(17),L3(3),U3(3),

U4(2)的自同构群,文献[7]用 G 与Γ(G)刻画了单K3-群等。文献[2-6]说明与o1(G)阶元素相关的数量在刻

画群的性质时拥有重要的地位。设pl=pl(G)表示 G 的最大素因子,由Cauchy定理知G 中一定有pl 阶元。
作为群G 的2个所谓“最大”的数量(pl(G)和o1(G))之一,与pl 阶元素相关的数量信息在刻画群的结构时也应

该拥有独特作用。例如,文献[8]讨论了与pl 阶元素相关的数量对散在单群结构的影响。
本文试图用与pl 阶元素相关的数量信息(即pl 阶元的个数与中心化子的阶)刻画K3-群及其自同构群。为

此,用npl
(G)表示G 中pl 阶元的个数,cpl

(G)表示G 中pl 阶元的中心化子的最大阶。令

PlNC(G)={pl;
 

npl
(G);cpl

(G)},
称PlNC(G)为G 的PlNC-度量。由文献[9]可知,对本文讨论的群G,pl 阶元的中心化子的阶是相同的,即所有

pl 阶元的中心化子的阶均为cpl
(G)。接下来将讨论PlNC-度量对单K3-群及其自同构群结构的影响。

2 定理及证明

定理1 设G 是有限群,M 是下列单K3-群:A5,A6,L2(17),L2(8),L3(3),U3(3)。如果o1(G)=o1(M)且

PlNC(G)=PlNC(M),则G≅M 或G≅Aut(M)。
证明 当M=A5,A6,L2(17)时,由文献[9]知o1(M)=pl(M),此时定理条件等价于文献[5]中定理2.3
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的条件ONC1(G)=ONC1(M),并由此知G≅M,结论成立。
下面证明M=L2(8),L3(3),U3(3)的情形。由于方法类似,只讨论M=L2(8)和M=U3(3)。
情形1,当M=L2(8)时,有G≅L2(8)或G≅Aut(L2(8))。

此时o1(G)=o1(L2(8))=9,P1NC(G)=P1NC(L2(8))={7;23·33;7}。设a 是G 的任一7阶元,由文献

[9]知CG(<a>)=<a>,于是a 所在的共轭类长度是 G/CG(<a>)= G/<a>= G /7。

设G 中7阶元共分为t个共轭类,则t· G /7=23·33,从而有 G  23·33·7。又因为9∈πe(G),所以

32  G 。若2∉π(G),则G 中元素个数至多为33·7<23·33,矛盾。故2∈π(G),即π(G)={2,3,7}。由

o1(G)=9知7是Γ(G)的孤立点,从而t(G)≥2。由文献[1]中定理A和引理3知G 的结构是如下之一:

1)
 

G 是Frobenius群或2-Frobenius群;

2)
 

G 有一正规列1◁H◁K◁G,使得 H 为幂零,群K/H 是非交换单群,H 和G/K 是π1-群,其中2∈π1,

而且 G/K  Out(K/H)。
下面证明G 的结构只能是2)这种情况。
(i)

 

G 不是Frobenius群。
如果G 是Frobenius群,由文献[10]中定理1知t(G)=2且Γ(G)={π(H),π(K)},其中K 是Frobenius

核,H 是Frobenius补。于是K 或是{2,3}
 

-Hall子群,或是Sylow7-子群。设S 为K 的一个Sylow-子群,因为

K 幂零,所以 H  (S -1)。如果K 是Sylow7-子群,则有96,矛盾。设K 是{2,3}
 

-Hall子群,则 H =7。

考虑K 的Sylow3-子群,有7|8或7|26,矛盾。故G 不是Frobenius群。
(ii)

 

G 不是2-Frobenius群。

如果G 是2-Frobenius群,由文献[10]中定理2知t(G)=2,且G 有一正规列1◁H◁K◁G,使得π(K/H)=

π2,π(H)∪π(G/K)=π1,G/K 和K/H 均为循环群且满足 G/K  Aut(K/H)。因为7是Γ(G)的孤立点,

所以π2={7},因此π(H)∪π(G/K)={2,3}
 

且 K/H =7。又因为 G/K  Aut(K/H)=6且32  G ,比

较阶有3  H 。用G 中的7阶元共轭作用在 H 上,则存在 H 的Sylow3-子群S3 在该作用下不变。此时有

S3  33。考 虑 Ω1 (Z (S3)),显 然 Ω1 (Z (S3))是 一 个 初 等 交 换 3-群,且 Ω1(Z(S3)) 33。因 7|/

Aut(Ω1(Z(S3))),故7阶元作用在Ω1(Z(S3))上是平凡作用,这说明21∈πe(G),矛盾。故G 不是2-
Frobenius群。

因此,G 有符合条件2)的正规列1◁H◁K◁G。由7是Γ(G)的孤立点知π(H)∪π(G/K)={2,3}
 

且7∈
π(K/H),从而K/H≅L2(7)或L2(8)。

设K/H≅L2(7),再设 G =23·3x·7(2≤x≤3),因为 Out(L2(7))=2,所以 G/K  2,比较阶有

3  H 。设L 是 H 的Sylow3-子群,则 L  32。因为 H 是幂零群,所以L
 

char
 

H,从而L◁G。用G 中的

7阶元共轭作用在L 上,有21∈πe(G),矛盾。

设K/H≅L2(8)。如果 G =23·32·7,则 H =1,G=K≅L2(8)。如果 G =23·33·7,因为

Out(L2(8))=3,所以 G/K  3。如果 G/K =1,比较阶有 H =3。用G 中的7阶元共轭作用在 H 上,

有21∈πe(G),矛盾。所以 G/K =3,此时 H =1,从而 K≅L2(8)。因此G≅L2(8)×Z3 或G≅L2(8)×|

Z3,其中L2(8)×|Z3 表示L2(8)由Z3 的半直积。如果G≅L2(8)×Z3,则有21∈πe(G),矛盾。所以G≅L2(8)×|

Z3,由文献[9]知G≅Aut(L2(8)),且有o1(Aut(L2(8)))=9,P1NC(Aut(L2(8)))={7;23·33;7}。
综上所述,即有G≅L2(8)或G≅Aut(L2(8))。
情形2,当M=U3(3)时,有G≅U3(3)或G≅Aut(U3(3))。

此时o1(G)=o1(U3(3))=12,PlNC(G)=PlNC(U3(3))={7;26·33;7}。作类似情形1的讨论,即可知

G  26·33·7,π(G)={2,3,7},24  G 或32  G ,且G 有符合情形1中条件2)的正规列1◁H◁K◁G,此

时K/H≅L2(7),L2(8)或者U3(3)。

设K/H≅L2(7),G =2x·3y·7(3≤x≤6,2≤y≤3),因为 Out(L2(7))=2,所以 G/K  2,比较阶
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有3  H ,用G 中7阶元共轭作用在 H 的Sylow3-子群L 上,有21∈πe(G),矛盾。

设K/H≅L2(8),此时 Out(L2(8))=3。设 G =2x·33·7(x≥3),如果 G/K =1,则3  H ,用G
中的7阶元共轭作用在 H 的Sylow3-子群L 上,则21∈πe(G),矛盾,故 G/K =3。若x>3,比较阶有

2  H ,且 H  23。如果 H  22,用G 中的7阶元共轭作用在H 上,有14∈πe(G),矛盾。如果 H =23,有

G/CG(Ω1(Z(H)))同构于Aut(Ω1(Z(H)))的一个子群。因为 Aut(Ω1(Z(H))) 23·3·7,所以L2(8)≤

CG(Ω1(Z(H))),故14∈πe(G),矛盾。所以x=3,G =23·33·7,此时G≅L2(8)×Z3 或G≅L2(8)×|Z3。

若G≅L2(8)×Z3,有21∈πe(G),矛盾。若G≅L2(8)×|Z3,有o1(G)=9,矛盾。再设 G =2x·32·7(3≤

x≤6)。当x=3时,G≅L2(8),而o1(L2(8))=9,矛盾;当x≥4时,2  H 且 H  23,重复前面的讨论可得出

矛盾。
设K/H≅U3(3)。如果 G =25·33·7,则 H =1,G=K≅U3(3)。设 G =26·33·7,又因为

Out(U3(3))=2,所以 G/K  2。如果 G/K =1,比较阶有 H =2,用G 中7阶元共轭作用在 H 上,有

14∈πe(G),矛盾。所以 G/K =2,H =1,从而K≅U3(3),因此G≅U3(3)×Z2 或G≅U3(3)×|Z2。如果

G≅U3(3)×Z2,有14∈πe(G),矛盾。所以 G≅U3(3)×|Z2,由文献[9]知 G≅Aut(U3(3)),且确实有

o1(Aut(U3(3)))=12,PlNC(Aut(U3(3)))={7;26·33;7}。
综上所述,有G≅U3(3)或G≅Aut(U3(3))。 证毕

定理2 设G 是有限群,则G≅U4(2)的充分必要条件是oi(G)=oi(U4(2))(i=1,2)且PlNC(G)=PlNC(U4(2)),
其中o2(G)表示G 的第二高阶元素的阶。

证明 只需证明充分性。此时有:

PlNC(G)=PlNC(U4(2))={5;26·34;5},o1(G)=12,o2(G)=9。

类似定理1的讨论知 G  26·34·5。又因为12∈πe(G),所以π(G)={2,3,5},且24  G 或33  G 。

由o1(G)=12,o2(G)=9知5是Γ(G)的孤立点,从而t(G)≥2,故G 是Frobenius群或者2-Frobenius群,或者

G 有符合情形1中条件2)的正规列1◁H◁K◁G。
如果G 是Frobenius群,类似情形1中(i)部分的讨论知K 不是Sylow5-子群。若K 是{2,3}

 

-Hall子群,则

H =5。设K 的Sylow3-子群为S3,有 S3  34。再考虑Ω1(Z(S3)),显然Ω1(Z(S3))是一个初等交换3-群,

且 Ω1(Z(S3)) 34。又因为o2(G)=9,所以 Ω1(Z(S3)) 33,从而5|/ Aut(Ω1(Z(S3)))。用5阶元作用在

Ω1(Z(S3))上,有15∈πe(G),矛盾。故G 不是Frobenius群。
再类似情形1中(ii)部分的讨论知G 不是2-Frobenius群。

于是G 有符合情形1中条件2)正规列1◁H◁K◁G,此时K/H≅A5,A6 或U4(2)。

设K/H≅A5。因为o2(G)=9,所以32  G ,比较阶有3  H ,用G 中的5阶元作用在 H 上,存在 H 的

Sylow3-子群L 在该作用不变,从而有15∈πe(G),矛盾。

设K/H≅A6。若32  G ,则 G =26·32·5,H 为2-群。设L 为G 的Sylow3-子群,由o2(G)=9知L
为9阶循环群且L⊆K。设x 为K 的9阶元,由 H 为2-群知xH 也为9阶元,但A6 中没有9阶元,矛盾。

于是33  G ,比较阶有3  H ,用G 中的5阶元作用在 H 上,有15∈πe(G),矛盾。因此K/H≅U4(2)。

此时 G =26·34·5,则 H =1,G=K,即G≅U4(2)。 证毕

定理3 设G 是有限非可解群,则G≅L2(7)的充分必要条件是:

oi(G)=oi(L2(7))(i=1,2)且PlNC(G)=PlNC(L2(7))。

证明 只需证明充分性。此时PlNC(G)=PlNC(L2(7))={7;24·3;7},o1(G)=7,o2(G)=4。

类似定理1的讨论知 G  24·3·7。因为G 不可解,π(G)={2,3,7}。由o1(G)=7,o2(G)=4知2,3,7
是Γ(G)的孤立点,从而t(G)=3。

由文献[10]的定理3和定理4知G 有符合情形1中条件2)的正规列1◁H◁K◁G。由 K/H  24·3·7
知K/H≅L2(7)。
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再类似定理1的讨论知G≅L2(7)。 证毕

对于单K3-群A5,L2(7),L2(17),自同构群有如下刻画。
定理4 设 G 是有限群,M 是下列单K3-群:A5,L2(7),L2(17),则 G≅Aut(M)的充分必要条件是

o1(G)=o1(Aut(M)),PlNC(G)=PlNC(Aut(M))。
证明 只需证明充分性。由于方法类似,只讨论M=A5,L2(7)的情形。
情形1,当M=A5 时,有G≅Aut(A5)。

此时o1(G)=o1(Aut(A5))=6,PlNC(G)=PlNC(Aut(A5))={5;23·3;5}。

类似定理1的讨论有 G  23·3·5,π(G)={2,3,5},且G 有符合定理1的证明中情形1的条件2)的正规

列1◁H◁K◁G,此时有K/H≅A5。如果 G =22·3·5,则 H =1,G=K≅A5,而o1(A5)=5,矛盾。

于是设 G =23·3·5。又因为 Out(A5)=2,所以 G/K  2。如果 G/K =1,比较阶有 H =2,用

G 中5阶元共轭作用在 H 上,有10∈πe(G),矛盾。所以 G/K =2,此时 H =1,从而 K≅A5,因此G≅
A5×Z2 或G≅A5×|Z2。如果G≅A5×Z2,则10∈πe(G),矛盾。所以G≅A5×|Z2,由文献[9]知G≅Aut(A5)。

情形2,当M=L2(7)时,有G≅Aut(L2(7))。

此时o1(G)=o1(Aut(L2(7)))=8,PlNC(G)=PlNC(Aut(L2(7)))={7;24·3;7}。

类似定理1的讨论有 G  24·3·7。由npl
(G)=24·3知 G >24·3。由o1(G)=8知23  G 。可断

言3∈πe(G)。因为如果3∉πe(G),则 G =23·7或 G =24·7。
再由o1(G)=8知7是Γ(G)的孤立点,从而t(G)=2,且 G 为可解群。由文献[10]定理3知 G 是

Frobenius群或者2-Frobenius群。下证这2种情况都不可能,从而得出矛盾。
事实上,如果G 是Frobenius群,由文献[10]定理1知Γ(G)={π(H),π(K)}。类似定理1证明中情形1

(i)的讨论知K 不是7-群。如果K 是2-群,则 K =23 或 K =24。考虑Ω1(Z(K)),则Ω1(Z(K))为初等交

换2-群。又8∈πe(G),所以 Ω1(Z(K)) 22。用7阶元共轭作用在Ω1(Z(K))上,则14∈πe(G),矛盾。所以

G 不是Frobenius群。

如果G 是2-Frobenius群,则G 有符合文献[10]中定理2的正规列1◁H◁K◁G。因为7是Γ(G)的孤立

点,所以有π2={7},π(H)∪π(G/K)={2},于是 K/H =7。又因为 Aut(K/H)=6,比较阶有2  H 且

H  24,此时考虑Ω1(Z(H)),依然可以得出矛盾,因此G 不是2-Frobenius群,故3  G ,即π(G)={2,3,7}。

再次重复上面的讨论知G 只能有符合定理1证明中情形1的表达式2)条件的正规列1◁H◁K◁G,此时

有K/H≅L2(7)。

如果 G =23·3·7,则 H =1,G=K≅L2(7),而o1(L2(7))=7,矛盾。

于是设 G =24·3·7。又因为 Out(L2(7))=2,所以 G/K  2。如果 G/K =1,那么有 H =2。用

G 中7阶元共轭作用在 H 上,有14∈πe(G),矛盾。所以 G/K =2,此时 H =1,K≅L2(7),故G≅L2(7)×
Z2 或G≅L2(7)×|Z2。如果G≅L2(7)×Z2,则14∈πe(G),矛盾。所以G≅L2(7)×|Z2,由文献[9]可知G≅
Aut(L2(7))。 证毕
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Abstract:
 

Let
 

G
 

be
 

a
 

finite
 

group,
 

o1(G)
 

denote
 

the
 

largest
 

element
 

order
 

of
 

G,and
 

pl=lp(G)
 

denote
 

the
 

largest
 

prime
 

factor
 

of
 

the
 

order
 

of
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It
 

first
 

defines
 

a
 

degree
 

PlNC(G),
 

which
 

related
 

to
 

the
 

element
 

of
 

order
 

pl,
 

and
 

then
 

characterizes
 

simple
 

K3-

groups
 

and
 

their
 

automorphism
 

groups
 

by
 

only
 

using
 

o1(G)and
 

PlNC(G).
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