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摘要:研究了非光滑多目标分式鲁棒优化问题,借助Gordan择一定理和极大极小定理在非光滑的Extended
 

Mangasarian-
Fromovitz约束下建立了最优性必要条件;接着引入广义凸-凹函数,给出 Mond-Weir型对偶模型,在广义凸性的假设下得

到对偶问题与原问题的强、弱对偶和逆对偶定理。研究结果丰富了优化理论的研究内容,并为求解多目标优化问题提供

了新的算法依据。
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多目标优化是运筹学的一个重要分支,它是指在一个问题中同时优化多个目标函数,而这些目标函数通常

相互冲突,即改善一个目标可能会导致其他目标的性能下降。由于多目标优化问题存在解为向量的特殊性,

Pareto[1]在1986年提出Pareto有效解和Pareto弱有效解的概念,包含了该类问题的所有最优解。多目标分式

优化[2]是多目标优化的一个特殊情况。多目标分式优化问题的目标函数通常是多个分式函数的组合,例如在资

源分配问题中,可能需要同时最小化成本与资源的比值和最大化效益与资源的比值等;这些分式函数通常具有

非线性和非凸性,求解难度较大。目前已有许多研究者对多目标优化问题进行了研究,并得到了大量的研究

成果[3-6]。
实际生活中存在着测量误差、不准确信息等因素,这让人们在处理如在生活中的资源分配、物流选址等优化

问题时会面临不确定数据的干扰;面对此类问题,众多研究者都进行了研究[7-10]。在不确定数据的影响下,要使

目标函数达到最优,常见的处理方法有随机规划和鲁棒优化[11-13]。Mulvey等人[14]在1995年首次提出鲁棒优化

的概念,即在最坏的情况下最小化目标函数,使得任意解均可行,进而得到较优解。鲁棒优化已成为一种重要的

处理不确定信息手段。李艳艳等人[15]和张晓青等人[16]针对具有不确定信息的多目标优化问题,借助鲁棒优化

的方法分别给出关于鲁棒解的标量化性质以及最优性条件;Chuong等人[17]使用广义微分和变分分析的工具,建
立了一类不等式和等式约束的多目标分式优化问题的最优性必要条件,利用广义凸函数得到了最优性充分条

件,并研究了它的对偶问题;Hong等人[18]借助 Mordukhovich极限子微分,研究了一类非光滑不确定多目标分

式优化问题,给出局部(弱)Pareto解的Fritz-John型和Karush-Kuhn-Tucker型最优性必要条件,利用极限子微

分定义广义凸-凹函数,在广义凸-凹性下研究最优性充分条件;Thu等人[19]建立了不确定半无限多目标分式优

化问题的Karush-Kuhn-Tucker型鲁棒最优性条件和对偶性;Sun等人[20]在在鲁棒优化的框架下,考虑了目标函

数和约束函数同时具有不确定参数且为凸函数的不确定单目标分式优化问题,给出单目标优化问题的最优解的

最优性条件;冯欣怡等人[21]借助Dinkelbach方法,将多目标优化分式优化问题转化为一般整式优化问题,在标

量化方法下建立了拟近似有效解的半无限优化问题的鲁棒最优性条件。
值得注意的是,对偶性也是研究原问题的一个重要途径,对偶问题可以提供关于原问题的更多信息,并且在

某些情况下可以更容易地求解。为研究已有文献中关于具有特定凸凹特性的非光滑多目标分式优化问题的对

偶问题,同时也为存在不确定数据的优化问题提供更有效的解决方案,并让该方案在不确定性普遍存在的各种
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现实世界场景中具有实际应用,受文献[17-19,21]启发,本文使用鲁棒优化的方法,在辅助规划下借助Gordan
择一定理和极大极小定理,建立了约束函数具有不确定数据和满足Extended

 

Mangasarian-Fromovitz约束的非

光滑多目标分式优化问题的最优性必要条件,并在引入的广义凸-凹性的假设下得到 Mond-Weir型鲁棒对偶问

题与原问题的对偶性。

1 预备知识

设Rn 为n 维欧氏空间,对于∀x=(x1,x2,…,xn)∈Rn 和∀y=(y1,y2,…,yn)∈Rn 规定:x≧y⇔xi≥yi,

i=1,2,…,n;x≥y⇔xi≥yi,i=1,2,…,n,但至少存在1个s,使得xs>ys;x>y⇔xi>yi,i=1,2,…,n。
定义1[22] 若存在常数κ>0满足:f(x)-f(y)≤κ x-y ,∀x,y∈Rn,则称f:Rn→R 为局部

Lipschitz函数。对局部Lipschitz函数f 在x 处沿d∈Rn 的方向导数定义为:f'(x;d)=lim
t→0+

f(x+td)-f(x)
t

,

在x 处沿着d∈Rn 的广义方向导数定义为:f°(x;d)=lim
x→x
 sup
t→0+

f(x+td)-f(x)
t

,若∀d∈Rn 都有f'(x;d)=

f°(x;d)成立,则称f 在x 处是Clarke正则的。f 在x 处的Clarke次微分表示为:∂f(x)={ξ∈Rn f°(x;d)≥
 

<ξ,d>,∀d∈Rn}。
引理1[23] (Gordan

 

择一定理)设φ(x)=(φ1(x),φ2(x),…,φl(x))为定义在凸集A⊆Rn 上的凸函数,那
么以下2个断言有且仅有1个成立:1)

 

φ(x)<0在x∈A 上有解;2)
 

∀x∈A,存在λ=(λ1,λ2,…,λl)∈Rl
+使得

λφ(x)≧0。
引理2[24] 若X⊆Rn,Y⊆Rm 为紧凸集,f:X×Y→R是一个连续函数,f(·,y):X→R关于固定y 是凸

的,f(x,·):Y→R关于固定x 是凹的,则inf
x∈X
 sup
y∈Y

f(x,y)=sup
y∈Y
inf
x∈X

 f(x,y)。

引理3[25] 对局部Lipschitz函数f:Rn→R及∀λ∈R,λ>0,x∈Rn,有∂(λf)(x)=λ∂f(x)成立。此外,对

fi:Rn→R(i=1,2,…,m),有∂(f1+f2+…+fm)(x)⊆∂f1(x)+∂f2(x)+…+∂fm(x)成立,若fi 均为凸函

数则等号成立。
引理4[25] 若f:Rn→R为局部Lipschitz的函数,则以下结论成立:1)

 

f°(x;d)为有限值,且 f°(x;d)≤
κ d ,d∈Rn,其中κ 为依赖于x 的常数;2)

 

∀x∈Rn,f°(x;·):Rn→R为凸函数;3)
 

∀d∈Rn,f°(x;d)=
max

ξ∈∂f(x)
{<ξ,d>}。

2 最优性条件

考虑如下非光滑多目标分式优化问题(NMFP):

min
 

F(x)= f1(x)
g1(x)

,f2(x)
g2(x)

,…,fl(x)
gl(x)  ,

s.t.
 

hj(x,vj)≤0,j=1,2,…,m,

x∈X⊂Rn,
其中:fi:Rn→R,gi:Rn→R,hj:Rn×Rq→R为局部Lipschitz的实值函数;vj∈ j 为不确定数据; j⊆Rq 为不确

定数据集。问题(NMFP)的可行集记为:C={x∈X:hj(x,vj)≤0,j=1,2,…,m}。
使用鲁棒优化的方法和理论[26],在任意情况下考虑问题(NMFP)的鲁棒对应问题(RNMFP):

min
 

F(x)= f1(x)
g1(x)

,f2(x)
g2(x)

,…,fl(x)
gl(x)  ,

s.t.
 

hj(x,vj)≤0,∀vj∈ j,j=1,2,…,m,

x∈X。
问题(RNMFP)的可行解集记为:􀼁={x∈X:hj(x,vj)≤0,∀vj∈ j}。记指标集J∶={1,2,…,m},∀j∈J,令

ψj(x)=max
 

hj(x,vj),对给定的x∈􀼁,记  *j ={vj∈ j:hj(x,vj)=ψj(x)},J(x)={j∈J:ψj(x)=0}。
关于次微分的定义,∀x∈􀼁,总是假设fi(x)≥0,gi(x)>0,i=1,2,…,l。
借助Bector等人[27]的方法,将多目标分式优化问题转化为与之等价的辅助整式优化问题,记φi(x)=
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fi(x)-sigi(x),其中si∈R+,引入如下辅助规划(RNMFP)S:

min
 

φ(x)=(φ1(x),φ2(x),…,φl(x)),

s.t.
 

hj(x,vj)≤0,∀vj∈Vj,j∈J,

x∈X。
定义2[19] 1)

 

令x∈􀼁,若∀x∈􀼁,有F(x)-F(x)∉-Rl
++成立,则称x 为问题(NMFP)的鲁棒弱有效解;

2)
 

令x∈􀼁,若∀x∈􀼁,有F(x)-F(x)∉-Rl
+\{0}成立,则称x 为问题(NMFP)的鲁棒有效解。

引理5[18]
 

令x∈􀼁,则以下2个命题成立:1)
 

x 是问题(NMFP)的鲁棒有效解的充要条件x∈􀼁 为问题

(RNMFP)S 的鲁棒有效解;2)
 

x 是问题(NMFP)的鲁棒弱有效解的充要条件x∈􀼁 为问题(RNMFP)S 的鲁棒弱

有效解。
为建立问题(NMFP)的鲁棒弱有效解的最优性必要条件,需对约束函数hj:X× j⊂Rn×Rq→R做出如下

假设:(A)
 

∀j∈J,hj(x,vj)关于第1个变量x 是Clarke正则的;(B)
 

∀j∈J,hj(x,vj)关于第1个变量x 是局

部Lipschitz函数。
定义3[22] 在问题(NMFP)中,x∈􀼁,若存在d∈Rn,∀vj∈ *j ,j∈J(x)使得hj°(x,vj;d)<0,则称x 满足

非光滑 Mangasarian-Fromovitz约束。

定理1 在问题(NMFP)中,满足假设(A)和(B),∀x∈􀼁,hj(x,·)在  j 上是凹函数,j∈J,si=
fi(x)
gi(x)

∈

R+,i=1,2,…,l,若x 为问题(NMFP)的鲁棒弱有效解,则存在(λ,μ,vj)∈Rl
+×Rm

+×R
q,其中:λ=(λ1,λ2,…,

λl),μ=(μ1,μ2,…,μm),vj∈ *j ,j∈J,使得:

0∈∑
l

i=1
λi(∂fi(x)-si∂gi(x))+∑

m

j=1
μj∂xhj(x,vj), (1)

μjhj(x,vj)=0,j∈J。 (2)

此外,若问题(RNMFP)在x 处满足非光滑Extended
 

Mangasarian-Fromovitz约束,则存在λ∈{Rl
+\0},vj∈ *j ,

j∈J 使得式(1)、(2)成立。
证明 首先说明关于d 的不等式φi°(x;d)<0,i=1,2,…,l,ψj°(x;d)<0,j∈J(x)在Rn 上无解。采用反

证法。假设存在d∈Rn 使得φi°(x;d)<0,i=1,2,…,l,ψj°(x;d)<0,j∈J(x)成立。

对xk→x,{xk}⊆Rn 的点列,∀εk
i>0必存在yk∈Rn 和tk>0,使得 yk-xk ≤εk

i,tk<εk
i,且有下式成立:

φi(yk+tkd)-φi(yk)
tk

≥φi°(xk;d)-εk
i。 (3)

令εk
i→0(k→∞),有yk→x,且式(3)的右侧收敛于φi°(x;d),可得:

lim
k→∞

φi(x+tkd)-φi(x)
tk

=lim
t→0+

 
supφ

i(x+td)-φi(x)
t ≤

lim
k→∞,t→0+

 
supφ

i(yk+td)-φi(yk)
t =φi°(x;d)<0,i=1,2,…,l。

故存在δ1i>0,使得当t∈(0,δ1i)时总有φi(x+td)<φi(x),i=1,2,…,l。因h 关于x 是正则的,有ψj°(x;d)=

ψ'j(x;d)=lim
t→0+

ψj(x+td)-ψj(x)
t <0,则存在δ2j>0,使得当t∈(0,δ2j)时总有ψj(x+td)<ψj(x)=0,j∈

J(x)。此外,当j∈J\J(x)时,同上,存在δ3j>0,∀t∈(0,δ3j)都有ψj(x+td)<0,j∈J\J(x)。令δ=min{δ1i,

δ2j,δ3j:i=1,2,…,l,j∈J},∀t∈(0,δ)有x+td∈􀼁,φi(x+td)<φi(x),i=1,2,…,l。这与x 为问题

(RNMFP)S 的弱有效解矛盾,所以关于d 的不等式φi°(x;d)<0,i=1,2,…,l,ψj°(x;d)<0,j∈J(x)在Rn 上

无解。
由引理1可知存在不全为0的λi∈R+,μj∈R+,j∈J(x),∀d∈Rn 有

∑
l

i=1
λiφi°(x;d)≥0 (4)
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和 ∑
j∈J(x)

μjψj°(x;d)≥0成立,从而有

∑
j∈J(x)

μjmax
 

hj°(x,vj;d)≥0 (5)

成立。将d∈Rn 固定,令 H(v1,…,vm)= ∑
j∈J(x)

μjhj°(x,vj;d),取 (v1,…,vm),(v'1,…,v'm)∈∏
m

j=1
 

 *j 和α∈

(0,1),可得:

H(α(v1,…,vm)+(1-α)(v'1,…,v'm))=

∑
j∈J(x)

μjhj°(x,αvj +(1-α)v'j;d)= ∑
j∈J(x)

μjh'j(x,αvj +(1-α)v'j;d)=

lim
t→0+

∑
j∈J(x)

μjhj(x+td,αvj +(1-α)v'j)- ∑
j∈J(x)

μjhj(x,αvj +(1-α)v'j)

t ≥

lim
t→0+

α∑
j∈J(x)

μjhj(x+td,vj)+(1-α)∑
j∈J(x)

μjhj(x+td,v'j)

t -

lim
t→0+

α∑
j∈J(x)

μjhj(x,vj)+(1-α)∑
j∈J(x)

μjhj(x,v'j)

t =

αlim
t→0+

∑
j∈J(x)

μjhj(x+td,vj)- ∑
j∈J(x)

μjhj(x,vj)

t +(1-α)lim
t→0+

∑
j∈J(x)

μjhj(x+td,v'j)- ∑
j∈J(x)

μjhj(x,v'j)

t =

α∑
j∈J(x)

μjh'j(x,vj;d)+(1-α)∑
j∈J(x)

μjh'j(x,v'j;d)=α∑
j∈J(x)

μjhj°(x,vj;d)+

(1-α)∑
j∈J(x)

μjhj°(x,v'j;d)=αH(v1,…,vm)+(1-α)H(v'1,…,v'm))。

因此 ∑
j∈J(x)

μjψj°(x;d)关于vj 是凹的。将式(4)、(5)相加有∑
l

i=1
λiφi°(x;d)+ ∑

j∈J(x)
μjmax

vj∈ *
j

 

hj°(x,vj;d)≥0,因

此,∀d∈Rn 都有:inf
d∈Rn

max
vj∈ *

j
∑
l

i=1
λiφi°(x;d)+ ∑

j∈J(x)
μjhj°(x,vj;d)  ≥0。

由引理4中的结论2)可知∑
l

i=1
λiφi°(x;d)+ ∑

j∈J(x)
μjhj°(x,vj;d)关于第1个变量x 是凸的,且存在vj∈ *j

关于第2个变量vj 是凹的;由引理2可知 max
vj∈ *

j
 

inf
d∈Rn
∑
l

i=1
λiφi°(x;d)+ ∑

j∈J(x)
μjhj°(x,vj;d)  ≥0;再由引理3和

引理4中的结论3)可知,∀d∈Rn 有下式成立:

maxinf
d∈Rn ∑

l

i=1
λimax{<ξi-siηi,d>:ξi∈∂fi(x),ηi∈∂gi(x)}+ 
∑

j∈J(x)
μjmax{<ζj,d>:ζj∈∂xhj(x,vj)} ≥0。

因此 max
ξi∈∂fi(x),ηi∈∂gi(x),ζj∈∂xhj(x,vj)

 
inf
d∈Rn

<∑
l

i=1
λiξi-∑

l

i=1
λisiηi+ ∑

j∈J(x)
μjζj,d>≥0。 取d 的反方向-d 有:

max
ξi∈∂fi(x),ηi∈∂gi(x),ζj∈∂xhj(x,vj)

inf
d∈Rn

<∑
l

i=1
λiξi-∑

l

i=1
λisiηi+ ∑

j∈J(x)
μjζj,-d>=

- max
ξi∈∂fi(x),ηi∈∂gi(x),ζj∈∂xhj(x,vj)

inf
d∈Rn

<∑
l

i=1
λiξi-∑

l

i=1
λisiηi+ ∑

j∈J(x)
μjζj,d>≥0,

所以∑
l

i=1
λiξi-∑

l

i=1
λisiηi+ ∑

j∈J(x)
μjζj =0,因而有0∈∑

l

i=1
λi(∂fi(x)-si∂gi(x))+ ∑

j∈J(x)
μj∂xhj(x,vj)成立。

但当j∉J(x)时,取μj=0,从而有0∈∑
l

i=1
λi(∂fi(x)-si∂gi(x))+∑

m

j=1
μj∂xhj(x,vj)和μjhj(x,vj)=0,

j=1,2,…,m 成立。另外,当J(x)=∅时,取μj≡0。若当在x 处满足Extended
 

Mangasarian-Fromovitz约束

时,假设λi=0,取μi∈R+且不全为0,由引理4中的结论3)可知:
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∑
j∈J(x)

μjψj°(x;d)= ∑
j∈J(x)

μj max
ζj∈∂xhj(x,vj)

{<ζj,d>}= max
ζj∈∂xhj(x,vj)

<∑
j∈J<x)

μjζj,d>  <0。 (6)

另一方面由于λi=0,再由引理3有0∈∑
m

j=1
μj∂xhj(x,vj)=∂x∑

m

j=1
μjhj(x,vj)成立,故存在ζj∈∂xhj(x,vj)

使得∑
m

j=1
μjζj =0,其中:μj=0:j∈J\J(x)。这与式(6)矛盾,故有λi≥0,但不全为0。 证毕

下面给出1个例子验证定理1的结论。
例1 考虑如下不确定非光滑分式优问题(NMFP)1:

min
 

F(x)= f1(x)
g1(x)

,f2(x)
g2(x)  ,

s.t.
 

h(x,v)≤0。
令 􀼁=R,fi:R→R,gi:R→R,i=1,2,h:R× →R,其中  =[0,1]。令:

f1(x)=
1
3x+1

,x<0

x+1,x≥0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,g1(x)=x2+2,f2(x)=x2+2,g2(x)=x2+1,

h(x,v)=vx2,v∈ \{0},h(x,0)=
-
1
2x
,x<0

-x,x≥0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

。

当x=0时,∂f1(x)=
1
3
,1􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,∂g1(x)=∂f2(x)=∂g2(x)={0},∂xh(x,v)={0},v∈ \{0},∂xh(x,0)=

-1,-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 , *=[0,1],取λ=(λ1,λ2)=(0,1)∈R2+,μ=0∈R+,则式(1)、(2)成立,因此x=0为问题

(NMFP)1 的鲁棒弱有效解;当v=0时,∂xh(x,0)= -1,-
1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,∀d∈R++,总有hj°(x,0;d)<0满足非光滑

的Extended
 

Mangasarian-Fromovitz约束,此时对λ∈{R2+\0}都有式(1)、(2)成立,且x=0为鲁棒弱有效解。

3 Mond-Weir型对偶

由于可以通过对偶性来研究原始鲁棒优化问题的最优性条件,因此具有不确定数据集的鲁棒多目标分式优

化问题的对偶性在非线性优化中占据重要位置。本节给出原多目标鲁棒优化问题(NMFP)的 Mond-Weir型对

偶(ONMFDP)模型:

max
 

s=(s1,s2,…,sl),  

s.t.
 

0∈∑
l

i=1
λi(∂fi(y)-si∂gi(y))+∑

j∈J
μj∂yhj(y,vj),

μjhj(y,vj)≥0,j∈J,

λi∈Rl
+,μj∈Rm

+,vj∈ *j ,

si=
fi(y)
gi(y)

,i=1,2,…,l,

并在广义凸-凹性下讨论问题(ONMFDP)的弱对偶定理和强对偶定理。它的可行集定义为:

􀼁D = (y,λ,μ,vj)∈ 􀼁×Rl
+×Rm

+× *j :0∈∑
l

i=1
λi(∂fi(y)- 

si∂gi(y))+∑
j∈J

μj∂yhj(y,vj),μjhj(y,vj) ≥0。
定义4 令(y,λ,μ,vj)∈􀼁D,1)

 

若不存在(y,λ,μ,vj)使得s-s∈Rl
++,则称(y,λ,μ,vj)为问题

(ONMFDP)的弱有效解;2)
 

若不存在(y,λ,μ,vj)使得s-s∈Rl
+\{0},则称(y,λ,μ,vj)为问题(ONMFDP)的

有效解。
定义5[18] 1)

 

若∀x∈Rn,ξi∈∂f(x),ηi∈∂g(x),i=1,…,l,ζj∈∂hj(x,vj),j∈J,存在d∈Rn,使得

fi(x)-fi(x)≥<ξi,d>,gi(x)-gi(x)≤<ηi,d>,hj(x,vj)-hj(x,vj)≥<ζj,d>成立,则称(f,g,h)在x∈Rn
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处是广义凸-凹的;2)
 

若∀x∈Rn,ξi∈∂f(x),ηi∈∂g(x),i=1,…,l,ζj∈∂hj(x,vj),j∈J,存在d∈Rn,使得

fi(x)-fi(x)><ξi,d>,gi(x)-gi(x)≤<ηi,d>,hj(x,vj)-hj(x,vj)≥<ζj,d>成立,则称(f,g,h)在x∈Rn

处是严格广义凸-凹的。
定理2 (弱对偶)令x∈􀼁,(y,λ,μ,vj)∈􀼁D,1)

 

若(f,g,h)在y 处是广义凸-凹的,则s-s∉Rl
++;2)

 

若

(f,g,h)在y 处是严格广义凸-凹的,则s-s∉Rl
+\{0}。

证明 采用反证法,首先证明1)。假设s-s∈Rl
++,即:

F(y)-F(x)∈Rl
++。 (7)

由于(y,λ,μ,vj)∈􀼁D,则有:0∈∑
l

i=1
λi(∂fi(y)-si∂gi(y))+∑

j∈J
μj∂yhj(y,vj),因此存在ξ*

i ∈∂fi(y),η*
i ∈

∂gi(y),ζ*
j ∈∂yhj(y,vj),使得0=∑

l

i=1
λi(ξ*

i -siη*
i )+∑

j∈J
μjζ*

j 。

由于(f,g,h)在y 处是广义凸-凹的,则对ξ*
i ,η*

i ,ζ*
j ,d∈Rn,有:

0=<∑
l

i=1
λi(ξ*

i -siη*
i )+∑

j∈J
μjζ*

j ,d>≤
∑
l

i=1

[λi(f(x)-f(y))-si(g(x)-g(y))]+∑
j∈J

[μj(hj(x,vj)-hj(y,vj))]=

∑
l

i=1

[λi(f(x)-si(g(x))]-∑
l

i=1

[λi(f(y)-si(g(y))]+∑
j∈J

[μj(hj(x,vj)-hj(y,vj))]=

∑
l

i=1

[λi(f(x)-si(g(x))]+∑
j∈J

[μj(hj(x,vj)-hj(y,vj))],

因此

0≤∑
l

i=1

[λi(f(x)-si(g(x))]+∑
j∈J

[μj(hj(x,vj)-hj(y,vj))]。 (8)

又因x∈􀼁,(y,λ,μ,vj)∈􀼁D,总有∑
j∈J

μjhj(x,vj)≤0,∑
j∈J

μjhj(y,vj)≥0,结合式(8)有0≤∑
l

i=1

[λi(f(x)-

si(g(x))]。 则至少存在1个k0∈{1,2,…,l},使得0≤fk0
(x)-sk0

(gk0
(x)),也即

fk0
(y)

gk0
(y)
≤
fk0
(x)

gk0
(x)
。这与式

(7)矛盾,故假设不成立,所以对x∈􀼁,s-s∉Rl
++是成立的。

接下来证明2)。假设s-s∈Rl
+\{0},有:

F(y)-F(x)∈Rl
+\{0}, (9)

且存在ξ*
i ∈∂fi(y),η*

i ∈∂gi(y),ζ*
j ∈∂yhj(y,vj),使得0=∑

l

i=1
λi(ξ*

i -siη*
i )+∑

j∈J
μjζ*

j 。根据(f,g,h)在y

处的严格广义凸-凹性,与以上证明方法类似,可以得到:

0<∑
l

i=1

[λi(f(x)-si(g(x))]+∑
j∈J

[μj(hj(x,vj)-hj(y,vj))]

和

0<∑
l

i=1

[λi(f(x)-si(g(x))]。

则至少存在1个k0∈{1,2,…,l},使得:

0<fk0
(x)-sk0

(gk0
(x)),

也即
fk0
(y)

gk0
(y)
<
fk0
(x)

gk0
(x)
。这与式(9)矛盾,故假设不成立,因而对于∀x∈􀼁 有s-s∉Rl

+\{0}。 证毕

以例1中的问题(NMFP)1 为例,考虑它对应的 Mond-Weir型对偶(ONMFDP)1。
例2 问题(NMFP)1 的 Mond-Weir型对偶(ONMFDP)1 为:

max
 

F(y)=
f1(y)
g1(y)

,f2(y)
g2(y)  ,
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s.t.
 

(y,λ,μ,v)∈􀼁D。

当y=0时,取λ=(λ1,λ2)=(0,1)∈R2+,μ=0∈R+,∀v∈ ,有式(1)和式(2)成立,因此有(y,λ,μ,v)∈

􀼁D。但取x=-1∈􀼁 时,有s= 1
2
,2  -s= 2

9
,3
2  ∈R2++。在y=0处,有η2=0∈∂g2(y),∀d∈R总有

g2(x)-g2(y)=1>0=<η2,d>,也即(f,g,h)在y 处不满足广义凸-凹性,所以定理2不成立。
定理3 (强对偶)设x∈􀼁 为问题(NMFP)的鲁棒弱有效解,满足假设(A)和(B),hj(x,·)关于  j 是凹函

数,则存在(λ,μ,vj)∈Rl
+ ×Rm

+ ×Rq 使得:1)
 

若(f,g,h)在y 处是广义凸-凹的,则(x,λ,μ,vj)是问题

(ONMFDP)的弱有效解;2)
 

若(f,g,h)在y 处是严格广义凸-凹的,则(x,λ,μ,vj)是问题(ONMFDP)的有

效解。
证明 由于x 满足假设(A)和(B),hj(x,·)关于  j 是凹函数且为鲁棒弱有效解,由定理1可知:

0∈∑
l

i=1
λi(∂fi(x)-si∂gi(x))+∑

m

j=1
μj∂xhj(x,vj),

μjhj(x,vj)=0,j=1,2,…,m。
从而总有x∈􀼁D。

1)
 

由(f,g,h)在y 处的广义凸-凹性,结合定理2中的1)可知,对∀(y,λ,μ,vj)∈􀼁D,有s-s∉Rl
++,由定

义3可得(x,λ,μ,vj)是问题(ONMFDP)的弱有效解。

2)
 

由(f,g,h)在y 处的严格广义凸-凹性,结合定理2中的2)可知,∀(y,λ,μ,vj)∈􀼁D,有s-s∉Rl
+\

{0}。
所以(x,λ,μ,vj)是问题(ONMFDP)的有效解。 证毕

定理4 (逆对偶)令∀x∈􀼁,(x,λ,μ,vj)∈􀼁D,1)
 

若(f,g,h)在x 处是广义凸-凹的,则x 是问题(NMFP)

的鲁棒弱有效解,(x,λ,μ,vj)是问题(ONMFDP)的弱有效解;2)
 

若(f,g,h)在x 处是严格广义凸-凹的,则x 是

问题(NMFP)的鲁棒有效解,(x,λ,μ,vj)是问题(ONMFDP)的有效解。

证明 使用反证法,首先证明1)。假设x 不是问题(NMFP)的鲁棒弱有效解,则存在x~∈􀼁 使得hj(x
~,vj)≤

0,F(x~)-F(x)∈-Rl
++,也即φ(x

~)∈-Rl
++。由(x,λ,μ,vj)∈􀼁D 可知:

∑
l

i=1

[λi(f(x~)-si(g(x~))]<0。 (10)

根据x~∈􀼁,(x,λ,μ,vj)∈􀼁D 可得∑
j∈J

μjhj(x
~,vj)≤0和∑

j∈J
μjhj(x,vj)≥0,因此有:

∑
j∈J

[μj(hj(x
~,vj)-hj(x,vj))]≤0。 (11)

与定理2中1)的证明类似,用x 替换y,将x 换成x~,结合式(11)和(f,g,h)在x 处的广义凸-凹性,对ξ*
i ∈

∂fi(x),η*
i ∈∂gi(x),ζ*

j ∈∂xhj(x,vj),∀d∈Rn,有:

∑
l

i=1

[λi(f(x~)-si(g(x~))]≥

∑
l

i=1

[λi(f(x~)-si(g(x~))]+∑
l

i=1

[λi(f(x)-si(g(x))]+∑
j∈J

[μj(hj(x
~,vj)-hj(x,vj))]=

∑
l

i=1

[λi((f(x~)-f(x))-si(g(x~)-g(x))]+∑
j∈J

[μj(hj(x
~,vj)-hj(x,vj))]≥

<∑
l

i=1
λi(ξ*

i -siη*
i )+∑

j∈J
μjζ*

j ,d>=0。
这与式(10)矛盾,从而有x 是(NMFP)的鲁棒弱有效解。

另一方面,假设(x,λ,μ,vj)不是问题(ONMFDP)的弱有效解,因此存在(x,λ,μ,vj)使得s-s∈Rl
++,由定

理2中的1)可知s-s∉Rl
++,因而(x,λ,μ,vj)是问题(ONMFDP)的弱有效解。

类似于1)的证明方法可以得到2)中的结论。 证毕
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4 结束语

本文主要研究了不确定非光滑多目标分式优化问题。使用鲁棒优化和Bector等人[27]的方法,将多目标分

式优化问题转化为整式优化问题,再借助Gordan择一定理和极大极小定理建立了最优性必要条件,并在非光滑

的Extended
 

Mangasarian-Fromovitz约束下建立最优性必要条件;引入Hong等人在文献[18]中定义的广义凸-
凹函数,在广义凸性的假设下研究了对偶问题与原问题的对偶性,推广了该文献中的结果。这些结论不仅使得

优化理论内容更加丰富,也为求解多目标优化问题提供了新的算法依据。
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Abstract:
 

The
 

nonsmooth
 

multiobjective
 

fractional
 

robust
 

optimization
 

problem
 

is
 

investigated.
 

By
 

employing
 

the
 

Gordan
 

alternative
 

theorem
 

and
 

minimax
 

theorem,
 

necessary
 

optimality
 

conditions
 

are
 

established
 

under
 

nonsmooth
 

Extended
 

Mangasarian-Fromovitz
 

constraint
 

qualifications.
 

Subsequently,
 

generalized
 

convex-concave
 

functions
 

are
 

introduced.
 

A
 

Mond-Weir
 

type
 

dual
 

model
 

is
 

then
 

proposed.
 

Under
 

generalized
 

convexity
 

assumptions,
 

strong
 

duality,
 

weak
 

duality,
 

and
 

converse
 

duality
 

theorems
 

between
 

the
 

dual
 

problem
 

and
 

the
 

original
 

problem
 

are
 

derived.
 

These
 

results
 

enrich
 

the
 

theoretical
 

framework
 

of
 

optimization
 

theory
 

and
 

provide
 

new
 

algorithmic
 

foundations
 

for
 

solving
 

multiobjective
 

optimization
 

problems.
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