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摘要:提出一种求解非凸多目标优化问题的凸上逼近方法。首先,通过ε-约束法将多目标优化问题转化为单目标优化问

题;其次,利用一类凸上估计函数对非凸约束函数进行逼近,构造一系列凸松弛子问题,设计了序列参数凸逼近算法;然
后,在适当的条件下,证明算法产生的迭代序列收敛到原多目标优化问题的 KKT点;最后,通过数值实验来验证算法的

可行性。
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多目标优化在工程设计[1]、机器学习[2-3]、投资组合优化[4]等多个领域有着广泛的应用。然而,由于实际问

题存在复杂性,许多多目标优化问题呈现非凸结构。因此,如何有效求解非凸多目标优化问题成为了广受研究

者关注的课题。
求解非凸多目标优化问题的常用方法有多种,其中包括标量化方法和凸逼近方法。标量化方法是指将多目

标优化问题转化为与之对应的单目标优化问题进行求解,主要包括线性标量化方法和非线性标量化方法。非线

性标量 化 方 法 主 要 用 于 处 理 非 凸 多 目 标 优 化 问 题,例 如ε-约 束 法[5-6]、Hybrid法[7]、Benson法[8]、加 权

Chebyshev范数法[9-10]等。这些方法无需在凸性假设下即能建立多目标优化问题(弱)有效解的标量化结果。凸

逼近方法则主要作用于目标空间,通过多面体集序列逼近原多目标问题的(弱)有效(近似)值集。1998年,

Benson[11]针对多目标线性规划问题提出了一类外部逼近算法。该算法通过线性规划对偶问题的解构造切割超

平面,从而构造多面体集序列去逼近弱有效值集。2011年,Ehrgott等人[12]将Benson的外部逼近算法推广到求

解凸多目标非线性规划问题,提出了一类近似版本的Benson算法。该算法基于可微情况下的一阶线性近似,构
造近似的线性多目标优化问题,再借助Benson算法,进而获得内外逼近集序列。2014年,Löhne等人[13]考虑凸

向量优化问题,推广了Benson外逼近算法并给出相应的对偶变体。该算法给出了上凸的内外逼近集,并且可用

于目标函数和约束函数不可微的情况;同时,在每次迭代时,只需求解1个标量凸优化问题,提高了算法效率。

2016年,Thang等人[14]考虑广义凸多目标优化问题,基于像集的法线方向构造切割超平面,提出一种新型外部

逼近法,以获得该问题的近似弱有效值集,并证明了该算法的收敛性。2022年,Dörfler等人[15]将Löhne提出的

原始算法推广到有界凸向量优化问题,通过求解凸二次子问题获得内外逼近集之间的Hausdorff距离,提出一种

高效的选择规则选择顶点。然而,以上讨论的凸逼近方法更适用于凸或广义凸性质的多目标优化问题。
另一种凸逼近方法是将非凸问题转化为一系列更易求解的凸优化问题,从而逐步逼近原问题的解。Zhu等

人[16]针对带盒子约束的非凸多目标优化问题,基于αBB凸化方法,通过划分盒子构造了一系列凸松弛子问题,
实现了非凸多目标优化问题的分段凸化。该工作利用分段凸化问题的近似(弱)有效解集,建立了与原问题全局

(弱)有效解集的逼近结果,展现了类似于夹逼定理的良好结构。通过控制盒子的宽度,设计了αBB凸化算法,并
证明了该算法能够获得非凸多目标优化问题的全局有效解子集。此处的αBB方法用于对原非凸函数的凸下估

计。Beck等人[17]针对非凸单目标优化问题提出了一种通用的序列参数凸逼近算法,该算法的基本思想是在每
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次迭代中,通过使用凸上估计函数代替非凸函数,构造一系列凸松弛子问题,从而利用这些问题的解序列逼近原

问题的解。受此启发,本文针对非凸多目标优化问题,结合标量化方法,基于凸上估计思想,构造一系列凸松弛

子问题,进而逼近原非凸多目标优化问题的解。

1 预备知识

为方便后续讨论,先给出一些符号说明。设y1,y2∈Rp,序关系y1≺y2 表示y1
i<y2

i(i=1,…,p)。此外,

y1⪯y2 表示y1
i≤y2

i(i=1,…,p)且y1≠y2,而y1≦y2 表示y1
i≤y2

i(i=1,…,p)。记:

Rp
+={y∈Rp:y≧0},Rp

++={y∈Rp:y≻0}。
设X,Y 为集合,X 与Y 的笛卡尔积记作X×Y,表示为X×Y={(x,y):x∈X,y∈Y}。

1.1 基本概念和定义

本文考虑如下非凸多目标优化问题:
 

(MOP)
 

min
 

f(x)=(f1(x),…,fp(x))T,

s.t.gj(x)≤0,j=1,…,m,

x∈Rn。
其中:目标函数fi(i=1,…,p):Rn→R是连续可微凸函数,约束函数gj:Rn→R(1≤j≤q)(q≤m)是连续可微

非凸函数,且约束函数gj:Rn→R(q+1≤j≤m)是连续可微凸函数。显然,当q=m 时,所有约束函数gj(1≤
j≤m)均是非凸函数。为方便,记问题(MOP)的可行集为:

X={x∈Rn:g(x)=(g1(x),g2(x),…,gm(x))T≦0}。
假设可行集X 为非空有界集。

下面给出问题(MOP)的(弱)有效解的概念。
定义1[16] 设x̂∈X,有:

1)
 

称x̂ 为问题(MOP)的弱有效解(或弱Pareto最优解),如果不存在x∈X,使得f(x)≺f(x̂);

2)
 

称x̂ 为问题(MOP)的有效解(或Pareto最优解),如果不存在x∈X,使得f(x)⪯f(x̂)。
所有有效解组成的集合称为多目标优化问题的Pareto最优解集,Pareto最优解集中每个解对应的目标值向

量组成的集合称为Pareto前沿。
定义2[17] 称Gi(x,y)为非凸函数gi(x)的凸上估计函数,如果存在集合Y⊆Rr(r为正整数),以及连续函

数Gi:Rn×Y→R满足:

gi(x)≤Gi(x,y),∀x∈Rn,∀y∈Y,

并且存在连续函数ψi:Rn→Rr 使得对任意给定的点x∈Rn,向量y=ψi(x)∈Y 满足:

gi(x)=Gi(x,y),顔gi(x)=顔xGi(x,y), (1)
其中:对于给定的y,函数Gi(·,y)是连续可微凸函数。

定义3[18] 称问题(MOP)在可行点x*∈X 满足Karush-Kuhn-Tucker条件,如果存在λ*∈Rp,μ*∈Rm,
使得:

顔f(x*)λ*+顔g(x*)μ*=0,

g(x*)Tμ*=0,

λ*>0,μ*≧0。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

满足这一条件的x*称为问题(MOP)的KKT点。
引理1[19] (Karush-Kuhn-Tucker必要性条件)假设x*是如下问题的局部最小值点:

(P)
 

min
 

f(x),
s.t.

 

gi(x)=0,i∈E={1,…,q},

gi(x)≤0,i∈I={q+1,…,m},

x∈Rn。
其中:f,gi 是Rn 到R上的连续可微函数,并且假定x*是正则点,则存在向量μ*=(μ*

1 ,…,μ*
m)T,使得:
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顔f(x*)+∑
m

i=1
μ*

i 顔gi(x*)=0,

μ*
igi(x*)=0,gi(x*)≤0,μ*

i ≥0,i∈I,

gi(x*)=0,i∈E。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

 

通常,称上式为问题(P)的Karush-Kuhn-Tucker条件,满足这一条件的点x*称为问题(P)的KKT点。

1.2 ε-约束法

ε-约束法是求解多目标优化问题常用的标量化方法之一。基本思想是通过最小化1个原始目标函数,并将

其余目标函数转化为约束条件,从而构建并求解如下的ε-约束问题:
(Pl,ε)

 

min
x∈Rn

fl(x),

s.t.
 

fk(x)≤εk,k=1,…,p,k≠l,

gj(x)≤0,j=1,…,m。
其中:ε=(ε1,…,εp)∈Rp。易知问题(Pl,ε)是非凸单目标优化问题。为了后续讨论方便,记函数:

gm+k(x)=fk(x)-εk(k=1,…,l-1),gm+k-1(x)=fk(x)-εk(k=l+1,…,p),
由于fk(x)(k=1,…,p)是连续可微凸函数,故gj(x)(j∈{m+1,…,m+p-1})也是连续可微凸函数。从而

问题(Pl,ε)可以重新表述为如下形式:
(Pl,ε)

 

min
x∈Rn

 fl(x),

s.t.
 

gj(x)≤0,j∈{1,…,m,m+1,…,m+p-1}。
(3)

定义4[20] 若问题(Pl,ε)的一个可行点x*∈Xε 使得gi(x*)=0,则称不等式约束gi(x)≤0为x*的有效

约束。反之,若有gi(x*)<0,则称不等式约束gi(x)≤0为x*的非有效约束。称所有在x*处的有效约束的下

标组成的集合

I(x*)={i∈{1,…,m+p-1}:gi(x*)=0}
为x*处的有效约束指标集,简称x*处的有效集。

定义5[17] 称问题(Pl,ε)的可行点x*是正则点,如果有效约束在x*点的梯度集{顔gi(x*)}i∈I 是线性无关

的,其中I={i∈{1,…,m+p-1}:gi(x*)=0}。
基于ε-约束法,通过问题(Pl,ε)的最优解,可以获得非凸多目标优化问题(MOP)的(弱)有效解。

定理1[21] 1)
 

如果存在l∈{1,…,p}使得x̂ 是问题(Pl,ε)的最优解,则x̂ 是问题(MOP)的弱有效解;

2)
 

如果存在l∈{1,…,p}使得x̂ 是问题(Pl,ε)的唯一最优解,则x̂ 是问题(MOP)的有效解;

3)
 

可行解x̂∈X 是问题(MOP)的有效解,当且仅当存在ε∈Rp 使得对于所有l∈{1,…,p},x̂ 都是问题

(Pl,ε)的最优解。

2 非凸多目标优化问题的凸上逼近方法

本节研究一种求解非凸多目标优化问题的凸上逼近方法。该方法主要借助ε-约束法将多目标优化问题转

化为单目标优化问题,并采用一类凸上估计函数替代非凸约束函数,构造一系列凸松弛子问题,再设计序列参数

凸逼近算法进行求解。
首先给出序列参数凸逼近算法中常用的一类凸上估计函数Gi(x,xk)。考虑非凸函数gi(x)(i=1,…,q)在

xk 处的如下二次函数逼近:

Gi(x,xk)=gi(xk)+顔gi(xk)T(x-xk)+
1
2αi,k x-xk

2。 (2)

为了保证Gi(x,xk)的凸性以及在局部区域上不等式gi(x)≤Gi(x,xk)成立,故可通过在点xk 处的两点拟合方

法[22]估计因子αi,k,即:

αi,k=maxβ,2
gi(xk-1)-[gi(xk)+顔gi(xk)T(xk-1-xk)]

xk-1-xk
2  ,

其中:β≥0。易知,Gi(x,xk)满足式(1),即Gi(x,xk)为非凸函数gi(x)在xk 附近的凸上估计函数。
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基于Beck等人[17]提出的单目标序列参数凸逼近算法框架,给出如下求解问题(MOP)的凸上逼近方法。
算法 凸上逼近方法(MUCA):
步骤1,给定ε∈Rp,原多目标问题(MOP)转化为单目标优化问题(Pl,ε)。
步骤2,给定问题(Pl,ε)的任意可行初始点x0,β>0,ρ>0,αi,0>0。令k∶=0。
步骤3,计算凸上估计函数Gi(x,xk),由式(2)可得。
步骤4,计算如下凸松弛子问题的解xk+1:

(Pl,ε)k min
 

fl(x),

s.t.
 

Gi(x,xk)≤0,i=1,…,q,

gj(x)≤0,j=q+1,…,m+p-1,

x∈Rn。
步骤5,若问题(Pl,ε)在xk+1 处近似满足KKT条件,即:

min
λ∈Rn
{顔xL(xk+1,λ)2 λ≧0;若

 

gi(xk+1)<0,λi=0}≤ρ,

其中:L(x,λ)=fl(x)+∑
m+p-1

i=1
λigi(x)是(Pl,ε)的Lagrangian函数,则算法终止;否则,令k∶=k+1,返回步骤3。

注1 在步骤4,将非凸约束函数gi(x)(i=1,…,q)分别替换为凸上估计函数Gi(x,xk)(i=1,…,q),从而

将非凸问题(Pl,ε)转化为凸子问题(Pl,ε)k。
下面引理表明:MUCA方法产生的可行点序列的函数值是单调非递增的,即 MUCA方法是一个下降方法。

为了方便,记凸子问题(Pl,ε)k 的可行集为Xε,k,问题(Pl,ε)的可行集为Xε。
引理2 给定ε∈Rp,l∈{1,…,p}。设{xk}是由 MUCA方法生成的序列。则对每一个k≥0,都有:

1)
 

Xε,k⊆Xε;
2)

 

xk∈Xε,k-1∩Xε,k;

3)
 

xk 是(Pl,ε)的可行点;

4)
 

fl(xk+1)≤fl(xk)。
证明 1)

 

对于任意k≥0,i=1,…,q,可知gi(x)≤Gi(x,xk)≤0。这意味着对任意x∈Xε,k,都会满足问题

(Pl,ε)中的约束条件,即x∈Xε。
2)

 

由于点xk 是问题(Pl,ε)k-1 的最优解,故xk∈Xε,k-1⊆Xε。又由于Gi(xk,xk)=gi(xk)≤0,因此xk∈
Xε,k。

3)
 

由1)和2)可知,xk∈Xε,k⊆Xε,则xk 是问题(Pl,ε)k 的可行点。

4)
 

由2)可知,xk 是问题(Pl,ε)k 的可行点,而xk+1 是问题(Pl,ε)k 的最优解,从而有fl(xk+1)≤fl(xk)。
证毕

推论1 给定ε∈Rp,l∈{1,…,p}。设xk 是由 MUCA方法生成的序列,则函数值序列{fl(xk)}收敛。
证明 由引理2的4)可知,序列{fl(xk)}是非增的。此外,由于问题(Pl,ε)的可行集是非空有界集,且

fl(x)是连续函数,从而{fl(xk)}是下有界的。因此,{fl(xk)}是收敛序列。 证毕

3 收敛性分析

本节借助标量化问题(Pl,ε),在某些正则条件下,MUCA方法生成的迭代序列收敛到原多目标优化问题

(MOP)的KKT点。
首先给出关于连续可微函数的重要性质,这在收敛性证明中起着重要的作用。
引理3[17] 设f:Rn→R在非空凸紧集S⊆Rn 上是连续可微且严格凸的函数,那么f 在集合S 上是强凸

函数。
为了建立 MUCA方法的收敛性,下面给出原多目标问题(MOP)的KKT点与标量化问题(Pl,ε)的KKT点

之间的关系。
引理4 如果标量化问题(Pl,ε)在点x*处满足KKT条件,则原多目标优化问题(MOP)在点x*处也会满足

KKT条件。
证明 如果标量化问题(Pl,ε)在点x*处满足KKT条件,即存在非负数μ*

1 ,…,μ*
m+p-1∈R+使得:

17第2期              霍紫燕,等:非凸多目标优化问题的凸上逼近方法



顔fl(x*)+ ∑
m+p-1

i=1
μ*

i 顔gi(x*)=0, (3)

μ*
igi(x*)=0,i=1,…,m+p-1。 (4)

将式(3)展开为:

顔fl(x*)+∑
m

i=1
μ*

i 顔gi(x*)+∑
l-1

j=1
μ*

m+j 顔(fj(x*)-εj)+∑
p-1

k=l
μ*

m+k 顔(fk+1(x*)-εk+1)=0,

由于εj(j∈{1,…,p}\{l})是常数,因此顔(fj(x*)-εj)=顔fj(x*),j∈{1,…,p}\{l},故上式可化简为:

顔fl(x*)+∑
m

i=1
μ*

i 顔gi(x*)+∑
l-1

j=1
μ*

m+j 顔fj(x*)+∑
p-1

k=l
μ*

m+k 顔fk+1(x*)=0。

令λ*=(μ*
m+1,…,μ*

m+l-1,1,μ*
m+l,…,μ*

m+p-1)T∈Rp,μ*=(μ*
1 ,…,μ*

m)T∈Rm,易知,λ*,μ*≥0,因此,存在非

负向量λ*,μ*使得:
顔f(x*)λ*+顔g(x*)μ*=0。 (5)

又由式(4)可知:

μ*
igi(x*)=0,i=1,…,m,

即:

g(x*)Tμ*=0。 (6)
结合式(5),(6)可知,存在非负向量λ*,μ*使得:

顔f(x*)λ*+顔g(x*)μ*=0,g(x*)Tμ*=0。
因此,原多目标问题(MOP)在点x*处也满足KKT条件。 证毕

注2 上述引理表明:若x*是问题(Pl,ε)的KKT点,则它一定是问题(MOP)的KKT点。但反之并不一定

成立,因为标量化问题(Pl,ε)的约束条件比问题(MOP)多,因此互补松驰条件并不等价。
定理2 给定ε∈Rp,l∈{1,…,p},设{xk}是由 MUCA方法生成的序列。如果目标函数fl 在可行集的凸

包上是严格凸的,且序列{xk}的聚点x*是正则点,则点x*是问题(MOP)的KKT点。
证明 给定ε∈Rp,l∈{1,…,p}后,问题(MOP)转化为单目标优化问题(Pl,ε)。下面针对问题(Pl,ε)进行

讨论。由引理3可知,严格凸的目标函数fl 在凸紧可行集Xk+1 上是强凸函数。因此,存在c>0使得,对任意

k≥0,都满足:

fl(xk)-fl(xk+1)≥<xk-xk+1,顔fl(xk+1)>+cxk-xk+1
2。 (7)

由引理2的结论2)可知,xk 是问题(Pl,ε)k 的可行点,且xk+1 为问题(Pl,ε)k 的最优解,从而由问题(Pl,ε)k 的最

优性条件[23]可得:
<xk-xk+1,顔fl(xk+1)>≥0。 (8)

结合式(7),(8)可得:

fl(xk)-fl(xk+1)≥cxk-xk+1
2。 (9)

由推论1可知,序列{fl(xk)}收敛,因此由式(9)可知 xk-xk+1 →0,即序列{xk}是Rn 中的柯西点列。假设x*

是序列{xk}的极限点,易知x*是问题(Pl,ε)的可行点。下面证明x*是问题(Pl,ε)的KKT点。
因lim

k→∞
 
xk=x*,故:

xk→x*,且xk-1→x*。 (10)
设I表示问题(Pl,ε)在x*处的有效约束指标集,Ik 表示问题(Pl,ε)k-1 在xk 处的有效约束指标集,即:

I={i∈{1,…,m+p-1}:gi(x*)=0},

Ik={i∈{1,…,q}:Gi(xk,xk-1)=0}∪{j∈{q+1,…,m+p-1}:gj(xk)=0}。
令k→∞,由式(10)及gj,Gi 的连续性,可得:

gj(xk)→gj(x*),j=q+1,…,m+p-1,

Gi(xk,xk-1)→Gi(x*,x*)=gi(x*),i=1,…,q。
由以上2式可知,存在正整数K1 使得:

Ik⊆I,∀k≥K1。 (11)
因为顔fl,顔xGi,顔gj(i=1,…,q,j=q+1,…,m+p-1)都是连续函数,故当k→∞时,可得:
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顔fl(xk)→顔fl(x*),
顔xGi(xk,xk-1)→顔xGi(x*,x*)=顔gi(x*),i=1,…,q,

顔gj(xk)→顔gj(x*),j=q+1,…,m+p-1。
上述式子表明,问题(Pl,ε)k-1 的所有约束函数的梯度都会收敛到对应的问题(Pl,ε)的约束函数梯度。由于x*是

正则点,再结合包含关系式(11),这意味着存在正整数K2>K1,使得对任意的k>K2,xk 为问题(Pl,ε)k-1 的正

则点。因此,对任意的k>K2,问题(Pl,ε)k-1 在点xk 处满足 KKT条件,即存在非负数μk
1,…,μk

m+p-1∈R+ 使

得:

顔fl(xk)+∑
q

i=1
μk

i 顔xGi(xk,xk-1)+ ∑
m+p-1

j=q+1
μk

j 顔gj(xk)=0,

μk
iGi(xk,xk-1)=0,i=1,…,q,

μk
jgj(xk)=0,j=q+1,…,m+p-1。 (12)

记vk∶=-顔fl(xk)(k>K2),且定义矩阵Ak 中的列向量对应指标集I的约束函数梯度,即:
{顔xGi(xk,xk-1)}i∈{1,…,q}∩I∪{顔gj(xk)}j∈{q+1,…,m+p-1}∩I。

由式(11)和问题(Pl,ε)k-1 的互补松弛条件可知μk
i=0,∀i∉I。

因此,式(12)可简化为Akηk=vk,其中ηk=(μk
i)i∈I 是对应I 的所有乘子向量。记v∶=-顔fl(x*),并且

定义矩阵A 的列向量为顔gj(x*)j∈{1,…,m+p-1}∩I,那么可知Ak→A,且vk→v。此外,由于xk,x*是正则点,故A
和Ak(∀k>K2)都是列满秩的,因此,有ηk=(AT

kAk)-1AT
kvk。

易知,ηk→(ATA)-1ATv。由于:

μk
i=

ηk
j,i∈I,

0,i∉I。 
 

故μk
i 存在极限,记为μ*

i ≥0,并且令k→∞,从而问题(Pl,ε)k-1 的KKT条件的极限为:

顔fl(x*)+∑
i∈I

μ*
i 顔gi(x*)=0,μ*

igi(x*)=0,i∈I。

记μ*
i =0,i∉I,故有:

顔fl(x*)+ ∑
m+p-1

i=1
μ*

i 顔gi(x*)=0,μ*
igi(x*)=0,i=1,…,m+p-1。

因此,x*是问题(Pl,ε)的KKT点。再由引理4,x*是问题(MOP)的KKT点。 证毕

注3 由以上讨论可知,当问题(MOP)的目标函数中,除了第l个外,其余都是非凸函数时,也可以通过

MUCA方法获得问题(MOP)的KKT点。

4 数值实验

本节所有数值实验均在一台配置为Intel(R)
 

Core(TM)
 

i5-13500H
 

CPU@
 

2.60
 

GHz、16
 

GB
 

运行内存的

64位 Windows
 

11操作系统笔记本电脑上运行。实验环境采用 MATLAB
 

R2023a。
在所有例子中参数设置如下:取允许误差β=10-5,ρ=10-20,αi,0=10-5。NSGA-Ⅱ算法在问题1、问题2、

问题4及问题5的种群大小为500,最大迭代次数为100。问题3的种群大小为1
 

500,最大迭代次数为300。
例1 考虑如下非凸多目标优化问题(问题1)[24]:

min
 

f1(x1,x2)=(x1+x2-7.5)2+
(x2-x1+3)2

4
, 

f2(x1,x2)=
(x1-1)2

4 +
(x2-4)2

2
,

s.t.
 

g1(x1,x2)=
(x1-2)3

2 +x2-2.5≤0,

g2(x1,x2)=x1+x2-8(x2-x1+0.65)2-3.85≤0,
0≤x1≤5;0≤x1≤3。

其中:目标函数f1,f2 均为凸函数,约束函数g1,g2 为非凸函数。
现选取指标l=1,问题(Pl,ε)的初始点x0=(1,3)T。图1红色部分是在区间[0.5,2.5]中均匀选取参数ε
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下,由 MUCA方法生成的数值结果;绿色部分是由 NSGA-Ⅱ算法生成的数值结果。NSGA-Ⅱ算法给出了

Pareto前沿面,图1表明,MUCA方法生成的结果会与NSGA-Ⅱ算法的部分解相同,因此MUCA算法可以得到

该问题的近似有效解。
例2 考虑如下具有非凸目标函数的非凸多目标优化问题(问题2)[25]:

min
 

f1(x1,x2)=
1
4
[(x1-1)4+2(x2-2)4],

f2(x1,x2)=(x2-x2
1)2+(1-x1)2,

s.t.
 

x∈R2。
其中:目标函数f1 为凸函数,f2 为非凸函数。

现选取指标l=1,问题(Pl,ε)的初始点x0=(0,0)T。图2红色部分是在区间[0,2]中均匀选取参数ε下,由

MUCA方法生成的数值结果;绿色部分是由NSGA-Ⅱ算法生成的数值结果。NSGA-Ⅱ算法给出了Pareto前沿

面,图2表明,MUCA方法生成的结果会与NSGA-Ⅱ算法的部分解相同,因此,针对含有非凸目标函数的非凸多

目标优化问题,MUCA算法依然可以获得它的近似有效解。

图1 MUCA方法和NSGA-Ⅱ算法在

问题1上获得的近似Pareto前沿面

Fig.1 The
 

approximate
 

Pareto
 

front
 

obtained
 

by
 

the
 

MUCA
 

method
 

and
 

the
 

NSGA-Ⅱ
 

algorithm
 

for
 

problem
 

1

图2 MUCA方法和NSGA-Ⅱ算法在

问题2上获得的近似Pareto前沿面

Fig.2 The
 

approximate
 

Pareto
 

front
 

obtained
 

by
 

the
 

MUCA
 

method
 

and
 

the
 

NSGA-Ⅱ
 

algorithm
 

for
 

problem
 

2

例3 考虑如下具有3个目标函数的非凸多目标优化问题(问题3):

min
 

f1(x1,x2)=(x1-2)2+(x2-2)2,

f2(x1,x2)=2x1+3x2,

f3(x1,x2)=sin
 

x1+x3
2,

s.t.
 

0≤x1,x2≤5。
其中:目标函数f1,f2 为凸函数,f3 为非凸函数。

现选取目标函数为凸函数的指标l=1,问题(Pl,ε)的初始点x0=(0,0)T。图3展示了在区间[0,9]中均匀选

取参数ε 的情况下,MUCA算法生成的数值结果。图4中增加了由 NSGA-Ⅱ算法生成的数值结果,给出了

Pareto前沿面。由图4可见,MUCA方法生成的结果会与NSGA-Ⅱ算法的部分解相同,因此,MUCA算法同样

可以获得该问题的近似有效解。
例4 考虑如下非凸多目标优化问题[26](问题4):

min
 

f1(x1,x2)=x2
1+3x2

2+1,

f2(x1,x2)=
1

x2
1+x2

2+1
,

s.t.
 

-3≤x1,x2≤3。
其中:目标函数f1 为凸函数,f2 为非凸函数。
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现选取指标l=1,问题(Pl,ε)的初始点x0=(3,3)T。图5红色部分是在区间[0.1,2]中均匀选取参数ε下,
由MUCA方法生成的数值结果;绿色部分是由NSGA-Ⅱ算法生成的数值结果。NSGA-Ⅱ算法给出了Pareto前

沿面,图5表明,MUCA方法生成的结果会与NSGA-Ⅱ算法的部分解相同。因此,MUCA算法可以获得它的近

似有效解。

图3 MUCA方法在问题3上

获得的近似Pareto前沿面

Fig.3 The
 

approximate
 

Pareto
 

front
 

obtained
 

by
 

the
 

MUCA
 

method
 

for
 

problem
 

3

图4 MUCA方法NSGA-Ⅱ算法在

问题3上获得的近似Pareto前沿面

Fig.4 The
 

approximate
 

Pareto
 

front
 

obtained
 

by
 

the
 

MUCA
 

method
 

and
 

the
 

NSGA-Ⅱ
 

algorithm
 

for
 

problem
 

3

例5 考虑如下非凸多目标优化问题[27](问题5):

min
 

f1(x1,x2)=x1,     

f2(x1,x2)=
1+x2

x1
,

s.t.
 

g1(x1,x2)=-9x1-x2+6≤0,

g2(x1,x2)=-9x1+x2+1≤0,

0.1≤x1≤1,0≤x2≤5。
其中:目标函数f1 为凸函数,f2 为非凸函数,约束函数g1,g2 均为凸函数。

现选取指标l=1,问题(Pl,ε)的初始点x0=(1,0)T。图6红色部分是在区间[1,7]中均匀选取参数ε下,由
MUCA方法生成的数值结果;绿色部分是由NSGA-Ⅱ算法生成的数值结果。NSGA-Ⅱ算法给出了Pareto前沿

面,图6表明,MUCA方法生成的结果会与NSGA-Ⅱ算法的部分解相同,因此,MUCA算法可以获得它的近似

有效解。

图5 MUCA方法和NSGA-Ⅱ算法在

问题4上获得的近似Pareto前沿面

Fig.5 The
 

approximate
 

Pareto
 

front
 

obtained
 

by
 

the
 

MUCA
 

method
 

and
 

the
 

NSGA-Ⅱ
 

algorithm
 

for
 

problem
 

4

图6 MUCA方法和NSGA-Ⅱ算法在

问题5上获得的近似Pareto前沿面

Fig.6 The
 

approximate
 

Pareto
 

front
 

obtained
 

by
 

the
 

MUCA
 

method
 

and
 

the
 

NSGA-Ⅱ
 

algorithm
 

for
 

problem
 

5
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5 结论

目前,针对非凸多目标优化问题,现有文献大多采用通过凸下估计函数构造凸松弛问题的求解方法。因此,
本文提出了一种新的思路,通过利用凸上估计函数构造一系列凸松弛问题,建立了一种凸上逼近方法。该方法

通过标量化手段将多目标问题转化为单目标问题,进而利用凸上估计函数将非凸问题转化为凸问题。在适当条

件下,本文证明了所构造的凸松弛子问题的解序列收敛至原多目标优化问题的KKT点。此外,数值实验表明,
通过 MUCA方法可以有效获得非凸多目标优化问题的近似有效解。
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Theory
 

and
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of
 

Multi-Objective
 

Optimization

An
 

Convex
 

Upper
 

Approximation
 

Method
 

for
 

Non-Convex
 

Multi-Objective
 

Optimization
 

Programs

HUO
 

Ziyan,
 

TANG
 

Liping
(National

 

Center
 

for
 

Applied
 

Mathematics
 

in
 

Chongqing,
 

Chongqing
 

Normal
 

University,
 

Chongqing
 

401331,
 

China)

Abstract:
 

A
 

convex
 

upper
 

approximation
 

method
 

for
 

non-convex
 

multi-objective
 

optimization
 

problems
 

is
 

presented.
 

First,
 

the
 

multi-objective
 

optimization
 

problem
 

is
 

transformed
 

into
 

a
 

single-objective
 

optimization
 

problem
 

using
 

the
 

ε-constraint
 

method.
 

Second,
 

a
 

class
 

of
 

convex
 

upper
 

estimation
 

function
 

is
 

used
 

to
 

approximate
 

the
 

non-convex
 

constraint
 

function,
 

and
 

a
 

series
 

of
 

convex
 

relaxation
 

subproblems
 

are
 

constructed.
 

A
 

sequential
 

parametric
 

convex
 

approximation
 

algorithm
 

is
 

designed.
 

Third,
 

under
 

appropriate
 

conditions,
 

it
 

is
 

proven
 

that
 

the
 

iterative
 

sequence
 

generated
 

by
 

the
 

algorithm
 

converges
 

to
 

the
 

KKT
 

point
 

of
 

the
 

original
 

multi-objective
 

optimization
 

problem.
 

Finally,
 

numerical
 

experiments
 

are
 

conducted
 

to
 

verify
 

the
 

feasibility
 

of
 

the
 

algorithm.
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