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摘要:为研究群体博弈Nash均衡的存在性以及Levitin-Polyak适定性(后简称LP适定性),首先分别借助辅助优化问题

以及Fan-KKM引理建立群体博弈Nash均衡的存在性结果;其次引入LP适定性的概念,讨论群体博弈LP适定性在近

似解集中的度量刻画;最后建立群体博弈LP适定性成立的充分性条件。在上0-水平闭和拟凸的条件下,建立了群体博

弈问题Nash均衡的存在性和LP适定性;在较弱的条件下建立群体博弈问题 Nash均衡的存在性,提出群体博弈问题

Nash均衡的LP适定性并建立它成立的充分性条件。
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博弈论是以数学为基础来研究博弈行为中最优决策问题的一门学科,它不仅是现代数学的一个分支,还是

运筹学的重要组成部分[1-3]。在现实生活中,许多博弈问题涉及大规模大群体之间的策略互动情形,而群体博弈

则为这一情形提供了一个统一分析框架。群体博弈是分析个体大量竞争环境下博弈问题的有力工具,是博弈论

中一个新兴的研究方向,且已被广泛应用于生物学、社会学等多个学科领域的研究中。群体博弈的思想起源于

1950年Nash在博士论文中对混合策略均衡解做了“群体行动”的解释[4],遗憾的是这一解释直到Nash获得诺

贝尔经济学奖后才引起博弈论研究者的广泛注意[5-7]。2011年,Sandholm[8]正式提出了群体博弈的基本模型,
为群体博弈的研究提供了重要的理论依据;2016年,Yang等人[9]在此基础上将群体博弈从单目标情形扩展到多

目标情形。2021年,Zhao等人[10]考虑了有限理性下含参群体博弈均衡的稳定性。
解的存在性是许多数学问题研究的重要内容。2011年,Sandholm[8]证明了当支付函数连续时,群体博弈至

少存在1个Nash均衡。2017年,Yang等人[11]研究了当支付函数连续时,多目标群体博弈问题的弱Pareto-
Nash均衡的存在性。2021年,Zhao等人[10]同样在支付函数连续的情况下得到了含参群体博弈Nash

 

均衡的存

在性。
适定性是许多非线性问题稳定性研究的重要课题之一。非线性数学问题的适定性大致分为 Hadamard适

定性、Tikhonov适定性和Levitin-Polyak适定性(后简称LP适定性)。这3种类型的适定性已经在许多不同模

型情况下得到研究和推广,例如标量优化问题、向量优化问题、平衡问题、不动点问题等[12-16]。近些年来,研究者

针对博弈问题提出了适定性的概念。2016年,Zeng等人[17]证明了一类广义多主从博弈弱Pareto-Nash均衡的

存在性和LP适定性。Khanh等人[18]研究了含参广义多目标博弈的稳定性及LP适定性。2017年,Yang等

人[19]研究了具有非空α-核的抽象经济问题集合的 Hadamard适定性。2021年,Jia等人[20]对稳定群体博弈

Nash均衡的存在性进行了研究,并得到了稳定群体博弈的Tikhonov适定性和 Hadamard适定性结果。然而,
针对群体博弈问题Nash均衡的适定性研究成果目前还较为少见。

受上述研究的启发,本文考虑对群体博弈Nash均衡的存在性以及LP适定性进行研究,首先借助优化问题

以及Fan-KKM引理得到了群体博弈Nash均衡的存在性结果,然后引入LP适定性的概念建立了群体博弈LP
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适定性成立的充分性条件。

1 预备知识

本节主要介绍一些基本的符号、定义和性质,首先介绍群体博弈的模型。
设有群体博弈问题PG,记为PG=(P,X,F),其中P={1,2,…,N}是由 N≥1个群体组成的社会。当

N=1时,表示单群体博弈。在每个群体p∈P 中,有大量但有限的个体,这些个体从有限集Sp={1,2,…,np}
中独立选择纯策略,其中np∈N+表示群体p 中纯策略的总数,np 的数量可能因群体而异。群体p 中个体总量

份额为mp>0,相应的群体状态集为:Xp={xp=(xp
1,xp

2,…,xp
np)∈Rnp

+ :xp
1+xp

2+…+xp
np=mp},其中:xp

i 表

示群体p 中选择策略i∈Sp 的个体份额。令n=∑
p∈P

np 表示整个社会的纯策略总数。

此外,X =∏
p∈P

Xp ={x=(x1,x2,…,xN)∈Rn
+:xp ∈Xp}表示整个社会的状态集,其中x=(x1,x2,…,

xN)∈X 表示所有群体的一次行动状态。F:X→Rn 表示整个社会的支付函数,其中每个群体中的每个策略都

有一个支付向量,即:F(x)=(F1(x),…,Fp(x),…,FN(x)),∀x∈X,∀p∈P,且Fp:X→Rnp
表示群体p 对

应于Sp 的支付向量即Fp(x)=(Fp
1(x),Fp

2(x),…,Fp
np(x)),Fp

i:X→R表示群体p 中代理人选择策略i∈Sp

的支付函数。
定义1[21] 设PG=(P,X,F)是一个群体博弈问题。若社会状态x∈X 满足:∀y∈X,有<F(x),y-x>≤0,

则称x 为群体博弈问题PG的Nash均衡。群体博弈问题PG的Nash均衡解集记为S(F)。
注1 由文献[20]可知,群体博弈问题PG的 Nash均衡x 可等价定义为:∀i,j∈Sp,p∈P,有xp

i≥0⇒

Fp
i(x)≥Fp

j(x)。

定义2[22] 设X 是一个Banach空间,g:X→R是一个扩展实值函数,x0∈X。

1)
 

g(x)>g(x0)⇒g(x)>lim
 

sup
 

g(xn),∀xn→x0,则称g 在x0 处是上伪连续的。若-g 在x0 处是上伪

连续的,则称g 在x0 处是下伪连续的。若g 在x0 处既是上伪连续的,又是下伪连续的,则称g 在x0 处伪连续。

2)
 

若对任意的序列{xn},xn→x0,有g(xn)≥0,
 

∀n⇒g(x0)≥0,则称g 在x0 处是上0-水平闭的。若-g
在x0 处是上0-水平闭的,则称g 在x0 处是下0-水平闭的。若g 在x0 处既是上0-水平闭的,又是下0-水平闭

的,则称g 在x0 处是0-水平闭的。

3)
 

若对任意的序列{xn},xn→x0,{εn}⊂R+,εn→0有g(xn)+εn≥0,
 

∀n⇒g(x0)≥0,则称g 在x0 处是强

上0-水平闭的。若-g 在x0 处是强上0-水平闭的,则称g 在x0 处是强下0-水平闭的。
注2 由文献[22]可知,若g 是上(下)伪连续的,且0∈g(X),则g 是上(下)0-水平闭的。
引理1[23] 设K 是一个Banach空间X 的紧子集。若g:X→R在K 是上伪连续的,则g 在K 中至少存在

1个极大化点。
定义3[24] 设X 是一个Banach空间,g:X→R是一个实值函数。若∀x,y∈X,t∈[0,1],且:

g(tx+(1-t)y)≤max{g(x),g(y)},
则称函数g 是拟凸的。

定义4[25] 设A 是X 的非空子集。集值映射T:A→2X 被称作KKM映射当且仅当对A 的任意有限子集

{y1,y2,…,ym},有conv({y1,y2,…,ym})⊆∪
m

i=1
T(yi)。

引理2[25] (Fan-KKM引理)设A 是X 的非空子集,集值映射T:A→2X 是一个具有闭值的KKM 映射。

若存在y0∈A,使得T(y0)是紧集,则∩
y∈A

T(y)≠∅。

定义5 若存在序列{εn}⊆R+,且εn→0,使得距离函数d(xn,X)≤εn,且<F(xn),y-xn>-εn≤0,∀y∈

X,则称序列{xn}⊆Rn
+是群体博弈问题PG的Levitin-Polyak近似解序列(后简称LP序列)。

定义6 若:1)
 

群体博弈问题PG的解集S(F)非空;2)
 

对任一LP序列{xn},存在它的子序列{xnk
}使得

xnk→x∈S(F)。则称群体博弈问题PG是广义Levitin-Polyak适定的(后简称广义LP适定的)。
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注3 若群体博弈问题PG是广义LP适定的,则它的解集是非空紧集。
定义7[26] 设K 是一个Banach空间X 的紧子集,μ:K×K→R。μ(x,y)≤μ(x,z)+μ(z,y),∀x,y,z∈

K,则称μ 满足三角不等式。
引理3[27] 设g:X→R是一个实值函数。若g 在X 上是伪连续的,则有:

g(x1)<g(x2)⇒(g(x1),g(x2))∩g(X)≠∅。
引理4[27] 设g:X→R是一个实值函数,则g 在X 上是伪连续的当且仅当g(x)<g(z)⇒存在x,z的邻域

Nx,Nz,使得:g(x')<g(z'),∀x'∈Nx,∀z'∈Nz。

定义8[25] 设G:X→2Y 是一个集值映射,x∈X。

1)
 

若对Y 中满足G(x)⊆U 的开集U,存在x 的开邻域V,使得G(x')⊆U,∀x'∈V,则称集值映射G 在x
处是上半连续的。

2)
 

若对Y 中满足G(x)∩U≠∅的任意开集U,存在x 的开邻域V,使得G(x')∩U≠∅,∀x'∈V,则称集值

映射G 在x 处是下半连续的。

3)
 

如果集值映射G 在x 处既是上半连续的又是下半连续的,则称集值映射G 在x 处是连续的。如果集值

映射G 在每一点x∈X 处都是连续的,则称集值映射G 在X 上是连续的。
引理5[28] 若G 是紧值的,则G 在x 处是上半连续的当且仅当对X 中任一满足xn→x 的序列{xn},且对

G(xn)中任一序列{yn},存在{ynk
}⊂{yn},使得ynk→y∈G(x)。

2 Nash均衡的存在性结果

本节在2个不同条件下建立群体博弈问题PG的Nash均衡的存在性定理。首先在伪连续的条件下,借助一

个极大化问题,得到群体博弈问题PG的Nash均衡的存在性定理;然后在拟凸的条件下,借助引理2,得到群体

博弈问题PG的Nash均衡的另一个存在性结果。

∀x,y∈X,令函数Φ(x,y)=<F(x),x-y>,Φ(y,x)=-Φ(x,y)=<F(x),y-x>。
定理1 设X 是非空紧的,若:

1)
 

对∀y∈X,Φ(·,y)在X 上是伪连续的;

2)
 

Φ 满足三角不等式。
则群体博弈问题PG的Nash均衡解集S(F)是非空紧的。

证明 首先证明群体博弈问题PG的Nash均衡解集S(F)是非空的,借助如下优化问题来证明。对y∈X
构造如下优化问题:max

x∈X
 
Φ(x,y)。因为X 是紧集,Φ(·,y)是伪连续的,所以由引理1可知,存在极大化点x∈

X,即Φ(x,y)≥Φ(x',y),∀x'∈X。又因Φ 满足三角不等式,所以有Φ(x,y)≥Φ(x,y)-Φ(y,y)≥0,∀y∈
X。因此x∈S(F)。

下证S(F)是紧集。因为X 是紧集且S(F)⊆X,所以只需要证明S(F)是闭集。用反证法,假设S(F)不是

闭集,则存在序列{xn}⊂S(F),且有:

xn→x0, (1)
但x0∉S(F)。因此,存在y0∈X,使得Φ(x0,y0)<0=Φ(y0,y0)。又因为Φ(·,y)在x0 处是伪连续的,所以

Φ(·,y)在x0 处是上伪连续的,结合{xn}⊂S(F)和式(1)有0>lim
 

sup
 

Φ(xn,y0)≥0,从而构成矛盾。故x0∈
S(F),S(F)是闭集。 证毕

定理2 设X 是非空紧凸集。若:

1)
 

∀y∈X,Φ(·,y)在X 是上0-水平闭的;

2)
 

∀x∈X,Φ(x,·)在X 是拟凸的。
则群体博弈问题PG的Nash均衡解集S(F)非空紧。

证明 设y∈X,考虑集合 Ψ(y)={x∈X Φ(x,y)≥0}。显然,Ψ(y)≠∅,且S(F)=∩y∈XΨ(y)。设

{xn}⊆Ψ(y)且xn→x'。因为Φ(·,y)在X 是上0-水平闭的,Φ(xn,y)≥0,所以有Φ(x',y)≥0,从而x'∈
Ψ(y)。由此可得Ψ(y)是闭集。进而由X 是紧集可得Ψ(y)是紧集。因为S(F)=∩y∈XΨ(y),所以S(F)是
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紧集。下证y Ψ(y)是一个KKM映射。用反证法,假设y Ψ(y)不是一个KKM映射,则存在X 的有限

子集{y1,y2,…,ym},且有y0∈conv({y1,y2,…,ym});但y0∉Ψ(yi),∀i∈{1,2,…,m},即有:

Φ(y0,yi)<0,∀i∈{1,2,…,m}。 (2)

因为y0∈conv({y1,y2,…,ym}),所以存在λi≥0,∀i∈{1,2,…,m},∑
m

i=1
λi=1,使得:

y0=∑
m

i=1
λiyi。 (3)

因为Φ(y0,·)在X 是拟凸的,所以有Φ y0,∑
m

i=1
λiyi  ≤max1≤i≤m

{Φ(y0,yi)}。 由式(2)、(3)可得0=Φ(y0,y0)=
 

Φ y0,∑
m

i=1
λiyi  ≤max1≤i≤m

{Φ(y0,yi)}<0,从而构成矛盾,所以y Ψ(y)是一个KKM映射。进而由引理2可

得S(F)=∩y∈XΨ(y)≠0。 证毕

3 LP适定性

本节讨论群体博弈问题PG的LP适定性。首先给出群体博弈问题PG广义LP适定性的度量刻画,并举例

加以说明;然后建立群体博弈问题PG的LP适定性的充分性条件。下面给定群体博弈问题PG的近似解集。

∀ε>0,定义群体博弈问题PG的近似解集为:

M(ε)∶={x∈Rn
+ <F(x),y-x>-ε≤0,∀y∈X,d(x,X)≤ε},

∀x,y∈X,函数Φ(x,y)=<F(x),x-y>,函数Ω(y,x)=-Φ(x,y)=<F(x),y-x>。
定理3 群体博弈问题PG是广义LP适定的当且仅当它的解集S(F)是非空紧的,且当ε→0时,函数

e(M(ε),S(F))→0, (4)
其中:e(M(ε),S(F))=supa∈M(ε)d(a,S(F)),d(a,S(F))=infb∈S(F)a-b 。

证明 先证必要性。设群体博弈问题PG是广义LP适定的,则S(F)是非空紧的。下证式(4)成立。用反

证法,假设当ε→0时,e(M(ε),S(F))→/ 0。因此,存在α>0,εn>0,εn→0以及xn∈M(εn),使得:

d(xn,S(F))≥α。 (5)
因为xn∈M(εn),所以{xn}是群体博弈问题PG的LP近似解序列。因此,存在{xn}的子序列{xnk

},使得xnk→
x∈S(F)。这与式(5)相矛盾。

再证充分性。设S(F)非空紧的且式(4)成立。设{xn}是群体博弈问题PG的LP序列,所以存在{εn}⊆
R+,εn→0,使得d(xn,X)≤εn 且<F(xn),y-xn>-εn≤0,∀y∈X,所以{xn}⊆M(εn)。由式(4)可知,存在

{zn}⊆S(F),使得:

xn-zn →0。 (6)
因为S(F)是紧集,所以存在{zn}的子序列{znk

},使得znk→x0∈S(F)。因此由式(6)知,存在{xn}的子序列

{xnk
},使得xnk→x0∈S(F)。故群体博弈问题PG是广义LP适定的。 证毕

例1 考虑双策略单群体博弈问题,即P={1},S1={1,2};它的状态集X={x=(x1
1,x1

2)∈R2+ x1
1+x1

2=1},

∀x=(x1
1,x1

2)∈X。设相应于策略1和策略2的支付函数(向量)分别为F(x)=(F1(x),F2(x))T=(3x1
1+

5x1
2,4x1

1+2x1
2)T。

显然,上述双策略单群体博弈问题的Nash均衡S(F)= 1
4
,3
4    ,M(ε)= 1

4-ε
,3
4-ε    ,且当ε→0

时,e(M(ε),S(F))→0。所以由定理3知,该单双策略群体博弈问题是广义LP适定的。
例2 考虑双群体博弈问题,其中每个群体博弈都有2个纯策略,即P={1,2},p∈P,Sp={1,2},它的群体

状态集Xp= xp=(xp
1,xp

2)∈R2+|xp
1+xp

2=
1
2  ,故社会状态集为X=X1×X2。设c,k 为2个实常数,∀x=

(x1,x2)∈X,有F1(x)=(F1
1(x),F1

2(x))T=(c,c)T,F2(x)=(F2
1(x),F2

2(x))T=(k,k)T。

显然,每个x=(x1,x2)∈X 都是上述双群体博弈问题的Nash均衡,即S(F)=X,而且M(ε)=X'(∀x'∈

301第2期          曾 静,等:群体博弈Nash均衡的存在性和Levitin-Polyak适定性



X',d(x',X)≤ε)。因为X 是紧集,且当ε→0时,e(M(ε),S(F))→0。所以由定理3知,该双群体博弈问题是

广义LP适定的。
定理4 设X 是非空紧集。若:

1)
 

∀y∈X,Φ(·,y)在X 上是伪连续的;

2)
 

Φ 满足三角不等式。
则群体博弈问题PG是广义LP适定的。

证明 由定理1可知,S(F)≠∅。设{xn}是LP序列,下证存在{xn}的子序列{xnk
},使得xnk→x∈S(F)。

因为{xn}是LP序列,所以存在{εn}⊆R+,且εn→0,使得:

d(xn,X)≤εn, (7)

且<F(xn),y-xn>-εn≤0,∀y∈X。

因为X 是紧集,所以∀n∈N,存在x̂n∈X,使得d(xn,x̂n)=d(xn,X)。不失一般性,设x̂n→x。由式(7)可

得d(xn,x)≤d(xn,x̂n)+d(x̂n,x)≤εn+d(x̂n,x)。因为当n→∞时,x̂n→x,所以对上式取极限可得xn→x。
从而对{xn}的任意子序列{xnk

},有xnk→x。因此,只需证x∈S(F)。
用反证法,假设x 不是群体博弈问题PG的解,则存在y∈X,使得Φ(x,y)=<F(x),x-y><0。又因为

Φ(y,y)=0,所以Φ(x,y)<Φ(y,y)。因为∀y∈X,Φ(·,y)在 X 上是伪连续的,所以由引理3可知,存在

z∈X,使得Φ(x,y)<Φ(z,y)<Φ(y,y)。由引理4可知,存在x 的邻域O,使得Φ(x',y)<Φ(z,y)<Φ(y,y),

∀x'∈O。这意味着:

Ω(y,x')>Ω(y,z)>Ω(y,y),∀x'∈O。 (8)
因为xn→x,所以存在正整数K1,使得当n>K1 时,有xn∈O。结合式(8)可得Ω(y,xn)-Ω(y,y)>0。又因为

{εn}⊆R+,且εn→0,所以存在正整数K>K1,使得当n>K 时,有Ω(y,xn)-Ω(y,y)>εn,即有:
<F(xn),y-xn>-εn>0,

这与{xn}是LP序列矛盾,由此定理4得证。 证毕

引理6 设X 是非空紧的。若:

1)
 

∀y∈X,Φ(·,y)在X 是强上0-水平闭的;

2)
 

∀x∈X,Φ(x,·)在X 是拟凸的。
则M 在0处是上半连续且是紧值的。

证明 用反证法。假设 M 在0处不是上半连续,则存在满足 M(0)⊆U 的开集U,∀εn→0,存在xn∈
M(εn),但xn∉U。因为xn∈M(εn),所以有:

d(xn,X)≤εn, (9)
且有:

<F(xn),y-xn>-εn≤0,∀y∈X。 (10)

由式(9)可知,存在x'n∈X,使得d(xn,x'n)≤d(xn,X)+
1
n≤εn+

1
n
。因为X 是紧集,所以不失一般性,设x'n→

x'∈X,则有d(xn,x')≤d(xn,x'n)+d(x'n,x')≤εn+
1
n+d(x'n,x')。对上式取极限可得:lim

n→∞
d(xn,x')≤

lim
n→∞

εn+
1
n+d

(x'n,x')  =0,所以xn→x'∈X。

下证x'∈M(0)。用反证法,假设x'∉M(0),则存在y'∈X,使得:

Φ(x',y')=-Ω(y',x')=<F(x'),x'-y'><0。 (11)
因为∀y∈X,Φ(·,y)在X 是强上0-水平闭的,所以由式(10)可得<F(x'),x'-y>≥0,∀y∈X,即<F(x'),y-
x'>≤0,∀y∈X,这与式(11)矛盾。故x'∈M(0)⊆U,这与xn∉U 矛盾。因此,M 在0处是上半连续。因为

M(0)=S(F),所以由定理2可知,M 在0处是紧值的。 证毕

定理5 设X 是非空紧的,若:
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1)
 

∀y∈X,Φ(·,y)在X 是强上0-水平闭的;

2)
 

∀x∈X,Φ(x,·)在X 是拟凸的。
则群体博弈问题PG是LP适定的。

证明 由定理2可知,S(F)是非空紧的。设{xn}是群体博弈问题PG的LP序列,则存在序列{εn}⊆R+,

εn→0,使得d(xn,X)≤εn,且<F(xn),y-xn>-εn≤0,∀y∈X,进而可得,xn∈M(εn)。又由引理5和引理6
可知,存在{xn}的子序列{xnk

},使得xnk→x0∈M(0)=S(F)。故群体博弈问题PG是LP适定的。 证毕
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Abstract:
 

The
 

existence
 

of
 

Nash
 

equilibrium
 

and
 

sufficient
 

conditions
 

of
 

Levitin-Polyak
 

well-posedness
 

for
 

population
 

games
 

(LP
 

well-posedness,
 

for
 

short)
 

are
 

investigated.
 

Firstly,
 

by
 

taking
 

advantage
 

of
 

an
 

auxiliary
 

optimization
 

problem
 

and
 

Fan-KKM
 

lemma
 

respectively,
 

existence
 

results
 

of
 

Nash
 

equilibrium
 

for
 

population
 

games
 

are
 

obtained.
 

Secondly,
 

LP
 

well-posedness
 

for
 

population
 

games
 

is
 

introduced,
 

and
 

the
 

metric
 

characterization
 

of
 

LP
 

well-posedness
 

in
 

the
 

behavior
 

of
 

approximate
 

solution
 

set
 

for
 

population
 

games
 

is
 

discussed.
 

Finally,
 

the
 

sufficient
 

conditions
 

of
 

LP
 

well-posedness
 

for
 

population
 

games
 

are
 

established.
 

The
 

existence
 

and
 

LP
 

well
 

posedness
 

of
 

Nash
 

equilibrium
 

for
 

group
 

game
 

problems
 

are
 

established
 

under
 

the
 

conditions
 

of
 

upper
 

0-level
 

closure
 

and
 

quasi
 

convexity.
 

The
 

existence
 

of
 

Nash
 

equilibrium
 

for
 

group
 

game
 

problems
 

is
 

established
 

under
 

weaker
 

conditions.
 

LP
 

well-

posedness
 

of
 

Nash
 

equilibrium
 

for
 

group
 

game
 

problems
 

is
 

proposed
 

and
 

sufficient
 

conditions
 

for
 

it
 

is
 

established.
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well-posedness;
 

Fan-KKM
 

theorem
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