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摘要:通过测量腔体内部曲线或曲面的近场数据来确定腔体的形状。利用因子分解法研究可穿透全涂层腔体的内部反散

射问题。首先基于辐射散射场的形式写出该反散射问题的数学模型,其次通过构造在全涂层条件下算子的主因子分解进

而研究腔体近场数据算子的分解情况,最后假设构造的算子满足适当的条件下,找到数据算子的值域进而刻画腔体的

形状。
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在反散射理论中,定性方法对于研究不均匀介质和障碍物的散射问题是非常重要的,而对于这些方法的研

究,具体参见文献[1-2]。然而在最近几十年,腔体内测量数据的反散射问题是研究的热点之一[3-6]。在此类问题

中,目标是通过腔体内的曲线或曲面的内部测量来重构腔体的形状。文献[3]讨论了在部分涂层和表面阻抗的

条件下,利用线性采样法确定腔体的形状。文献[7]讨论了由紧支集组成的且由不均匀介质包围的可穿透的腔

体的散射问题,证明了腔体的支集的唯一性结果,并建立了线性采样法来确定腔体形状。文献[8]考虑了在

Dirichlet条件下,利用因子分解法重构腔体的形状。文献[9]考虑了在Dirichlet条件和阻尼边界条件下,利用因

子分解法确定不可穿透的腔体的形状。然而在已有文献中,大多数研究者考虑的是腔体在Dirichlet条件、阻尼

边界条件或混合边界条件下利用其他方法研究反散射问题,对于腔体在全涂层条件下且利用因子分解法研究反

散射问题考虑较少。本文考虑了在全涂层条件下,利用因子分解法研究可穿透的腔体的形状。而在全涂层条件

下,由于传导率η 的存在,导致线性有界算子的构造较为复杂,因此要先构造算子,再利用因子分解法重构可穿

透腔体的形状。

1 反散射问题

设D⊂Rd,d∈{2,3}是一个单连通的有界区域,其中边界∂D 是Lipshitz边界,并且设ν 是∂D 的单位向外

的法向量。同时,假设D 内部的介质是均匀的,折射率为1,并用k表示相应的波数。假设D 外部的介质是不均

匀和各向异性的,但在D1⊂Rd 的外部,介质是均匀的,且具有与D 中的介质相同的波数,其中D⊂D1。更具体

地说,在D1\D 中介质的物理性质是由d×d 对称的复值矩阵A 和有界函数n 描述的,其中A 的元素都属于

L∞(D1\D),函数n∈L∞(D1\D)满足对于所有ξ∈C和一些α>0,有ξ·Re(A)ξ≥α ξ 2,Re(n)≥n0≥0,
Im(n)≥0。此外,假设在Rd\D1 中A≡I和在D 中的n≡1。

在声学散射(d=2)或电磁散射(d=3)中,D 表示填充物如空气的腔体,假设空气是波数为k 的参考介质。
设Φ(x,y)是位于腔体内点y∈D 处的入射点源,它的表达式为:

Φ(x,y)=

i
4H (1)

0 (k x-y ),∀x,y∈R2,

1
4π

 eik x-y

x-y
,∀x,y∈R3。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
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并考虑入射点源Φ(·,y)在不均匀介质中的散射,注意这是非物理入射波。在腔体D 内部和腔体D1 外部的散

射场us(·,y)都满足Δxus(x,y)+k2us(x,y)=0,x∈D,x∈Rd\D1。不均匀介质在D1\D 中的总场u(·,y)=

u(·,y)s+Φ(·,y)满足�·A(x)�u(x,y)+k2n(x)u(x,y)=0,x∈D1\D,并且在边界∂D 和∂D1 上,总场

和它的法向导数都是连续的,即 us(·,y)+iη
∂us(·,y)
∂ν  +Φ(·,y)=u 和

∂us(·,y)
∂ν +

∂Φ(x,y)
∂ν =

∂u
∂νA

,其

中
∂ω
∂νA

∶=A �ω·ν。曲面传导率η=η(x)∈C(∂D),对∀x∈∂D,η(x)≥η0>0用来描述薄的高传导的涂层的

物理性质[10],η0 为正常数,并且us 满足Sommerfeld辐射条件lim
r→∞

 
r

d-1
2 ∂us

∂r-iku
s  =0,它关于 x̂=

x
r
,r=

x 一致成立。记(A-I)⊂D1\D 并且(n-1)⊂D1\D,在Rd 上,基于辐射散射场us(·,y)的形式写出散射问

题的数学模型,则:
�·A �us(·,y)+k2nus(·,y)=�(I-A)�Φ(·,y)+k2(1-n)Φ(·,y)。 (2)

假设C⊂D,将点源Φ(·,y)固定在∀y∈∂C 上并测量∀x∈∂C 的相应散射场us(x,y)。(见图1)

图1 该问题的几何结构示例

Fig.1 An
 

example
 

of
 

the
 

geometry
 

of
 

the
 

problem

假设1 在开集C 中,k2 不是C 中-Δ的Dirichlet特征值。

2 数据算子的因子分解

引入数据集定义的数据算子N:L2(∂C)→L2(∂C)的形式:

(Ng)(x)=∫∂C
us(x,y)g(y)ds(y),g∈L2(∂C),g∈L2(∂C),x∈∂C, (3)

其中us(·,y)满足式(2)的辐射解。为了分解数据算子,将定义有界线性算子 H:L2(∂C)→H1(D1\D)的形

式:

(Hg)(x)∶= 1+iη
∂

∂ν(x)  ∫∂C
Φ(x,y)g(y)ds(y),x∈D1\D, (4)

并且有界线性算子G:H1(D1\D)→L2(∂C)将ω0 映射到边界∂C 上的辐射解ω*
1 的迹上,其中ω*

1 =ω*+

iη
∂ω*

∂ν ∈H1
loc(Rd)是辐射解,且在Rd 上满足:

�·A �ω*
1 +k2nω*

1 =�(I-A)�ω0+k2(1-n)ω0。 (5)
通过定义可以知道N=GH。

假设D1⊂BR,并设Tk:H
1
2(∂BR)→H

-12(∂BR)是外部Dirichlet到Neumann映射,定义如下:

Tk:g→
∂u
∂ν ∂BR

,g∈H
1
2(∂BR), (6)

其中:u 是Helmholtz方程Δu+k2u=0在BR 外的辐射解,边界值u=g 在∂BR 上,而ν是边界∂BR 的单位向外

的法向量[1]。
引理1 伴随算子 H *:H1(D1\D)→L2(∂C)由以下给出:
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(H *υ0)(x)= 1+iη
∂
∂ν  ∫∂C

∂Φ(x,y)
∂νy

υ(y)ds(y)-
1
2υ
(x),x ∈∂C, (7)

其中υ∈H1(BR\C)由变分公式唯一确定,∀ψ∈H1(BR\C)变分公式如下:

-∫BRC
 

�υ·�ψdx
 

+
 

k2∫BRC
 
υψdx

 

+
 

∫∂BR
 

Tkυψdx=(υ0,ψ D1\D
)
H1(D1\D)

。 (8)

证明 首先,基于Lax-Milgram 引理和Dirichlet到 Neumann算子Tk 的性质[1],式(8)具有唯一解υ∈

H1(BR\C)。设在BR\C 上u= 1+iη
∂

∂ν(x)  ∫∂C
Φ(x,y)g(y)ds(y),且u∈H1(BR\C)满足Δu+k2u=0在

BR\C 中、∂u
+

∂ν =
∂(Hg)+

∂ν
在∂C 上、∂u

∂ν=Tku 在∂BR 上和u=Hg 在D1\D 中。从式(8)和上述关于u 的方程,

利用格林公式得到:

(H *υ0,g)L2(∂C)=(υ0,Hg)H1(D1\D)=
(υ0,u)H1(D1\D)=-∫BR\C

�υ·�udx+k2∫BR\C
υudx+∫∂BR

Tkυuds=

∫∂C

∂u+

∂νυds=∫∂C
1+iη

∂
∂ν  ∫∂C

∂Φ(x,y)
∂νx

g(y)ds(y)-
1
2g
(x)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 υ(x)ds(x)=

(1+iη
∂
∂ν  ∫∂C

∂Φ(x,·)
∂νx

υ(x)ds(x)-
1
2υ
,g  L2(∂C)

,

因此 (H *υ0)(x)= 1+iη
∂
∂ν  ∫∂C

∂Φ(x,y)
∂νy

υ(y)ds(y)-
1
2υ
(x),x ∈∂C。 证毕

接下来,需在 H1(D1\D)中再定义算子。对于ω0∈H1(D1\D),考虑第二类积分方程:

1+iη
∂

∂ν(x)  ∫∂C

∂Φ(x,y)
∂νy

φ(y)ds(y)-
1
2φ
(x)=ω*

1 (x),x ∈∂C, (9)

其中ω*
1 对应于给定的ω0 满足式(5)且是式(5)的辐射解。由于k2 不是C 中-Δ的Dirichlet特征值,并且C 是

光滑的,因此上述第二类积分方程具有唯一解φ∈H
1
2(∂C)[11]。然后定义υ∈H1(BR\C)(注意这里由跳跃关系

知φ∶=υ ∂C。)如下:

υ(x)= 1+iη
∂

∂ν(x)  ∫∂C

∂Φ(x,y)
∂νy

φ(y)ds(y)-ω*
1 ,x∈BR\C。 (10)

在定义υ∈H1(BR\C)后,通过Riesz表示定理定义唯一的υ0∈H1(D1\D),如下:

(υ0,ψ)H1(D1\D)=-∫D1\D
�υ·�ψdx+k2∫D1\D

υψdx+∫∂D1

∂υ+

∂νψds-∫∂D

∂υ-

∂νψds, (11)

公式里的上标‘+’和‘-’分别表示从封闭区域的外部和内部接近边界。
定义1 有界线性算子S:H1(D1\D)→H1(D1\D)定义为S:ω0 υ0,其中υ0 由式(11)给出,对应于式

(10)定义的υ,其中ω*
1 对应于给定的ω0 满足式(5)。

记在BR\∂C 中􀢀(φ)(·)= 1+iη
∂

∂ν(x)  ∫∂C

∂Φ(x,y)
∂νy

φ(y)ds(y),并且对于给定的ω0,让ω*
1 ,υ,υ0 满足

定义1,则:

(Sω0,u0)H1(D1\D)=-∫D1\D
�υ·�u0dx+k2∫D1\D

υu0dx+∫∂D1

∂υ+

∂νu0ds-∫∂D

∂υ-

∂νu0ds=

-∫∂D1

∂(ω*
1 )+

∂ν u0ds+∫∂D

∂(ω*
1 )-

∂ν u0ds+∫D1\D
�ω*

1 ·�u0dx-k2∫D1\D
ω*
1u0dx。 (12)

定理1 数据算子N:L2(∂C)→L2(∂C)可以分解为N=H *SH,其中 H:L2(∂C)→H1(D1\D)由式(4)定

义,S:H1(D1\D)→H1(D1\D)由定义1给出,H *:H1(D1\D)→L2(∂C)由引理1给出。

证明 设g∈L2(∂C),Hg=ω0。由式(10)看出υ在BR\D1 和D\C 中满足 Helmholtz方程且满足辐射条

件,因此对于∀ψ∈H1(BR\C)
 

满足式(11),则:

(υ0,ψ D1\D
)
H1(D1\D)

=-∫D1\D
�υ·�ψdx+k2∫D1\D

υψdx+∫∂D1

∂υ+

∂νψds-∫∂D

∂υ-

∂νψds=
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-∫BR\C
�υ·�ψdx+k2∫BR\C

υψdx+∫∂BR

Tkυψds-∫∂C

∂υ+

∂νψds。

再由式(9)和跳跃关系φ∶=υ ∂C 可知: 1+iη
∂

∂ν(x)  ∫∂C
Φ(x,y)υ(y)ds(y)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -

=ω*
1 ,x ∈∂C。

因为ω*
1 和 􀢀(υ)(·)在 C 中满足 Helmholtz方程,所以在∂C 上 具 有 相 同 的 Dirichiet边 界 值,即

1+iη
∂

∂ν(x)  ∫∂C
Φ(x,y)υ(y)ds(y)=ω*

1 ,x∈C。 又因为k2 不是曲线C 中-Δ的Dirichiet特征值,则可得

到 ∂
∂νx

1+iη
∂

∂ν(x)  ∫∂C
Φ(x,y)υ(y)ds(y)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -

=
∂ω*

1 (x)
∂νx

,x∈∂C。 由于式(10)、􀢀(υ)(·)的法向导数连续

和η(x)≥η0>0且η0 为正常数,所以在边界∂C 上,有∂υ
+

∂ν =0
,因此:

(υ0,ψ D1\D
)
H1(D1\D)

=-∫BR\C
�υ·�ψdx+k2∫BR\C

υψdx+∫∂BR

Tkυψds。 (13)

从前面的H *的定义可知:在边界∂C 上,有H *υ0(·)=1+iη
∂
∂ν  ∫∂C

∂Φ(·,y)
∂νy

υ(y)ds(y)-
1
2υ
(·),最后从式

(10)和跳跃关系知:1+iη
∂
∂ν  ∫∂C

∂Φ(x,y)
∂νy

υ(y)ds(y)-
1
2υ
(x)=ω*

1 ,x ∈∂C,即 H *υ0=ω*
1 C。因此

H *SHg=H *Sω0=H *υ0=ω*
1 C=Ng,故N=H *SH。 证毕

3 因子分解方法

因子分解方法的理论参见文献[12],下面将它用于近场测量算子 N=H *SH,但又要确保算子 H、S 和

H *满足文献[12]定理的假设,则对波数k作如下假设:
假设2 波数k>0,使得不存在的非零ω0∈H1(D1\D)满足:

∫D1\D
(I-A)�ω0·�ψdx-k2∫D1\D

(1-n)ω0ψdx=0,∀ψ ∈H1(D1\D)。

定理2 算子 H,S 和H *满足下面的性质:

1)
 

算子 H 是紧算子且是单射的。

2)
 

算子S 的虚部Im(S)是非负的。

3)
 

如果波数k>0且满足假设2,则算子S 在H1(D1\D)中是单射的。

证明 1)
 

由于 H2(D1\D)到 H1(D1\D)的嵌入是紧的,并且从单层势算子和双层势算子到边界∂C 的正则

性可知,算子H 是紧的。此外,如果令Hg=0,则Hg 是可求解Helmholtz方程,则Hg ∂C=0。又因为k2 不是

-Δ的Dirichlet特征值,并且利用单层势算子和双层势算子的连续性,则可在区域C 中得到了Hg=0。最后利

用跳跃关系可得到g=0,故算子 H 是单射的。

2)
 

对式(5)两边乘以u0 并且利用格林公式分部积分得:

∫∂D1

∂(ω*
1 )-

∂νA
u0ds-∫∂D

∂(ω*
1 )+

∂νA
u0ds-∫D1\D

A �ω*
1 ·�u0dx+k2∫D1\D

nω*
1u0dx=

∫∂D1
 

∂ω-
0

∂ν(I-A)
u0ds-∫∂D

 

∂ω+
0

∂ν(I-A)
u0ds-∫D1\D

 

(I-A)�ω0·�u0dx
 

+
 

k2∫D1\D
 

(1-n)ω0u0dx。

因为在边界∂D 和边界∂D1 分别满足如下条件:

∂(ω0)+

∂νA-I
=
∂(ω*

1 )-

∂ν -
∂(ω*

1 )+

∂νA
, (14)

∂(ω0)-

∂νI-A
=-
∂(ω*

1 )+

∂ν +
∂(ω*

1 )-

∂νA
, (15)

代边界条件式(14),(15)到上式,则:

-∫∂D1

∂(ω*
1 )+

∂νA
u0ds+∫∂D

∂(ω*
1 )-

∂νA
u0ds=-∫D1\D

A �ω*
1 ·�u0dx+k2∫D1\D

nω*
1u0dx+
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∫D1\D
(I-A)-A �ω0·�u0dx-k2∫D1\D

(1-n)ω0u0dx。

设u*是式(5)的解,且对应于式子右边的u0,将上面的表达式代入式(12),则:

(Sω0,u0)H1(D1\D)=-∫D1\D
A �ω*

1 ·�u0dx+k2∫D1\D
nω*

1u0dx+∫D1\D
(I-A)�ω0·�u0dx-

k2∫D1\D
(1-n)ω0u0dx+∫D1\D

�ω*
1 ·�u0dx-k2∫D1\D

ω*
1u0dx, (16)

再把式(16)变形得:

(Sω0,u0)H1(D1\D)=-∫D1\D
(A-I)�(ω*

1 +ω0)·�(u* +u0)dx+∫D1\D
(A-I)�(ω*

1 +ω0)·�u*dx+

k2∫D1\D
(n-1)(ω*

1 +ω0)(u* +u0)dx-k2∫D1\D
(n-1)(ω*

1 +ω0)u*dx。 (17)

接下来,由于在D1\D 中,有-�·(A-I)�(ω*
1 +ω0)-k2(n-1)(ω*

1 +ω0)=Δω*
1 +k2ω*

1 。对上式两端

乘以u*并利用格林公式分部积分,那么:

∫∂D

∂(ω*
1 )-

∂ν u*ds-∫∂D1

∂(ω*
1 )+

∂ν u*ds-∫D1\D
�ω*

1 ·�u*dx+k2∫D1\D
ω*
1u*dx=

-∫∂D1

∂(ω*
1 +ω0)-

∂ν(A-I)
u*ds+∫∂D

∂(ω*
1 +ω0)+

∂ν(A-I)
u*ds+∫D1\D

(A-I)�(ω*
1 +ω0)·�u*dx-

k2∫D1\D
(n-1)(ω*

1 +ω0)·u*dx, (18)

再利用边界条件式(14)和式(15)代入到式(18)得:

(Sω0,u0)H1(D1\D)=-∫D1\D
(A-I)�(ω*

1 +ω0)·�(u* +u0)dx+

k2∫D1\D
(n-1)(ω*

1 +ω0)(u* +u0)dx-∫D1\D
�ω*

1 ·�u*dx+

k2∫D1\D
ω*
1u*dx+∫∂D1

∂(ω*
1 )+

∂ν u*ds-∫∂D

∂(ω*
1 )-

∂ν u*ds。

因为ω*
1 在D 内和D1 之外满足Helmholtz方程,则:

(Sω0,u0)H1(D1\D)=-∫D1\D
(A-I)�(ω*

1 +ω0)·�(u* +u0)dx+

k2∫D1\D
(n-1)(ω*

1 +ω0)(u* +u0)dx-∫BR\D1

�ω*
1 ·�u*dx-∫D1\D

�ω*
1 ·�u*dx+

k2∫D1\D
ω*
1u*dx+∫∂BR

Tkω*
1u*ds+k2∫BR\D1

ω*
1u*dx-

∫D
�ω*

1 ·�u*dx+k2∫D
ω*
1u*dx=-∫D1\D

(A-I)�(ω*
1 +ω0)·�(u* +u0)dx+

k2∫D1\D
(n-1)(ω*

1 +ω0)(u* +u0)dx-∫BR

�ω*
1 ·�u*dx+k2∫BR

ω*
1u*dx+∫∂BR

Tkω*
1u*ds。

 

(19)

又因为Im(A)≤0,Im(n)≥0且其中辐射解ω*
1 的远场模式ω*

∞由渐近展开定义,即ω*
1 (x)=

eikr

r
d-1
2
ω*
∞(x̂)+

O(r
-d+1
2 ),r= x ,x̂=

x
x
,取S 的虚部Im(S),则:

(Im(S)ω0,ω0)H1(D1\D)=Im
(-∫D1\D

(A-I)�(ω*
1 +ω0)·�(ω*

1 +ω0)dx+

k2∫D1\D
(n-1)(ω*

1 +ω0)(ω*
1 +ω0)dx+∫∂BR

Tkω*
1ω*

1ds)≥

-∫D1\D
Im(A)�(ω*

1 +ω0)·�(ω*
1 +ω0)dx+k2∫D1\D

Im(n)ω*
1 +ω0

2dx+k∫S2
ω*
∞

2ds≥0。

3)
 

假设Sω0=0,则对于式(12)中的任意ψ∈H1(D1\D),有:
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-∫∂D1

∂(ω*
1 )+

∂ν ψds+∫∂D

∂(ω*
1 )-

∂ν ψds+∫D1\D
�ω*

1 ·�ψdx-k2∫D1\D
ω*
1ψdx=0。

那么ω*
1 也满足Helmholtz方程和传输条件即Δω*

1 +k2ω*
1 =0在D1\D 中、∂

(ω*
1 )+

∂ν =
∂(ω*

1 )-

∂ν
在∂D1 上

和
∂(ω*

1 )+

∂ν =
∂(ω*

1 )-

∂ν
在∂D 上。又从式(5)知,ω*

1 ∈Hd
loc(Rd)是在Rd 中Helmholtz方程的辐射解,因此ω*

1 =0。

对式(5)的两边乘以ψ 并利用格林公式进行分部积分,则ω0 满足:

∫D1\D
(I-A)�ω0·�ψdx-k2∫D1\D

(1-n)ω0ψdx=0,∀ψ ∈H1(D1\D)。

又假设波数k>0,则满足假设2,即ω0=0,故在假设2下,算子S 是单射的。 证毕

定理3 算子S 还满足以下性质:

1)
 

如果Re(A)>I,那么-Re(S)是紧算子和自伴随正定算子的和。

2)
 

如果对于一些α>0,I-Re(A)-αIm(A)>0
 

且Re(A)-
1
α Im(A)≥0,那么Re(S)是紧算子和自

伴随正定算子的和。
证明 1)

 

从式(19)取算子S 的实部,则:

(Re(S)ω0,u0)H1(D1\D)=-∫D1\D
(Re(A)-I)�(ω*

1 +ω0)·�(u* +u0)dx+

k2∫D1\D
(Re(n)-1)(ω*

1 +ω0)(u* +u0)dx-∫BR

�ω*
1 ·�u*dx+k2∫BR

ω*
1u*dx+∫∂BR

Re(Tk)ω*
1u*ds。

当Re(A)>I时,定义一个算子K:H1(D1\D)→H1(D1\D)

(Kω0,u0)H1(D1\D)=-∫D1\D
(Re(A)-I)�(ω*

1 +ω0)·�(u* +u0)dx-

∫BR

�ω*
1 ·�u*dx+∫∂BR

Re(Tk)ω*
1u*ds-∫D1\D

ω0u0dx。 (20)

由算子K 的定义知,它是自伴随算子。又因为Dirichlet到Neumann算子Re(Tk)的实部是非正的[13-14],并
利用Young不等式:

(-Kω0,ω0)H1(D1\D)≥
(1-α)((Re(A)-I)�ω0,�ω0)L2(D1\D)+

(ω0,ω0)L2(D1\D)+

1-
1
α  ((Re(A)-I)�ω*

1 ,�ω*
1 )L2(D1\D)+

(�ω*
1 ,�ω*

1 )L2(BR)
≥c ω0

2
H1(D1\D)

,

其中0<α<1使得 1-
1
α  supD1\D

(Re(A)-I)+1>0,c 是依赖A 的一些正常数。因为 H1(D1\D)紧嵌入

L2(D1\D),则Re(S)-K 是紧的。故-Re(S)是紧算子和自伴随正定算子的和。

2)
 

当Re(A)<I时,由式(16)可推导:

(Sω0,u0)H1(D1\D)=∫D1\D
(I-A)�ω*

1 ·�u0dx-k2∫D1\D
(1-n)ω*

1u0dx+

∫D1\D
(I-A)�ω0·�u0dx-k2∫D1\D

(1-n)ω0u0dx。 (21)

设u*是式(5)的解,且对应于式(5)右边的u0∈H1(D1\D)并在Rd 上满足:
�·A �u*+k2nu*=�(I-A)�u0+k2(1-n)u0,

对上式两边同乘ω*
1 并利用格林公式进行分部积分得:

∫∂D1

∂(u*)-

∂νA
ω*
1ds-∫∂D

∂(u*)+

∂νA
ω*
1ds-∫D1\D

A �u*·�ω*
1dx+k2∫D1\D

nu*ω*
1dx=

∫∂D1
 

∂u-
0

∂ν(I-A)
ω*
1ds-∫∂D

 

∂u+
0

∂ν(I-A)
ω*
1ds-∫D1\D

 

(I-A)�u0·�ω*
1dx

 

+
 

k2∫D1\D
 

(1-n)u0ω*
1dx。

因此,根据u*和u0 的传输条件式(14),(15),则:

∫D1\D
(I-A)�u0·�ω*

1dx-k2∫D1\D
(1-n)u0ω*

1dx=
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-∫∂D1

∂(u*)+

∂ν ω*
1ds+∫∂D

∂(u*)-

∂ν ω*
1ds+∫D1\D

A �u*·�ω*
1dx-k2∫D1\D

nu*ω*
1dx=

-∫∂BR

Tku*ω*
1ds+∫BR

�u*·�ω*
1dx-k2∫BR

u*ω*
1dx+

∫D1\D
(A-I)�u*·�ω*

1dx-k2∫D1\D
(n-1)u*ω*

1dx,

其中Tk:H
1
2(∂BR)→H

-12(∂BR)是外部Dirichlet到Neumann算子。接下来对上式求共轭,则

∫D1\D
(I-A)�ω*

1 ·�u0dx-k2∫D1\D
(1-n)ω*

1u0dx=-∫∂BR

Tku*ω*
1ds+∫∂BR

�ω*
1 ·�u*ds-

k2∫BR

ω*
1u*dx+∫D1\D

(A-I)�ω*
1 ·�u*dx-k2∫D1\D

(n-1)ω*
1u*dx, (22)

并且将式(22)代入式(21)中,得到:

(Sω0,u0)H1(D1\D)=∫D1\D
(I-A)�ω0·�u0dx-k2∫D1\D

(1-n)ω0u0dx+∫D1\D
(I-A)�ω*

1 ·�u0dx-

k2∫D1\D
(1-n)ω*

1u0dx+∫D1\D
(A-A)�ω*

1 ·�u0dx-k2∫D1\D
(n-n)ω*

1u0dx=

∫D1\D
(I-A)�ω0·�u0dx-k2∫D1\D

(1-n)ω0u0dx-∫∂BR

Tku*ω*
1ds+∫BR

�ω*
1 ·�u*dx-

k2∫BR

ω*
1u*dx+∫D1\D

(A-I)�ω*
1 ·�u*dx-k2∫D1\D

(n-1)ω*
1u*dx+

∫D1\D
(A-A)�ω*

1 ·�u0dx-k2∫D1\D
(n-n)ω*

1u0dx。

因此,通过计算(S+S*)/2
 

得到算子S 的实部,即:

(Re(S)ω0,u0)H1(D1\D)=∫D1\D
(I-Re(A))�ω0·�u0dx-k2∫D1\D

(1-Re(n))ω0u0dx+

i∫D1\D
(-Im(A)�ω*

1 ·�u0+Im(A)�u*·�ω0)dx-ik2∫D1\D
(-Im(n)ω*

1u0+Im(n)u*ω0)dx+

∫BR

Re(A)�ω*
1 ·�u*dx-k2∫BR

Re(n)ω*
1u*dx-∫∂BR

Re(Tk)u*ω*
1ds。

现在定义一个算子K1:H1(D1\D)→H1(D1\D),

(K1ω0,u0)H1(D1\D)=∫D1\D
(I-Re(A))�ω0·�u0dx+∫D1\D

ω0u0dx+

i∫D1\D
(-Im(A)�ω*

1 ·�u0+Im(A)�u*·�ω0)dx+∫BR

Re(A)�ω*
1 ·�u*dx-∫∂BR

Re(Tk)u*ω*
1ds,

由算子K1 的定义可知,它是自伴随算子。又因为:Dirichlet到Neumann算子Re(Tk)的实部是非正的[13-14],并
利用Young不等式:

(K1ω0,ω0)H1(D1\D)≥∫D1\D
(I-Re(A)-α Im(A))�ω0·�ω0dx+

∫D1\D
(Re(A)-

1
α Im(A))�ω*

1 ·�ω*
1dx+∫D1\D

ω0ω0dx ≥c ω0
2
H1(D1\D)

,

其中α使得I-Re(A)-α Im(A)>0和Re(A)-
1
α Im(A)≥0,并且c 是仅取决于A,n 的常数。因为

H1(D1\D)紧嵌入L2(D1\D),则Re(S)-K1 是紧的。 证毕

推论1 在定理2和3的假设下,算子N
1
2
#:L2(∂C)→L2(∂C)的值域和 H *:H1(D1\D)→L2(∂C)的值域

相等,其中N#∶= Re(N)+Im(N)。

注1 本文最后用腔体D 的支集来表征H *:H1(D1\D)→L2(∂C)的值域。因此,需要引入外传输特征值

问题,设入射场是点源的复共轭,即本文的问题是找到ω∈H1
loc(Rd\D),υ∈H1

loc(Rd\D)使得:

�·A �ω+k2nω=0,x∈Rd\D, (23)
�υ+k2υ=0,x∈Rd\D, (24)
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ω-υ+iη
∂υ
∂ν  =f,x∈∂D, (25)

∂ω
∂νA

-
∂υ
∂ν=h

,x∈∂D, (26)

lim
r→+∞

r
d-1
2 ∂ω-υ+iη

∂υ
∂ν    

∂r -ikω-υ+iη
∂υ
∂ν      =0, (27)

lim
r→+∞

r
d-1
2 ∂υ
∂r-ikυ  =0。 (28)

其中:f∈H
1
2(∂D),h∈H

-12(∂D)。由文献[8]可知,如果k>0不是外传输特征值,则式(23)~(28)有一个唯

一的解ω∈H1
loc(Rd\D),υ∈H1

loc(Rd\D),它连续依赖于f 和h。
假设3 波数k>0不是对应于式(23)~(28)的外部传输特征值。
定理4 当假设3成立,那么对于z∈Rd\C,有Φ(·,z)在 H *的值域当且仅当z∈Rd\D。
证明 当z∈Rd\D 时,因为k 不是外部传输特征值,则构造式(23)~(28)的唯一解ωz∈H1

loc(Rd\D),

υz∈H1
loc(Rd\D),其中f∶=Φ(·,z)+iη

∂Φ(·,z)
∂ν

,h∶=
∂Φ(·,z)
∂ν

。

设uz=ωz-υz+iη
∂υz

∂ν  ,从式(28)得到uz 是一个外传辐射解,即在Rd\D 中满足:

�·A �uz+k2nuz=�(I-A)�υZ+k2(1-n)υZ。
又从式(25),(26)得出uz 在边界∂D 满足:

uz∶=Φ(·,z)+iη
∂Φ(·,z)
∂ν

,∂uz

∂ν∶=
∂Φ(·,z)+iη

∂Φ(·,z)
∂ν  

∂ν
。

接下来,在Rd\D 中定义u∶=uz,在D 中定义u∶=Φ(·,z),Cauchy数据的连续性保证了u∈H1
loc(Rd)。

此外,u 也是辐射解,在Rd 中有�·A�u+k2nu=�(I-A)�υZ+k2(1-n)υZ 成立。

根据G:H1(D1\D)→L2(∂C)的定义可知Φ(·,z)∂C=Gυz,又υz∈H1(D1\D)满足 Helmholtz方程和入

射辐射条件,因此它在算子 H 值域的闭包中。最后,由于G=H *S,则Φ(·,z)在算子 H *的值域内。
现在假设z∈D\C,设υ0∈H1(D1\D)使得H*υ0=Φ(·,z),则由式(8)可知,存在唯一确定的υ∈H1(Rd\C),

使得 (H *υ0)(x)= 1+iη
∂
∂ν  ∫∂C

∂Φ(·,y)
∂νy

υ(y)ds(y)-
1
2υ
(x),x ∈∂C。 从跳跃关系可知:

1+iη
∂

∂ν(x)  ∫∂C
Φ(·,y)υ(y)ds(y)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -

=Φ(·,z),x ∈∂C,

由式(8)可知,υ在D\C 中满足的Helmholtz方程且∂υ
+

∂ν ∂C
=0。现在定义:

ω(·)=
1+iη

∂
∂ν(x)  ∫∂C

Φ(x,y)υ(y)ds(y),x ∈C,

1+iη
∂

∂ν(x)  ∫∂C

∂Φ(x,y)
∂νy

υ(y)ds(y)-υ(·),x ∈D\C。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

 

那么ω∈H1(D)在 D 中满足 Helmholtz方程,且在边界∂C 上ω-=Φ(·,z)。因此,假设1保证了C 中的

ω=Φ(·,z)。因为两者在C 中都满足Helmholtz方程的Dirichlet边值问题,如果z∈D,通过解析延拓,就得到

D\z中的ω=Φ(·,z),但由于Φ(x,z)在x=z 处有奇点,而ω 是解析的,故矛盾;如果z∈∂D,那么ω 与

Φ(·,z)直到边界∂D 上的相等的话就要求Φ(·,z)∈H
1
2(∂D),由迹定理可知,矛盾。因此,z∈D\C,Φ(·,z)

不在算子 H *的值域内。换言之,z∈Rd\D,有Φ(·,z)在算子 H *的值域。 证毕

定理5 对于z∈D1\C,有Φ(·,z)在 H *的值域内当且仅当z∈D1\D。
证明 充分条件对波数没有限制的情况下成立,并且定理4的第2部分中已经证明。下面证明必要条件,

对于z∈D1\D,则证明存在υ0∈H1(D1\D)使得 H *υ0=Φ(·,z)。将ε 固定得足够小,并考虑,其中
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ω*
1 ∶=Φ(·,z)χε 是一个截止函数,使得B(z,ε)中χ=0,在B(z,2ε)之外χ=1,其中B(z,ε)是一个以z 为圆

心ε为半径的球,B(z,2ε)⊂D1\D。显然,ω*
1 ∈H1

loc(Rd)。设υ∈H1(BR\C)由式(10)定义,υ0∈H1(D1\D)由

式(11)定义,则需要证明υ,υ0 满足式(8)。通过构造ω*
1 满足D\C 和Rd\D1 中的Helmholtz方程,υ满足D\C

和Rd\D1 中的Helmholtz方程。因此

∫∂D1

∂υ+

∂νψds=∫∂BR

Tkυψds-∫BR\D1

�υ·�ψdx+k2∫BR\D1
υψdx,

∫∂D

∂υ-

∂νψds=∫∂C

∂υ+

∂νψds+∫D\C
�υ·�ψdx-k2∫D\C

υψdx。

将上式代入式(11),则∀ψ∈H1(BR\C)有:

(υ0,ψ)H1(D1\D)=-∫BR\C
�υ·�ψdx+k2∫BR\C

υψdx+∫∂BR

Tkυψds-∫∂C

∂υ+

∂νψds。

从υ的定义和利用跳跃性质,则 1+iη
∂

∂ν(x)  ∫∂C
Φ(x,y)υ(y)ds(y)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -

=ω*
1 (x),x ∈∂C,那么:

∂
∂νx

1+iη
∂

∂ν(x)  ∫∂C
Φ(·,y)υ(y)ds(y)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -

=
∂ω*

1

∂ν
,x∈∂C,

且利用跳跃性质的另一个应用表明:

∂
∂νx

1+iη
∂

∂ν(x)  ∫∂C
Φ(·,y)υ(y)ds(y)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +

=
∂ω*

1

∂ν
,x∈∂C,

故在边界∂C 上
∂υ+

∂ν =0
。

因此υ和υ0 满足式(8),定义 H *成立。从υ的构造和跳跃性质可知:

1+iη
∂
∂ν  ∫∂C

∂Φ(·,y)
∂νy

υ(y)ds(y)-
1
2υ
(x)=ω*

1 (x),x ∈∂C,

故 H *υ0=ω*
1 。又因为在D 内ω*

1 =Φ(·,z),故在边界∂C 上H *υ0=Φ(·,z)。 证毕

定理6 假设对波数k>0时假设1和2都有效,对于某些α>0,Re(A)>I 或I-Re(A)-αIm(A)>0

和Re(A)-
1
α Im(A)≥0都有效。那么对于z∈D1\C,有:

z∈D1\D⇔∑
j

(Φz,φj)2

λj
< ∞,

其中:Φz∶=Φ(·,z)∂C,Φ(·,z)为式(1)给出的Helmholtz方程的基本解。
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Abstract:
 

The
 

shape
 

of
 

the
 

cavity
 

is
 

determined
 

by
 

measuring
 

the
 

near-field
 

data
 

of
 

the
 

curve
 

or
 

surface
 

inside
 

the
 

cavity.
 

The
 

inverse
 

scattering
 

problem
 

of
 

a
 

fully
 

coated
 

penetrable
 

cavity
 

with
 

interior
 

measurements
 

is
 

studied
 

by
 

the
 

factorization
 

method.
 

First,
 

the
 

mathematical
 

model
 

of
 

the
 

inverse
 

scattering
 

problem
 

is
 

presented
 

in
 

the
 

form
 

of
 

radiation
 

scattering
 

field.
 

Next,
 

the
 

decomposition
 

of
 

the
 

cavity
 

near-field
 

data
 

operator
 

is
 

studied
 

by
 

constructing
 

the
 

principal
 

factorization
 

of
 

the
 

operator
 

under
 

the
 

condition
 

of
 

full
 

coating,
 

Finally,
 

assuming
 

that
 

the
 

constructed
 

operator
 

satisfies
 

the
 

appropriate
 

conditions,
 

the
 

range
 

of
 

the
 

data
 

operator
 

is
 

found
 

and
 

the
 

shape
 

of
 

the
 

cavity
 

is
 

described.
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a
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coated
 

penetrable
 

cavity
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