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摘要:在提出E-半预不变凸区间值函数的定义并讨论它的性质基础上,研究不等式约束情形下E-区间值规划的最优性条

件,然后举例验证E-半预不变凸区间值函数的存在性,并给出E-半预不变凸区间值函数几点有趣的性质,最后利用约束

品性等假设严格推导E-区间值规划的最优性条件。结果得到了E-半预不变凸区间值函数和E-半不变凸区间值函数之

间的关系,获得了E-半预不变凸区间值规划的KKT最优性充分和必要条件。研究认为E-半预不变凸区间值函数是大

量存在的,它在区间值规划研究中具有重要意义,所获结果丰富了区间值规划及相关方向的研究。
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在数学规划中,人们通常处理的是精确的数据;然而在许多现实情况下,例如在工程领域数据收集过程中,
人们会遇到不确定的数据。因此,如何描述这些不确定的数据是一个非常吸引人且有价值的问题。近些年来,
许多学者致力于利用随机变量、模糊数和区间来描述这类不确定性问题。其中,将区间用于描述现实问题中的

不确定数据能简单高效地消除误差。文献[1]提到早在1951年,有关区间分析的研究成果就以俄文形式发表,
其中明确地定义了区间运算的规则。但直到1966年Moore[2]出版第1本关于区间分析的专著后,关于区间分析

的相关研究结果才受到学界的大量关注。1979年,Moore[3]又系统性地阐述了区间分析的方法和应用。目前,
区间分析方法已被广泛应用于航空航天工程、多属性决策、收费运输问题等领域。2007年,Wu[4]最早提出了区

间值函数和区间值方法;他以区间分析理论为基础,把实值函数的凸性推广到了区间值函数,通过区间值函数的

LU-凸性获得了单目标区间值优化问题的KKT最优性条件,区间值规划应运而生。随后,包括 Wu在内的一些

学者对区间值规划进行了大量研究,相关研究成果见文献[5-12]。
同时,在区间值规划问题的研究中,函数的凸性和广义凸性扮演着十分重要的角色。近些年来,函数的广义

凸性也得到了很好的拓展,并被广泛用于优化理论、经济学、工程科学和黎曼流形,以解决实际问题。自1981年

Hanson[13]提出了不变凸函数将凸函数推广后,不少学者又提出了函数的(E-)不变凸性、(E-)预不变凸性和

(E-)半预不变凸性,并针对其中性质及在数学规划中的应用作了深入且广泛的研究[14-21]。2016年,杨新民等

人[22]出版国内第1本关于广义凸性的专著,其中较深入地介绍了广义凸性基本理论及应用。此后,彭再云等

人[23-24]先后提出了G-E-半预不变凸函数和半严格G-E-半预不变凸型数,探讨了这2类广义凸函数在数学规划

中的应用,进一步丰富了非线性多目标规划的研究内容。2019年,Abdulaleem[25]在E-不变凸性和E-Guignard
约束品性假设下获得了一类具有不等式和等式约束的E-可微多目标规划问题的E-KKT最优性必要条件。

2020年,Antczak等人[26]给出E-拟凸和E-伪凸区间值函数的概念,并在一定凸性假设下研究了一类含有等式

和不等式约束的E-凸多目标区间值优化问题的E-KKT条件。2022年,彭志莹等人[27]提出了α-D-半预不变凸

映射,研究了此类映射的判定定理、性质以及该类映射在优化问题中的应用;2021年,邓春艳等人[28]给出一类广

义凸区间值函数———E-预不变凸区间值函数,定义了含不等式约束的E-区间值优化问题的E-型解的概念,在
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E-预不变凸性假设下研究了这类优化问题的E-KKT最优性必要和充分条件。2023年,李慧云等人[29]研究了

CW-E-对称可微区间值函数及它在广义凸区间值优化问题中的应用。2024年,彭健益等人[30]推广了文献[28]
的结果,定义了E-α-预不变凸区间值函数,获得了相关性质及它在E-区间值优化问题中的应用。

受文献[21,27-28]启发,本文提出了E-半预不变凸区间值函数的概念,并举例对E-半预不变凸区间值函数

的存在性进行了验证,对该函数的性质及它在E-区间值规划中的应用进行了研究,获得了E-半预不变凸区间值

规划的KKT最优性充分和必要条件。

1 预备知识

设Rn 为n 维欧几里得空间,用  表示R中所有闭区间构成的集族,设A=[aL,aU],B=[bL,bU]∈ 分别

表示  中的2个闭区间,定义以下运算:

A+B=[aL+bL,aU+bU],-A=[-aU,-aL],A×B=[minab,maxab],
其中:minab=min{aLbL,aLbU,aUbL,aUbU},maxab=max{aLbL,aLbU,aUbL,aUbU}。由此可以定义:

A-B=A+(-B)=[aL-bU,aU-bL],kA={ka:a∈A}=
[kaL,kaU],k≥0
[kaU,kaL],k<0 

 

(k∈R)。

特别地,实数a∈R可以看作是一个闭区间Aa=[a,a],此时a+B 与Aa+B 是等价的,关于区间值的更多分析

可参见文献[2-3]。
为便于讨论,设A=[aL,aU]∈ 是一个闭区间,并记AL=aL,AU=aU。2007年,Wu[4]给出了区间值函数

的概念。函数f:Rn→ 被称为区间值函数,如果∀x∈Rn,f(x)是 R中的闭区间。也可记f(x)∶=[fL(x),

fU(x)],其中fL 与fU 均为Rn 上的实值函数,且满足∀x∈Rn,都有fL(x)≤fU(x),同时,(f(x))L=fL(x)且
(f(x))U=fU(x)。

假设A=[aL,aU]与B=[bL,bU]为R上的2个闭区间,记A⪯LUB 当且仅当aL≤bL 且aU≤bU 成立,记

A≺LUB 当且仅当A⪯LUB 且A≠B 成立,也即下列情况之一成立:1)
 

aL<bL 且aU≤bU,2)
 

aL≤bL 且aU<bU,
 

3)
 

aL<bL 且aU<bU。
下面介绍几类不同的区间值函数可微性的描述。
定义1[4] 设K 是Rn 上的开集,f(x)=[fL(x),fU(x)]是K 上的区间值函数,x0∈K,如果实值函数fL

与fU 均在x0 处可微,则称f 在x0 处是弱可微的。
定义2[4] 设集合X⊆Rn,映射E:X→Rn,f 是X 上的区间值函数,x0∈X,如果实值函数fL(E(·))与

fU(E(·))在x0 处连续可微,则称f 在x0 处是弱连续E-可微的。
定义3[26] 设集合X⊆Rn,映射E:X→Rn,f 是X 上的区间值函数,x0∈X,如果实值函数fL(E(·))与

fU(E(·))是可微的,并且:

fL(E(x))=fL(E(x0))+TfL(E(x0))(x-x0)+θL(x0,x-x0)x-x0 ,

fU(E(x))=fU(E(x0))+TfU(E(x0))(x-x0)+θU(x0,x-x0)x-x0 。
其中:当x→x0 时,θL(x,x-x0)→0,θU(x,x-x0)→0,则称区间值函数f(x)在x0 处是E-可微的。

2 E-半预不变凸区间值函数的定义和性质

彭再云等人[21]给出了E-半预不变凸函数及E-半不变凸函数的如下定义。
定义4[21] 设集合A⊆Rn,如果存在非零向量函数η:A×A×[0,1]→Rn 及映射E:A→A,使得∀x,y∈

A,∀λ∈[0,1]有E(y)+λη(E(x),E(y),λ)∈A,则称A 是关于η 的E-半连通集。
定义5[21] 设开集K⊆Rn,若存在非零向量函数η:K×K×[0,1]→Rn 及映射E:K→K,使得E-可微实值

函数f:K→R,∀x,y∈K,∀λ∈[0,1]都有:

f(E(x))-f(E(y))≥ηT(E(x),E(y),λ)Tf(E(y)),
则称f 在K 上是关于η 的E-半不变凸函数。

定义6[21] 设集合A⊆Rn 是关于非零向量函数η:A×A×[0,1]→Rn 及映射E:A→A 的E-半连通集,若
实值函数f:A→R,∀x,y∈A,∀λ∈[0,1]都有:
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f(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))≤λf(E(x))+(1-λ)f(E(y)),
且lim

λ→0+
λη(E(x),E(y),λ)=0,则称f 是A 上关于η 的E-半预不变凸函数。

在文献[21]启发下给出E-半不变凸区间值函数、E-半预不变凸区间值函数的定义及性质。
定义7 设开集K⊆Rn,非零向量值函数η:K×K×[0,1]→Rn 及映射E:K→K,区间值函数f:K→ ,若

fL 与fU 是K 上关于同一η 的E-半不变凸函数,则称f 是K 上关于η 的E-半不变凸区间值函数。
定义8 设集合A⊆Rn 是关于非零向量函数η:A×A×[0,1]→Rn 及映射E:A→A 的E-半连通集,若区

间值函数f:A→ ,∀x,y∈A,∀λ∈[0,1]都有:

f(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))⪯LUλf(E(x))+(1-λ)f(E(y)),
且lim

λ→0+
λη(E(x),E(y),λ)=0,则称区间值函数f 是A 上关于η 的E-半预不变凸区间值函数。

下面的例子说明了E-半预不变凸区间值函数是大量存在的。
例1 f(x)=[arccot(5x),arccot(4x)],A=[1,+∞],η(x,y,λ)=x-λy,E(x)=sin

 

x+2(图1)。
分析 1)

 

先验证A 是关于η的E-半连通集。∀x,y∈A,∀λ∈[0,1],有:
E(y)+λη(E(x),E(y),λ)=E(y)+λ(E(x)-λE(y))=sin

 

y+2+λ(sin
 

x+2-λ(sin
 

y+2))=
λ(sin

 

x+2)+(1-λ2)(sin
 

y+2)≥λ+1-λ2≥1,
也即E(y)+λη(E(x),E(y),λ)∈A,故A 是关于η的E-半连通集。

2)
 

再验证f 是A 上关于η的E-半预不变凸区间值函数。考虑到:

fL(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))=arccot(5λ(sin
 

x+2)+5(1-λ2)(sin
 

y+2)),
又因fL(x)=arccot(5x)在A 上是凸的减函数,故有:

arccot(5λ(sin
 

x+2)+5(1-λ2)(sin
 

y+2))≤λarccot(5(sin
 

x+2))+(1-λ)arccot(5(1+λ)(sin
 

y+2))≤
λarccot(5(sin

 

x+2))+(1-λ)arccot(5(sin
 

y+2))=λfL(E(x))+(1-λ)fL(E(y)),
即有:

fL(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))≤λfL(E(x))+(1-λ)fL(E(y))。
同理可得:

fU(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))≤λfU(E(x))+(1-λ)fU(E(y))。
且lim

λ→0+
λη(E(x),E(y),λ)=lim

λ→0+
(λ(sin

 

x+2)-λ2(sin
 

y+2))=0,故f 是A 上关于η的E-半预不变凸区间值

函数。

图1 例1中函数图像

Fig.1 Function
 

image
 

in
 

example
 

1

定理1 设集合A⊆Rn 是关于非零向量函数η:A×A×[0,1]→Rn 及映射E:A→A 的E-半连通集,区间

值函数f:A→ 是A 上关于η 的E-半预不变凸区间值函数的充要条件为fL 与fU 均是关于η 的E-半预不变

凸函数。
证明 由E-半预不变凸函数的定义及区间值的LU序关系的定义即可得证。 证毕

定理2 设集合A⊆Rn 是关于非零向量函数η:A×A×[0,1]→Rn 及映射E:A→A 的E-半连通集,区间
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值函数f:A→ 及g:A→ 是A 上关于η 的E-半预不变凸区间值函数,实数k≥0,则:1)
 

kf 是A 上关于η 的

E-半预不变凸区间值函数;2)
 

f+g 是A 上关于η 的E-半预不变凸区间值函数。
证明 1)

 

考虑:

kf(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))=k(f(E(y)+λη(E(x),E(y),λ)))⪯LU

k(λf(E(x))+(1-λ)f(E(y)))=λkf(E(x))+(1-λ)kf(E(y)),
即kf 是A 上关于η 的E-半预不变凸区间值函数;

2)
 

记h(x)=f(x)+g(x),考虑:

h(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))=f(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))+
g(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))⪯LUλf(E(x))+(1-λ)f(E(y))+λg(E(x))+(1-λ)g(E(y))=

λ(f(E(x))+g(E(x)))+(1-λ)(f(E(y))+g(E(y)))=λh(E(x))+(1-λ)h(E(y)),
故f+g 也是A 上关于η 的E-半预不变凸区间值函数。 证毕

下面给出E-半预不变凸区间值函数与E-半不变凸区间值函数之间的重要关系。
定理3 设集合A⊆Rn 是关于非零向量函数η:A×A×[0,1]→Rn 及映射E:A→A 的E-半连通集,如果

f(x)=[fL(x),fU(x)]是A 上关于η 的E-半预不变凸且弱连续E-可微的区间值函数,则f 是A 上关于η 的

E-半不变凸区间值函数。
证明 由定理1可知fL 与fU 是A 上关于η 的E-半预不变凸函数。根据E-半预不变凸函数的定义有:

fL(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))≤λfL(E(x))+(1-λ)fL(E(y)),

fU(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))≤λfU(E(x))+(1-λ)fU(E(y)),
移项得:

fL(E(x))-fL(E(y))≥
fL(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))-fL(E(y))

λ
,

fU(E(x))-fU(E(y))≥
fU(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))-fU(E(y))

λ
。

由于f 是弱连续E-可微的,令λ→0+,可得:

fL(E(x))-fL(E(y))≥ηT(E(x),E(y),λ)TfL(E(y)),

fU(E(x))-fU(E(y))≥ηT(E(x),E(y),λ)TfU(E(y))。
即fL 与fU 是A 上关于η 的E-半不变凸函数,故f 是A 上关于η 的E-半不变凸区间值函数。 证毕

一般而言,定理3的逆命题是不成立的,下面用例子说明此情形。
例2 令A=R,f(x)=[x+1,x+3],当取η(x,y,λ)=-λx-2,E(x)=ex 时,f(x)在A 上是关于η 的

E-半不变凸区间值函数,但不是关于η的E-半预不变凸区间值函数。
分析 1)

 

显然A=R为开集。又E(y)+λη(E(x),E(y),λ)=ey-λ(λex+2)∈R,故A 为关于η的E-半
连通集。现考虑fL 的E-半不变凸性,∀x,y∈R,∀λ∈[0,1]有:

fL(E(x))-fL(E(y))=ex-ey>-2ey≥ey(-2-λex)=ηT(E(x),E(y),λ)TfL(E(y)),
故fL 在R上是关于η的E-半不变凸函数,同理可得fU 在R上是关于η的E-半不变凸函数。

2)
 

现在说明f(x)不是关于η的E-半预不变凸区间值函数。事实上,取点x0=0,y0=2,λ=1时,有:

fL(E(y0)+λη(E(x0),E(y0),λ))=e2-2>λe
x0+(1-λ)e

y0+1=λfL(E(x0))+(1-λ)fL(E(y0)),
即f(x)不是R上关于η的E-半预不变凸区间值函数。

受 Mohan等人[31]的启发,给出下面的条件C(E)。
条件C(E) 设有非零向量函数η:Rn×Rn×[0,1]→Rn 及映射E:Rn→Rn,称函数η 满足条件C(E)是指

∀x,y∈R,∀λ∈[0,1],有下列等式成立:

C1(E):η(E(y),E(y)+λη(E(x),E(y),λ))=-λη(E(x),E(y),λ),

C2(E):η(E(x),E(y)+λη(E(x),E(y),λ))=(1-λ)η(E(x),E(y),λ)。
定理4 设集合A⊆Rn 是关于非零向量函数η:A×A×[0,1]→Rn 及满射E:A→A 的E-半连通集,若区

间值函数f(x)=[fL(x),fU(x)]是A 上关于η 的E-半不变凸且弱连续E-可微区间值函数,向量函数η 满足

条件C(E),则f 是A 上关于同一η 的E-半预不变凸区间值函数。

021 重庆师范大学学报(自然科学版) https://cqnuj.cqnu.edu.cn           第42卷



证明 ∀x,y∈A,∀λ∈[0,1],令E(x)=E(y)+λη(E(x),E(y),λ),则有E(x)∈A,由于f 是E-半不变

凸区间值函数,故fL 与fU 均是关于η 的E-半不变凸函数,则对于x,x 有:

fL(E(x))-fL(E(x))≥ηT(E(x),E(x),λ)TfL(E(x)), (1)

fU(E(x))-fU(E(x))≥ηT(E(x),E(x),λ)TfU(E(x))。 (2)
同理,对y,x 有:

fL(E(y))-fL(E(x))≥ηT(E(y),E(x),λ)TfL(E(x)), (3)

fU(E(y))-fU(E(x))≥ηT(E(y),E(x),λ)TfU(E(x))。 (4)
由λ乘以式(1)再加(1-λ)乘以式(3)得:

λfL(E(x))+(1-λ)fL(E(y))-fL(E(x))≥
ληT(E(x),E(x),λ)TfL(E(x))+(1-λ)ηT(E(y),E(x),λ)TfL(E(x))。

根据条件C(E),有:

ληT(E(x),E(x),λ)TfL(E(x))+(1-λ)ηT(E(y),E(x),λ)TfL(E(x))=
λ(1-λ)ηT(E(x),E(y),λ)TfL(E(x))-(1-λ)ληT(E(x),E(y),λ)TfL(E(x))=0。

故λfL(E(x))+(1-λ)fL(E(y))-fL(E(x))≥0,即:

fL(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))≤λfL(E(x))+(1-λ)fL(E(y))。
类似地,由λ乘以式(2)再加(1-λ)乘以式(4)得:

fU(E(y)+λη(E(x),E(y),λ))≤λfU(E(x))+(1-λ)fU(E(y))。
故fL 与fU 是关于η 的E-半预不变凸函数,即f 在A 上是关于η 的E-半预不变凸区间值函数。 证毕

3 E-半预不变凸区间值规划的最优性条件

考虑如下含不等式约束的区间值优化问题:

(IVOP)
 

min
 

f(x)=[fL(x),fU(x)],

s.t.
 

gi(x)≤0,i=1,…,m,

x∈A。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

其中:A⊆Rn,f:Rn→ 为区间值函数,gi:Rn→R,i=1,…,m 是实值函数。记X={x∈A:gi(x)≤0,i=1,…,

m}为优化问题(IVOP)的可行集。
考虑与上述区间值优化问题(IVOP)相关的区间值优化问题(IVOPE),形式如下:

(IVOPE)
 

min
 

f(E(x))=[fL(E(x)),fU(E(x))],

s.t.
 

gi(E(x))≤0,i=1,…,m,

x∈A。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

记XE={x∈A:gi(E(x))≤0,i=1,…,m}为优化问题(IVOPE)的可行集。

定义9[4] 设x*为优化问题(IVOP)的一个可行解,即x*∈X。如不存在其他可行解x 使得:

f(x)≺LUf(x*),

则称x*为优化问题(IVOP)的type-Ⅰ最优解。
邓春艳等人[28]提出了优化问题(IVOP)的E-type-Ⅰ最优解的概念如下。
定义10[28] 设x*为优化问题(IVOP)的一个可行解,即x*∈X。如不存在其他可行解x 使得:

f(E(x))≺LUf(E(x*)),

则称x*为优化问题(IVOP)的E-type-Ⅰ最优解。
优化问题(IVOP)与(IVOPE)的解的关系有如下结论。

引理1[26] 设集合A⊆Rn 是关于非零向量值函数η:A×A×[0,1]→Rn 及映射E:A→A 的E-半连通集。
如果E 是双射(即单射且满射),x*是优化问题(IVOP)的type-Ⅰ最优解,则存在z∈XE,使得E(z)=x*,z 是

优化问题(IVOPE)的type-Ⅰ最优解。

引理2[26] 设集合A⊆Rn 是关于非零向量值函数η:A×A×[0,1]→Rn 及映射E:A→A 的E-半连通集。
如果E 是双射,z∈XE 是优化问题(IVOPE)的type-Ⅰ最优解,则E(z)是优化问题(IVOP)的E-type-Ⅰ最优解。
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Farkas引理是优化理论中的一个基本引理,最早由匈牙利数学家Farkas[32]于1902年提出,它是最优化方

法中重要的基础工具之一,下面对该引理进行回顾。
引理3[32] (Farkas引理)给定矩阵A,C∈Rm×n,则下述2组方程中有且仅有1组有解:1)

 

Ax≤0,Ax≠0,

Cx≤0,其中x∈Rn;2)
 

ATμ+CTλ=0,其中μ>0,λ≥0。
用J(E(x*))表示在x*处的积极约束指标集,定义为J(E(x*))∶={i:gi(E(x*))=0,i=1,…,m}。
定理5 (E-KKT必要条件)设集合A⊆Rn 是关于非零向量函数η:A×A×[0,1]→Rn 及映射E:A→A 的

E-半连通集。f:A→ 是A 上关于η 的E-半预不变凸且E-可微的区间值函数,gi(i=1,…,m)在A 上是关于

同一η 的E-半不变凸且E-可微的实值函数。设E 是双射,x*∈XE 是优化问题(IVOPE)的type-Ⅰ最优解,且
存在x∈XE 使得gi(E(x))<0,i∈J(E(x*))成立,则存在Lagrange乘子0≤μi∈R,i=1,…,m 使得下列式子

成立:

TfL(E(x*))+TfU(E(x*))+∑
m

i=1
μi Tgi(E(x*))=0,

μigi(E(x*))=0,i=1,…,m。 (5)

证明 由于x*∈XE 是优化问题(IVOPE)的一个可行解,故gi(E(x*))=0,i∈J(E(x*)),现假设存在

d∈Rn,d≠0,∀i∈J(E(x*)),有以下系统成立:
Tgi(E(x*))Td≤0,TfL(E(x*))Td<0,TfU(E(x*))Td<0。 (6)

由于存在x*∈XE 使得gi(E(x))<0,i∈J(E(x*)),则有:

gi(E(x))-gi(E(x*))<0,∀i∈J(E(x*))。
由gi 的E-半不变凸性,可得:

ηT(E(x),E(x*),λ)Tgi(E(x*))≤gi(E(x))-gi(E(x*))<0,∀i∈J(E(x*))。
结合式(6)可知∀ε>0,Tgi(E(x*))T(d+εη(E(x),E(x*),λ))<0,∀i∈J(E(x*))。因此,存在δ>0使

得gi(E(x*)+δ(d+εη(E(x),E(x*),λ)))≤gi(E(x*))=0,∀i∈J(E(x*)),故

E(x*)+δ(d+εη(E(x),E(x*),λ))
是优化问题(IVOP)的可行解。

由x*∈XE 是优化问题(IVOPE)的type-Ⅰ最优解,因此,根据引理2,E(x*)是优化问题(IVOP)的E-
type-Ⅰ最优解。故不存在x∈XE 使得f(E(x))≺LUf(E(x*)),则对于优化问题(IVOP)的可行解E(x*)+
δ(d+εη(E(x),E(x*),λ)),∀ε>0有fL(E(x*)+δ(d+εη(E(x),E(x*),λ)))≥fL(E(x*))或

fU(E(x*)+δ(d+εη(E(x),E(x*),λ)))≥fU(E(x*))成立。
又由于f 是E-可微的,故∀ε>0有

TfL(E(x*))T(d+εη(E(x),E(x*),λ))≥0,
或

TfU(E(x*))T(d+εη(E(x),E(x*),λ))≥0
成立。当ε→0+时,有TfL(E(x*))Td≥0,或TfU(E(x*))Td≥0,这表明式(6)无解。因此根据Farkas引理,
存在λi=1,μi≥0,i=1,…,m 使得:

TfL(E(x*))+TfU(E(x*))+ ∑
i∈J(E(x*))

μi Tgi(E(x*))=0。

当i∉J(E(x*)),令μi=0,可得μigi(E(x*))=0,故式(5)成立。 证毕

为研究优化问题(IVOPE)的最优性充分条件,现考虑如下实值优化问题(PE):

(PE)
 

min
 

φ(E(x)),

s.t.
 

gi(E(x))≤0,i=1,…,m,

x∈A。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

其中:集合A⊆Rn 是关于非零向量值函数η:A×A×[0,1]→Rn 及映射E:A→A 的E-半连通集,φ:Rn→R,gi:

Rn→R,i=1,…,m 均为A 上的E-可微实值函数。
显然,优化问题(PE)和(IVOPE)具有相同的可行集 XE。如果x* ∈XE,∀x∈XE 有φ(E(x*))≤
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φ(E(x)),则称x*为优化问题(PE)的一个全局最优解。
引理4 设x*是优化问题(PE)的一个可行点,集合A⊆Rn 是关于非零向量值函数η:A×A×[0,1]→Rn

及映射E:A→A 的E-半连通集。φ:A→R和gi(i=1,…,m)是E-可微,且是A 上关于η 的E-半不变凸函数。
如果存在Lagrange乘子0≤μi∈R,i=1,…,m 使得

Tφ(E(x*))+∑
m

i=1
μi Tgi(E(x*))=0

μigi(E(x*))=0,i=1,…,m (7)

成立,则x*是优化问题(PE)的全局最优解。
证明 当i∉J(E(x*))={i:gi(E(x*))=0,i=1,…,m},由式(7)中μigi(E(x*))=0可知μi=0,于

是有:

∑
m

i=1
μi Tgi(E(x*))= ∑

i∈J(E(x*))
μi Tgi(E(x*))。 (8)

由φ,gi 的E-半不变凸性及式(7)、(8)可知,对于优化问题(PE)的任意可行点x∈XE,有:

φ(E(x))-φ(E(x*))≥ηT(E(x),E(x*),λ)Tφ(E(x*))=

-∑
m

i=1
μiηT(E(x),E(x*),λ)Tgi(E(x*))=

- ∑
i∈J(E(x*))

μiηT(E(x),E(x*),λ)Tgi(E(x*))≥- ∑
i∈J(E(x*))

μi(gi(E(x))-gi(E(x*)))≥0,

也即对于优化问题(PE)的任意可行点x,都有φ(E(x*))≤φ(E(x)),即x*是优化问题(PE)的全局最优解。
证毕

定义11 若存在Lagrange乘子μ*
i ∈R+,i=1,…,m 及x*∈XE 使得式(5)成立,则称(x*,μ*)∈XE×

Rm
+为优化问题(IVOPE)的E-KKT点。

定理6 (E-KKT充分条件)设集合A⊆Rn 是关于非零向量值函数η:A×A×[0,1]→Rn 及映射E:A→A
的E-半连通集。设(x*,μ*)∈XE×Rm

+是优化问题(IVOPE)的E-KKT点。如果E 是双射,f 是弱连续E-可
微的,gi,i∈J(E(x*))是E-可微,并且在x*处分别是关于同一η 的E-半预不变凸区间值函数和E-半不变凸

函数,则x*是优化问题(IVOPE)的一个type-Ⅰ最优解,E(x*)是优化问题(IVOP)的E-type-Ⅰ最优解。

证明 令f̂(x)=fL(x)+fU(x)。根据假设及定理3可知f 在x*处是关于η 的E-半不变凸区间值函数,

进一步可知fL 与fU 在x*处均为E-半不变凸函数,根据定理2中2)可知f̂(x)在x*处也为E-半不变凸函数,

并且有Tf̂(E(x*))=TfL(E(x*))+TfU(E(x*))。

又因(x*,μ*)是优化问题(IVOPE)的E-KKT点,根据引理4,则x*是以f̂(E(x))∶=φ(E(x))为目标且

约束条件与优化问题(IVOPE)相同的实值优化问题的一个全局最优解,即:

f̂(E(x*))≤f̂(E(x)),∀x∈XE。 (9)
现假设x*不是优化问题(IVOPE)的一个type-Ⅰ最优解,则存在x∈XE 使得f(E(x))≺LUf(E(x*)),则

有以下情况之一成立:1)
 

fL(E(x))<fL(E(x*))且fU(E(x))<fU(E(x*));2)
 

fL(E(x))≤fL(E(x*))且

fU(E(x))<fU(E(x*));3)
 

fL(E(x))<fL(E(x*))且fU(E(x))≤fU(E(x*))。

由于f̂(x)=fL(x)+fU(x),故有f̂(E(x))=fL(E(x))+fU(E(x)),根据上述情况1)、2)或3)均可得

f̂(E(x*))>f̂(E(x)),这与式(9)矛盾,故x* 是优化问题(IVOPE)的一个type-Ⅰ最优解。根据引理2可得

E(x*)是优化问题(IVOP)的E-type-Ⅰ最优解。 证毕

下面用例3来验证定理6的正确性。
例3 考虑如下区间值优化问题:

(IVOPE1
)

 

min
 

f(E(x)),

s.t.
 

g1(E(x))≤0,

g2(E(x))≤0,

x∈A。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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其中:A=[0,1],E(x)=x2,η(x,y,λ)=λx-y,f(x)=[x2+x+1,x2+3],g1(x)=x2-
1
4
,g2(x)=-x

(图2)。

分析 经计算,g1(E(x))=x4-
1
4
,g2(E(x))=-x2,fL(E(x))=x4+x2+1,fU(E(x))=x4+3。假设

存在(x,μ)∈XE×R2+为该问题的E-KKT点,则有:

4x3+2x2+4x3+4μ1x3-2μ2x=0,

μ1 x4-
1
4  =0=-μ2x2。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

不难得出(0,0,μ2)∈XE×R2+ 是优化问题(IVOPE1
)的E-KKT点。且容易验证A 是关于η 的E-半连通

集,f 是A 上关于η的E-半预不变凸且弱连续E-可微的区间值函数,g1,g2 是关于同一η 的E-半不变凸且E-
可微的实值函数。即定理6的假设条件均满足,根据定理6可知x=0是优化问题(IVOPE1

)的一个type-Ⅰ最优

解。这说明定理6是可行的。

图2 例3中目标函数图像与约束函数图像

Fig.2 The
 

objective
 

function
 

image
 

and
 

constraint
 

function
 

image
 

in
 

example
 

3

4 总结与展望

本文提出了一类新的广义凸区间值函数———E-半预不变凸区间值函数,研究了它的一些有趣性质,它比最

近文献例如文献[21,28]中的广义凸函数更为广泛。同时,在本文所定义的广义凸性条件下,获得了一类E-区间

值规划的最优性必要和充分条件,其中目标函数和约束函数不一定是可微的。本文的研究结果丰富了广义凸性

和区间值规划的研究,对不确定规划理论的发展有着积极的推动作用。另外,能否得到E-半预不变凸区间值规

划的对偶结果,而E-半预不变凸区间值函数在区间值多目标规划、半无限区间值规划中的应用又将如何,这些都

是非常有趣的课题,值得进一步研究。
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Abstract:
 

Based
 

on
 

proposing
 

the
 

definition
 

of
 

E-semi-preinvex
 

interval
 

valued
 

functions
 

and
 

discussing
 

their
 

properties,
 

the
 

optimality
 

conditions
 

for
 

E-interval-valued
 

programming
 

with
 

inequality
 

constraints
 

are
 

investigated.
 

The
 

existence
 

of
 

E-semi-

preinvex
 

interval
 

valued
 

functions
 

is
 

verified
 

through
 

concrete
 

examples,
 

accompanied
 

by
 

several
 

interesting
 

characteristics
 

of
 

these
 

functions.
 

Under
 

constraint
 

qualification
 

assumptions,
 

sufficient
 

and
 

necessary
 

optimality
 

conditions
 

for
 

E-interval
 

valued
 

programming
 

are
 

rigorously
 

derived.
 

Results
 

reveal
 

the
 

intrinsic
 

relationship
 

between
 

E-semi-preinvex
 

interval
 

valued
 

functions
 

and
 

E-semi-invex
 

interval
 

valued
 

functions,
 

establishing
 

sufficient
 

and
 

necessary
 

KKT
 

optimality
 

conditions
 

for
 

E-semi-preinvex
 

interval
 

valued
 

programming.
 

The
 

research
 

demonstrates
 

the
 

abundant
 

existence
 

of
 

E-semi-preinvex
 

interval
 

valued
 

functions
 

and
 

confirms
 

their
 

significance
 

in
 

interval
 

valued
 

optimization
 

studies.
 

The
 

obtained
 

conclusions
 

enrich
 

theoretical
 

investigations
 

in
 

interval
 

valued
 

programming
 

and
 

related
 

fields.
Keywords:

 

E-semi-preinvex
 

interval
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functions;
 

E-interval
 

valued
 

programming;
 

E-KKT
 

optimality
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